Grundlagen der Integralrechnung

Das unbestimmte Integrieren einer Funktion f kann ,quasi“ als Umkehroperation des Differenzierens von f
verstanden werden, d. h. unbestimmtes Integrieren macht Differenzieren im wesentlichen riickgangig. In
diesem Zusammenhang ist der Begriff der Integralfunktion von entscheidender Bedeutung, der eng gekoppelt
ist mit dem Begriff der Stammfunktion F von f.

Dariiber hinaus konnen Funktionen auch in bestimmter Weise zwischen zwei Grenzen a und b, die im Defini-
tionsbereich von f liegen, integriert werden. Das bestimmte Integral von f kann ebenfalls aus der Integral-
funktion von f gewonnen werden.

Nachfolgend werden die Zusammenhinge naher beleuchtet ...

Definition (Stammfunktion)
Eine differenzierbare Funktion f mit
F'(x) = f(x) fur alle x € Dy

heif3t Stammfunktion von f.

Satz
Ist D¢ ein Intervall, so unterscheiden sich je zwei Stammfunktionen nur um eine Konstante.

Das systematische Auffinden einer (und damit aller) Stammfunktion(en) einer gegebenen Funktion nennt
man unbestimmtes Integrieren und schreibt

R = [ fox

wenn es zu f eine Stammfunktion F gibt.

Satz (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung (HDI))
Ist f : [a;b] — R stetig und x € [a; b], so ist die durch

F(x) := / f(t)dt

definierte Integralfunktion F differenzierbar, und es gilt F’ = f, d. h. F ist eine Stammfunktion von f.

Aus dem HDI lasst sich eine ,Formel® zur Berechnung bestimmter Integrale herleiten:
Gemaf HDI ist die Abbildung

X /xf(t)dt

eine Stammfunktion von f auf [a; b]. Wenn F irgendeine (weitere) Stammfunktion von f ist, so muss es eine
Konstante c derart geben, dass

X
F(x) :c+/f(t)dt
a
gilt. Durch Einsetzen von x = a erhilt man

F(a)=c+/f(t)dt=c.

N——
=0 s. unten

Fur alle x € [a; b] gilt also die Gleichung

/fmw=ﬂm—ﬂw,

insbesondere auch fir x = b.



Fazit: Das Berechnen bestimmter Integrale kann durch Auswerten einer Stammfunktion F von f gemafd

b
/ F(t)dt = F(b) - F(a)

oder in der tiblichen Schreibweise

p x=b
/ Fx)dx = [F(x)]x:a = F(b) - F(a)

geschehen.

Rechenregeln und Integrationsmethoden

Nachfolgend seien a < b und f : Dy — R integrierbar iiber [a;b] C Dy.

Es gibt einige elementare Rechenregeln (analog zur Differenzialrechnung)
b b b
/ fx)+g(x)dx= / f(x) dx +/ g (x) dx (Additivitat)

b b
/ A-f(x)de=2- / f(x) dx (Homogenitat)

und weitere, fiir die Integralrechnung spezifische Regeln, namlich
/ f(x)dx =F(a)—F(a) =0
a b
/ fx)dx = —/ f(x) dx (Konvention)
b a

b c b
/ f(x)dx = / f(x) dx +/ f(x)dx firallec € Dy (Intervalladditivitat)

Integration mittels Substitution (Substitutionsmethode)

Aus der Kettenregel der Differenzialrechnung

d ’ ’
Fa@) =Flg)-¢ )

folgt mit dem HDI und der Konvention f = F’, dass gilt

[ rla) gt = [ Floto) g erax = [ 2oPla) dx = Flgtw) +c |

Analog ergibt sich fiir das bestimmte Integral

b b g(b)
®)
/ Fl9x) - ¢'(x)dx = / F'(g(x)) - ¢/(x) dx = [F(g(x)) +c]g = F(g(b)) - F(g(a)) = / Fd |.
g(a) a
a a gla
cos (x)

Beispiel (1):  Ermitteln Sie eine Stammfunktion von x > —————.
4 + sin® (x)

Zunachst wird der Funktionsterm wie folgt umgeformt, um im Verlauf des Integrationsprozesses eine be-
kannte Stammfunktion verwenden zu kénnen

cos(x) 1 1 Ly, co8 (x) _ 1 1 _cos (x)

4+sin?(x) 4 sin(x) | 2 2 2 sin(x) \ 2 2
1+ (—z ) 1+ (—2 )




sin(x) COS(X)

Mit der Wahl f(t) = ﬁ sowie ¢(x):= —~ und daraus folgend g’ (x) =
Substitutionsregel

/L(x)dx=l-/ ! -Cos(x)dx=%-/f(g(x))-g'(x)dx, subst. t = g (x)

4 + SiIl2 (x) 2 1+ (sm(x))2 2

1
/f(t) dt = = / T dt = rh arctan (), resubst.g(x) =1

1 .
= E arctan(g (x)) = R arctan (51n2(x)) .
/3
Beispiel (2): Berechnen Sie das bestimmte Integral / X - sin (xz) dx.
/6

erhalt man mit der

Mit der Wahl f(t) = sin(t) sowie ¢(x):=x? und daraus folgend ¢’(x)=2-x erhilt man mit der

Substitutionsregel

/3 \/ﬂ_/a x=\7/3
/ x-sin(xz)dle-/ 2-x-sin(x2)dx=l-/ \/_g'(x)-f(g(x))dx, subst. t = g (x)

/6 2 /6 2 :\/ﬂ-_/6
1 ree(V) 1 [k 1 3
=5-/t:g(\/”_/6) f(t) dt—E /6 sin (1) dt=§-[—cos(t)]%
:%-(—cos(%)+cos(%)):% (—5 - \/_):}1(\/5—1)

Partielle Integration (Methode der Produktintegration)

Aus der Produktregel der Differenzialrechnung

(fx) - g(x) = f'(x) - glx) + f(x) - g'(x)

folgt, dass die Produktfunktion f(x)- g(x) eine Stammfunktion von f’(x)-g(x)+ f(x)- g’(x) ist. Das bedeutet:

F) - gx) +c = / (F/(0) - g(x) + () - ¢'(x)) dx / £ gx)dx + / £ - g(x) d

oder umgeformt

/ £ - g dx = F(x) - glx) + ¢ — / £ -g/Godx |.

Fur das bestimmte Integral folgt hieraus:

b b b
/f'(X)-g(x)dx= [f(x)-g(X)+C]z—/f(x)-g'(X)dx=f(b)-g(b)—f(a)-g(a)—/f(X)-g’(x)dx :

Beispiel (3): Ermitteln Sie eine Stammfunktion von x +— cos (7 - x) - exp (x) .
Mit der Wahl

f'(x):=cos(r-x) f(x)=—"-sin(x-x)
g(x) = exp (x) = g’ (x) = exp (x)

U

erhdlt man mittels partieller Integration
Jeostr 0 ep@dr= [ 1@ 9@ de= @ 9= [ 690

= ! -sin(ﬂ-x)-exp(x)—/%-sin(ﬁ-x)-exp(x) dx

P
1
b

. (sin (- x)-exp(x)— / sin (7 - x) - exp (x) dx) .



Das neue entstandene Integral hat dieselbe Struktur wie das urspriingliche Integral. Letzteres kann — bis auf
einen Vorfaktor — durch nochmalige Anwendung der Produktregel reproduziert werden. Wahle dazu

fx)=sin(r-x) =  fx)= —% + cos (7 - x)
g (x) = exp (x) = g’ (x) = exp (x)

und integriere noch einmal partiell

/sin<n~x>-exp<x> dx = /f’(x) G0 dx = F () -g~(x)—/f<x> () d (59)

:—l-cos(ﬂ-x)-exp(x)—/—l'COS(ﬂ'x)'eXP(x) dx

T T

:l.(—cos(ﬂ«x)~exp(x)+/cos(7r-x)-exp(x) dx).
T

Setzt man nun das Ergebnis der Rechnung in (59) in das Ergebnis der Rechnung in (58) ein, so erhalt man fur
die gesuchte Stammfunktion die Identitat

/cos(ﬂ-x)-exp(x) dx = -(sin(n-x)-exp(x)—%-(—cos(ﬂ'-x)-exp(x)+/cos(7r-x)-exp(x) dx))

QA= Q=

-(sin(ﬂ-x)+l-cos(n’-x)) -exp(x)—iz-/cos(n-x)-exp(x) dx,
T T

aus der sich durch Umformen und Aufldsen

-1
/cos(n-x)-exp(x) dx = (1+i2) L (sin(n~x)+l-cos(n-x))-exp(x)
s b2 P

= ”27:_1 . (sin(n-x)+%-cos(7‘r-x)) exp (x) .

ergibt.
Bemerkung: « Der in Beispiel (3) verwendete Rechenkniff wird auch ,Ruberschaufeln-Trick“ genannt.
« Hatte man zu Beginn die umgekehrte Zuordnung
f'(x)=exp(x) und g(x):=cos(r-x)

getroffen, so wire man mit dhnlichem Rechenaufwand zum selben Ergebnis gelangt.

2

€
Beispiel (4): Berechnen Sie das bestimmte Integral / x-In(x) dx.
1
Mit der Wahl

f(x)=x

I

f&)=

g9(x) = In(x) = g =

S| =N =



erhalt man mittels partieller Integration

/ " e In(x) dx = f P9 dx =[£G 9] - / ) - ¢/ (x) d
1 1 f
= f () g(e) - F(1)-g(1) - / F) - g/ (x)dx
1

Lo ety - L. g2, _/1. 2. 1
> (e®)" - In(e?) > 1¢-In(1) 5 xdx

Weitere Integratiosregeln, -kniffe und -tricks

Mit der Abkiirzung /f(x)dx = F(x) + ¢ mit ¢ € R fiir das unbestimmte Integral (= die Menge aller

Stammfunktionen von f) lassen sich aus der Substitutionsregel folgende Regeln herleiten:

. /f(aix)dx=iF(aix)+c . /f(b-x)dx=%-F(b-x)+c

. /M =1n(|9(x)|)+c . /g(X)'g’(x)dx=

2
e bl e

1
2
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