Uneigentliche Integrale und deren Berechnung

Das (eindimensionale) Riemann-Integral ist nur fur kompakte (= beschrankte und abgeschlossene) Intervalle
definiert. Eine Verallgemeinerung auf unbeschrinkte Definitionsbereiche oder auf Funktionen mit Singula-
ritaten innerhalb des Integrationsintervalls bietet das uneigentliche Integral.

Das uneigentliche Integral kann als Erweiterung des Riemann-Integrals, des Regelintegrals, des Lebesgue-
Integrals oder auch anderer Integralbegriffe verstanden werden.

Definition (Uneigentliches Integral)
SeiaeR,b e RU {oo} mita < bund f :[a;b) — R integrierbar in jedem Intervall [a;c] mita < ¢ < b.

Ist dartiber hinaus entweder f in [a;b) unbeschrankt oder b = oo, so nennt man /abf(x) dx ein (an der
oberen Grenze) uneigentliches Integral.
Existiert der Grenzwert lim,_,;- facf(x) dx im eigentlichen Sinne, so sagt man, das uneigentliche Integral

b .. . . ..
fa f (x) dx existiert bzw. konvergiert. In diesem Falle definiert man

/abf(x)dxzzcli)ril_‘/acf(x)dx.

Analog definiert man mit den entsprechenden Voraussetzungen ein an der unteren Grenze uneigentliches
Integral als

/abf(x)dx:clggfcbf@)dm

Bemerkung: Das uneigentliche Integral fab f (x) dx heifit absolut konvergent, wenn fab |f (x)| dx existiert.
Absolut konvergente uneigentliche Integrale sind wegen

/abf(x)dx

Beispiel: Die Funktion x  In (x?) ist bei x = 0 singular, denn In (x?) = 2 - In (|x|) — —oo fiir x — 0.
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Kann das (uneigentliche) Integral / In (x*) dx trotzdem existieren?
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auch konvergent.
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Da x — In(x?) eine gerade Funktion ist, gilt / In(x%) dx = 2- / In (x®) dx, falls das linke Integral
0

. _1
existiert. Dazu werden folgende Uberlegungen angestellt:

Sei ¢ € R mit 0 < ¢ < 1. Mit Hilfe der Regel von ’'Hospital erhilt man das Hilfsresultat

). 1)
cll>r{)1+ 1/(,‘ _cl—>0+ —1/CZ _clin(’){’ ¢=0. (62)

mit dessen Hilfe man

/1ln(x2) dx:/12~ln(x)dx:2~/11n(x)dx:2-[x-ln(x)—x]

1

c

:2-(1-ln(1)—1—(c-ln(c)—c)):2.(_1_1?/(2)+C)
iz.(—l—0+0):—2:lim 11n(x2)dx
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gemaf (62) berechnet und folglich den Wert des gegebenen uneigentlichen Integrals zu

1 1 1
/ In (x%) dx =2~ / In (x*) dx = 2- lim In(x%) dx =2-(-2) = -4
- 0

1 c—0* J.

ermittelt.



	inf und sup — zwei unheimliche Kürzel?
	Analytische Deutung der Ableitung
	Eindimensionaler Fall
	Gleichung der Tangente t an f in (x0, y0)
	Abweichung R(x) der Werte von f und t in x
	Analytische Festlegung der Ableitung von f in x0

	Zweidimensionaler Fall
	Definition

	n-dimensionaler Fall
	Definition


	Transformationssatz
	Gegeben
	Gesucht
	Probleme
	Ausweg
	Verallgemeinerte Subsitutionsregel
	Anmerkung


	Beschreibung von Gebieten in Polarkoordinaten



