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Potenzreihen

Potenzreihen gehoren zu den wichtigsten Erkenntnismitteln der Analysis. Viele (elementare) Funktionen kénnen
erst durch Potenzreihen auf streng analytische Weise definiert werden. So kénnen Werte f(x) einer Funktion,
die eine Taylorreihendarstellung (= Potenzreihendarstellung mit speziellen Koeffizienten, sieche Wegweiser ,Tay-
lorreihen®) besitzt, an jeder gewiinschten Stelle x mit jeder gewiinschten Genauigkeit berechnet werden. Diese
Moglichkeit stellt den Dreh- und Angelpunkt fiir jegliches numerisches Rechnen mit Funktionen dar.

In der Funktionentheorie spielen Potenzreihen eine zentrale Rolle, wo sie oft eine sinnvolle Fortsetzung reeller
Funktionen in die komplexe Zahlenebene erlauben. Viele grundlegende Ideen kdnnen im Bereich der reellen Zahlen
entwickelt und dann auf den komplexen Fall Gibertragen werden.

Uber die Untersuchungen in der (komplexen) Analysis hinaus treten Potenzreihen auch in der technischen Anwen-
dung auf, beispielsweise in der digitalen Regelungstechnik (im Zusammenhang mit der sog. Z-Transformation).

Grundlegende Zusammenhiange

Eine Potenzreihe ist eine Reihe vom Typ

Konvergenz einer Potenzreihe

Die Menge aller x-Werte, fiir welche die Potenz-
reihe konvergiert, heifit Konvergenzbereich.

P (x;x0) := (Z ap - (x - xo)k) (1) Der Wert einer Potenzreihe
k=0 )
_ k
mit x, xo und ai aus R oder C. kZ_;J @ - (x = %o) ®)

» Die Partialsummen der Potenzreihe hangt im Falle der Konvergenz sowohl von den
n Reihengliedern ay, dem Entwicklungspunkt x, als
sn (x5 x0) = Z ax - (x — x0)* 2) auch vom Wert der Variablen x ab.

k=0

sind Polynome n-ten Grades in x.

Per Definition ist die Potenzreihe nichts anders > Eine Potenzreihe konvergiert mindestens in x;.

als die Folge der Partialsummen, d. h. » Falls die Potenzreihe nicht nur in xy konvergiert,

P (x;x0) = (sn (x3%0)) e, - 3) so gilt:

Die Koeffizienten ay heiflen Reihenglieder.

Die Stelle xy wird Entwicklungspunkt genannt
und stellt einen Parameter dar.

Fir xo = 0 ergibt sich die in den Anwendungen
haufig auftretende, spezielle Form

P(x) = (i ai - x*). (a)

k=0
(,Entwicklung um den Nullpunkt.®)

Mit der Substitution y := x — x kann die allge-
meine Form (1) auf die spezielle Form (4) zuriick-
gefuihrt werden.

Im Falle einer komplexwertigen Variable x € C
gibt es ein maximales 0 < r < oo derart, dass die
Potenzreihe in der offenen Kreisscheibe U, (xq)
konvergiert. Die Zahl r wird aus diesem Grunde
als Konvergenzradius bezeichnet.

Im Falle einer reellen Potenzreihe entartet U, (x)
zu (xo — ;%0 + 1), dem so genannten Konver-
genzintervall.

Eine Potenzreihe kann auch in Randpunkten von
U, (x0) konvergieren. Die Menge aller Punkte, in
denen die Potenzreihe konvergiert, wird als Kon-
vergenzbereich bezeichnet.

Bemerkung: Eine Potenzreihe kann in ihrem Konvergenzbereich gemafy der Zuordnungsvorschrift

(e8]
x> P(x;x0):= 2 ag - (x— xo)k als eine Funktion aufgefasst werden.
k=0
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Eigenschaften von Potenzreihen

» Eine Potenzreihe konvergiert innerhalb ihres Konvergenzbereichs absolut.

» Zwei Potenzreihen diirfen im gemeinsamen Konvergenzbereich gliedweise addiert bzw. subtrahiert oder
auch gemaf der Cauchy-Produktformel multipliziert werden. Die dabei neu entstehenden Potenzreihen
konvergieren dann mindestens im gemeinsamen Konvergenzbereich der Ausgangsreihen.

» Eine Potenzreihe darf innerhalb ihres Konvergenzbereichs beliebig oft gliedweise differenziert und auch
integriert werden. Die dabei entstehenden neuen Potenzreihen besitzen denselben Konvergenzradius
wie die urspriingliche Reihe.

Beobachtung: Potenzreihen diirfen in ihrem Konvergenzbereich wie Polynomfunktionen behandelt werden.

Methoden und Beispiele

Sowohl das Wurzel- als auch das Quotientenkriterium fiir Zahlenreihen (siehe Wegweiser ,,Zahlenreihen®) konnen

auch zur Festellung des Konvergenzverhaltens einer Potenzreihe P (x;x) = ( > ag-(x— xo)k) = ( > bk) genutzt
k=0 k=0

werden, sofern man by := ay - (x — x)* setzt und x als feste Zahl betrachtet.

Berechnung des Konvergenzradius’ einer Potenzreihe

Quotientenkriterium Wourzelkriterium
b gy - (= xp)FH!
T || o Ty (et ( O)k lim sup v/|bk| = hm sup |ak| e = xo|
k—oo| by k—eo| gy - (x = xp) k—c0

Ak+1
aj

= |x — Xo| - lim sup /|ax|

k—o0

|x — x| - lim
k—oo

In beiden Fallen konvergiert die Potenzreihe P (x; x() nach den Kriterien fiir Zahlenreihen, falls klim Bt |
—00
bzw. lim sup +/|bx| < 1 gilt, woraus man eine Vorschrift zur Ermittlung des Konvergenzradius’ r erhilt:
k—o0
!
a ! - xo| - li Var] <1
|x — xo| - hm kel 2 g |x — xo HI:LS;‘P |ak|
k—oo| A
= owl< ———— )
X — X =r
= X — x| < lim =r 6 : k
lx = xo| < | lim — (6) hin_::p Hag]
> Falls hm 2kl = 0 bzw. hin sup v/|ax| = 0 ist, so setzt man r : % := oo und damit konvergiert P (x; xo)
—00

far alle x € R (bzw. C) absolut.

Qk+1 1

= = 0 und damit konvergiert P (x; x)

» Falls lim = oo bzw. lim sup V/|ax| = oo ist, so setzt man r :=
k—co k—oo

nur im Entwicklungspunkt x = x.

Bemerkung: Die Potenzreihe konvergiert in U, (xp), was im Komplexen der offenen Kreisscheibe um x, mit
Radius r und im Reellen dem offenen Intervall (xq — r; xo + r) entspricht. In Randpunkten von U, (x¢) kann die
Reihe u. U. ebenfalls konvergieren. Au3erhalb von U, (x,) divergiert die Reihe definitiv.

Beispiel: Vergleich von Wurzel- und Quotientenkriterium. Untersucht werden soll die Potenzreihe

Z % (—) Z P 12k -x*  worin ar = p .12’( .

k=1
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Berechne Konvergenzradius per Quotientenkrit.:

ay (k +1)-2k+1 k+1 koo
- —g. 2%
Afe+1 k- 2k k
a
Damit ist lim |——|= 2=r .
k—oo | Q41

Berechne Konvergenzradius per Wurzelkrit.:

1
k- 2k

1

lag] = & 2.1 .
e 2 2

1 1
Damit ist —m — = —
lim sup +/|a| %

k—o0

Wie zu erwarten war, liefern beide Kriterien denselben Konvergenzradius. Die Reihe konvergiert (zumindest) fiir
alle x mit |x| < 2 und sie divergiert auf jeden Fall fur alle x mit |x| > 2. [ |

punkten von U, (xo) untersucht werden:

» Im Falle einer reellen Potenzreihe sind dazu
X] = X9 — r bzw. x, := x¢ + r fur x einzusetzen
und die jeweils entstehende Zahlenreihe ist
mit den entsprechenden Kriterien auf Konver-
genz zu Uberpriifen.

Berechnung des Konvergenzbereichs einer Potenzreihe

Falls der Konvergenzbereich gefragt ist, muss das Konvergenzverhalten der Reihe zusatzlich in den Rand-

» Im Falle einer komplexen Potenzreihe ist der
Rand von U, (x¢) die Kreislinie, die aus unend-
lich vielen Punkten besteht. Konvergenzunter-
suchungen sind daher nur in einzelnen solcher
Randpunkte moglich!

Beispiele:

Die Koeffizienten der Reihenglieder einer Potenzreihe bestimmen das Konvergenzverhalten der Rei-

he. Die Auswirkungen einer Modifikation der Koeffizienten a; auf den Konvergenzbereich werden nachfolgend

untersucht. Fiir die um xy = 0 entwickelten Potenzreihen

[Se]

P(x) := (Z xk) , Ox):= (é % -xk) , Rx):= (; % -xk) .

k=1

soll das Konvergenzintervall iber den Konvergenzradius berechnet und das Konvergenzverhalten in den Rand-

punktenuntersucht werden.

» P(x) ist die im vorherigen Beispiel untersuchte
geometrische Reihe mit Wachstumsfaktor g = x,
die fir |g| = |x| < 1 konvergiert.

Untersuche die Randpunkte gesondert:

P(-1) = (2 (—1)k) =1-1+1-1+...
k=1
ist divergent, denn die Folge der Partialsummen

hat die beiden Haufungswerte 0 und 1.

x; =—1:

X, = +1: P(l):(Zl =1+1+1+1+...
k=1

ist bestimmt divergent,_denn die Folge der Parti-
alsummen wachst tiber alle Grenzen.

Fazit: Der Konvergenzbereich von P(x) ist folg-
lich das offene Intervall (-1;1) .

» Fiir Q(x) verwende das Wurzelkriterium:

i t/T po L1 1
imsup /== lim —=-=1 — r=1,
k—>oop k k—oo W 1

d. h. Q(x) konvergiert mind. fir alle x € (—1; 1).

Untersuche die Randpunkte gesondert:

o0

Q(-1)= ¥ % (-1)F ist die konver-

x; =—1:
gente alternierende harmonische Reihe.
Q(+1) = ¥ ¢-1F = ¥ ¢ ist die

k=1 k=1
gegen oo divergierende harmonische Reihe.

X, = +1:

Fazit: Der Konvergenzbereich von Q(x) ist somit
das halboffene Intervall [-1;1) .

» Fir R(x) verwende das Wurzelkriterium:

i kl— li iz—lzb =1
PN el w) T

d. h. R(x) konvergiert mind. fir alle x € (-1;1).
Untersuche die Randpunkte gesondert:

xp=-1: R(-1)= 3 %-(—1)k ist konvergent.
=1

x, =+1: R(+1)= 3] %1" = # ist eben-
k=1 k=1

falls konvergent.

Fazit: Der Konvergenzbereich von R(x) ist somit
das abgeschlossene Intervall [-1;1] .
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Tipps und Tricks

Termvereinfachungen zur Arbeitsersparnis

aj

bzw. den gréfiten Haufungswert lim sup v/|ax| in effizienter Weise zu berechnen,

k—oo

+1

k—o0

. A/la| zu vereinfachen und danach den Grenziibergang k — oo

auszufiihren.
Beispiel: Wo konvergiert (Z (’f x)k ) fir x € R? Berechne den Konvergenzradius per Wurzelkriterium:
k2
, 2 2

Umformung in die Standardform (1) liefert die Koeffi- NI ]H_w) 2. (1) = > ]
zienten ay: 4 1 4

o0 o k k . 1 4

(Gx)f 5 1 , (5 1 Es ergibt sich ——— = —=r . ]

Z4k.k2_z 1] e X mta=(7] m- limsup ¥/|ax| 3

k=1 k=1 k—o0

Potenzreihen, die nicht der Standardform entsprechen

Samtliche Berechnungsformeln fiir den Konvergenzradius konnen nur direkt angewandt werden, wenn die Potenz-
reihe in der ,Standardform® (1) bzw. (4) gegeben ist. Andernfalls sind die ,korrekten® Koeffizienten durch den
Vergleich mit einer der Standardformen zu ermitteln.

Beispiel: 'Wo konvergiert (Z 2k ~x2k) fur x e R? sz'ka =240 x+2  x*+0- x> +2% x* +0- X" +. ..
k=0 k=0

Falsch ware es, die Folge der Koeffizienten durch
die korrekte Koeffizientenfolge
(ar) =2°,2%, 2%, 2% 24 2°, . ..

— 90 0 ol g 92
anzugeben, was auf den falschen Konvergenzradius (k) = 27,0,2°,0,2%,0, ...

1 b 1

ab. Sie liefert den korrekten Konvergenzradius

Tfalsch = — B = 1= E
lim sup +/|a| lim (zk)? 1 v 1 1 1
k—co k—oo = = = T 1
lim sup v/|a lim %/|a i kyzF 22
fithren wiirde. Hingegen liest man an der Darstellung k_)oop lax k—co a2kl ,}E{}o (2)

Nicht alle Wege fiihren iiber das Quotientenkriterium (nach Rom ©)

Das Quotientenkriterium fiir Potenzreihen ist nicht universell giiltig, da die Koeffizienten a; ab einem gewissen
Index ko von null verschieden seien missen, um eine Division durch null zu vermeiden. Des Weiteren muss der
Limes in R = {—co} UR U {+o0} existieren.

Beispiel: Fur die Potenzreihe ( > (1+ (—l)k) -xk) ist das Quotientenkriterium nicht anwendbar.
k=1
Die Koeffizienten lauten a; = 1+ (=1)*. Tabelliert er-  superior der Folge (4/|ax|) erhalt man durch Auswahl
halt man derjenigen Teilfolge, die den grofiten Grenzwert besitzt.
k ‘ 1 2 3 4 5 6 .- Anhand obiger Tabelle wihlt man die Teilfolge (ax,)
ar ‘ 0 2 0 2 0 5 ... mit k, = 2n. Damit folgt

Fiir alle ungeraden Indizes k verschwinden die Ko-
effizienten ag. Folglich kénnen fir alle geraden k die lim sup v|ax| = hmsup |1 + (—1)k| = lim X2=1.
kﬁOO n—oo

Quotienten ‘%’ wegen des verschwindenden Nen-
+

ners nicht gebildet werden. .
Dieses Problem des Quotientenkriteriums umgeht man Folglich ist —1‘ = 1 =1
durch Anwendung des Wurzelkriteriums. Den limes 1m sup yiag

k—o0
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