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Zahlenfolgen

In Natur, Technik, Okonomie, etc. lassen sich vielfalti-  Die Analyse der Konvergenz von Folgen ist einer der
ge Prozesse mittels Zahlenfolgen beschreiben. So kann ~ Grundpfeiler der Analysis, denn auf ihr beruhen die
man etwa den Kontostand zum Monatsanfang oder die ~ Berechnung von Grenzwerten von Reihen und Funk-
tagliche Maximaltemperatur an einem festen Ort als  tionen, die Definition der Ableitung und des Integrals
Folge interpretieren. und vieles mehr.

Wichtig: Die Beschreibung des ,Unendlichen® wird auf der Folge der natiirlichen Zahlen 1, 2,3, ... aufgebaut.

Grundlegende Zusammenhange

m Konstruktionsmoglichkeiten von Reihungen

Explizit definierte Zahlenfolge

Eine unendliche Zahlenfolge ist gegeben durch

die Folge kann auch tabellarisch notiert werden:

n\12345

an ‘ ai a 4z a4y 4s

(an)neN ‘= 4y, dz, as, dg, ds, . . .

Die Auslassungspunkte deuten eine unendliche
Fortsetzung der Aneinanderreihung an.
Jedem n € Nist genau eine Zahl a,, zugeordnet, d. h.

Auch eine Abbildungsformulierung ist moglich:

a:N—> X, n—a, mitX CRoderC.

» Eine Folge ist somit nichts anderes als eine Funktion, deren Definitionsbereich N ist. Der Funktionsterm
bzw. das so genannte allgemeine Folgenglied wird mit a, statt a(n) bezeichnet. Die Variable n wird im
Folgen-Kontext als Index bezeichnet.

» In der Praxis benétigt man gelegentlich erweiterte oder eingeschrankte Definitionsbereiche. Diese erhalt
man durch Vorgabe eines Index’ N € Z und die Wahl eines Definitionsbereichs D := {n € Z : n > N}.

Die Folge beschreibt man dann durch

(An)n>N = AN, AN+1, AN+2, AN+3, AN 445 - - - oder a:D— X, n—a,.

» Geht der Definitionsbereich der Folge implizit aus dem Kontext hervor, so notiert man die Folge haufig in
vereinfachter Form als (a,).

Beispiel: Einige elementare, aber wichtige Zahlenfolgen sind:

» Die ,Vorzeichenwechselfolge®: ((—1)”)neNO =1,-1,1,-1,1,...
» Die Folge der geraden natiirlichen Zahlen:  (2n),oy = 2,4,6,8, 10, . ..
» Die Folge der ungeraden natirlichen Zahlen: (2n—-1),y=1,3,5,7,9,...

Zu beachten sind die jeweiligen Indexmengen! [

Rekursiv definierte Zahlenfolge

Eine Folge kann auch rekursiv definiert werden. Dabei berechnet sich das Folgenglied a,, aus einem oder
mehreren vorherigen Glied(ern) a,_1, . . . mit Hilfe einer sogenannten Rekursionsvorschrift. Um eine Folge
rekursiv eindeutig festzulegen, miissen zusétzlich ein oder mehrere Anfangswert(e) angegeben werden.

Beispiel: Durch die Anfangswerte a; := 1, a; := % und die Rekursionsvorschrift a, := ap—» —an—q furallen > 3

ist eine Folge in rekursiver Weise gegeben. Die ersten Folgenglieder berechnen sich zu
n ‘ 1
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Eigenschaften von Folgen

alternierendes Verhalten

Ist (an),ene € R eine Folge, deren Glieder abwech-
selnd positives bzw. negatives Vorzeichen haben, so
nennt man (a,) alternierend.

Charakterisierung:

Die Folge (an), ey ist alternierend

— VneN: a,-a,1<0.

Beispiel: Die durch b, := cos(n - ) gegebene Folge ist alternierend, denn
(bn)pen = cos (rr), cos (27r), cos (37), cos (47),... = —1,1,-1,1,... = ((-1)"), . -
Auch durch formale Rechnung kann dies bestatigt werden:
bn b1 =cos(n-m)-cos((n+1)-7) = (=" - (=-1)""! = (=)' = -1- ((-1)))" =-1-1=-1<0,

d. h. (by), e alterniert.

Konvergenz

Streben die Glieder der Folge (an), ex mit wachsen-
dem n gegen einen Grenzwert g, so schreibt man

Charakterisierung der Konvergenzeigenschaft:

Die Folge (a,) besitzt den Grenzwert g genau dann,
wenn es zu jedem (noch so kleinen) ¢ > 0 einen

an =g firn—oco Index N = N (¢) € N derart gibt, dass gilt

n—oo
oder an ——¢g
. ap—g| <e furallen>N.
oder lim a, =g¢. lan = gl
n—oo

) Quantorenformulierung:
Man sagt:  (a,) konvergiert fiir n — oo gegen g.
lim a, =g

n—oo

i Ve>03INeNVn>N: |g,—¢g|<e.

Das Symbol lim steht fiir den Limes, d. h. den
Grenzwert des nachfolgenden Ausdrucks (oben: ay).

+1
Beispiel: Untersuche die durch a, := 2 — gegebene Folge auf Konvergenz.
n

Divergenz

» Eine Folge, die nicht konvergiert, wird als divergente Folge bezeichnet.

» Streben die Glieder a, einer Folge fiir n — oo gegen —oo bzw. +0o0, so ist (a,) bestimmt divergent.

Beschrankheit

Seien (@), € R eine Folge und L, U Konstanten. Charakterisierungen der Beschrinktheitseigenschaft

» Wenn alle Glieder a,, > L sind, so heif3t die mittels Quantoren:

Folge nach unten beschrinkt. Die Folge (an), ey ist beschrankt
e dLUeR VneN: L<a,<U

& dCeRj VneN: |a,| <C.

» Sind alle Glieder a, < U, so nennt man die
Folge nach oben beschrinkt.

» Liegen alle Glieder a, in einem Intervall

[L, U], so ist die Folge beschrinkt. Dabei ist C = max {|L|, |U[}.

Beispiel: Untersuche die durch a, := Z_E gegebene Folge auf Beschranktheit.

n+1 n+2)-1 1
— =a, = =1- <1,

VneN: 0< =a,
n+2 n+2 n+2

d. h. (ay) ist durch 0 nach unten und durch 1 nach oben beschrankt.
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Monotonie

Sei (an)p,en S R eine Folge.
Werden die Folgenglieder a,, immer grofier, so
~wachst“ die Folge.

Werden die Folgenglieder a, immer kleiner, so
,schrumpft® die Folge.
Man definiert:

(an),en heiit monoton steigend (an)pen heifit monoton fallend

== 1= VneN: g, <a,
— VneN: ay;1—a,=>0 — VneN: ag,y1—-a,<0
(an>0) Ans1 (an>0) an+1
&= VneN: 22 >1 bzw. &= VneN: 2 <1 bzw
an an
(an<0) an+1 (an<0) an+1
— VneN: <1. — VneN: — >1
an an

|
I
|
I
I
|
I
|
|
I
|
:
|
VneN: api = ay l
|
I
|
I
I
|
I
|
|
I
|
I
I
|

Bemerkung: Je nach Struktur der Folge (ay,),,; fuhren diese gleichwertigen Formulierungen (iiber Differenzen
bzw. Quotienten) unterschiedlich schnell zum Ziel.

Beispiel: Untersuche die durch a, := z—ié gegebene Folge auf Monotonie, wéahle dabei die Quotientenform.
ne1 22 (n+2)-(n+2) nif+dn+4 (nP+4n+3)+1 1
Vn e N: = = = = = — > 1,
an Z—i; (n+3)-(n+1) n2+4n+3 n?+4n+3 n+4n+3
d. h. (ap,) ist (streng) monoton steigend. [ |
Methoden und Beispiele
m Grenzwerte liber Rechenregeln berechnen
Fiir konvergente Zahlenfolgen gelten folgende Regeln:
Rechenregeln
Sind (a,) und (b,) konvergente Zahlenfolgen mit lim a, = a bzw. lim b, = b, dann gelten:
n—oo n—oo
» Summen-/Differenzenregel: » Inversen- und Quotientenregel:
Ist b # 0, dann gibt es einen Index N mit der
nh_f)rgo (an£b,)=a=xb Eigenschaft, dass b, # 0 fiir alle n > N, und es
folgt
Insbesondere gilt:  lim (c+a,)=c=*a.
n—oo . 1 _ 1 . 9 an _ a
» Produktregel: ,}5{}0 b, p Sowe nh_r)r.}o b

n n

nh_r)r.}o (an-bp)=a-b » Betragsregel:

Insbesondere gilt:  lim (¢c-a,)=c-a. lim |a,| = |a]| .
n—oo n—oo
Beispiel: Untersuche die durch a, := 2;1':_23 gegebene Folge auf Konvergenz.
3 11
4-n-3 n-3 (n+2)-7 111 11
an = =4.—2=4. 4=4-(1——- )—>4-(1——-o)=4 firn — oo,
n+2 n+2 n+2 4 n+2 4
——
—0
d. h. (a) besitzt den Grenzwert 4. Symbolisch geschrieben:  lim a, = 4. [ ]
n—-oo
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Grenzwerte liber Einschniirung berechnen

Bei einer Vielzahl von Folgen (c,,) greifen die Rechenregeln zur Grenzwertberechnung allein nicht. Hier kommt
man haufig mit Hife der ,Folterkellermethode® des Einschniirens und Zuziehens weiter. Dazu schliefit man (c,)
zwischen zwei weiteren Folgen mit identischen Grenzwerten ein ...

Einschlieflungskriterium

Sind (ay), (b,) und (c¢,,) Folgen mit der Eigenschaft a, < ¢, < b, fur allen > N und sind dartber hinaus (a,)
und (b,,) konvergent mit demselben Grenzwert g, dann ist auch (c,) konvergent mit Grenzwert g.

Beispiel: Ermittlung des Grenzwertes der Folge (‘93 +7n? + 6n3) mit Hilfe des EinschliefSungskriteriums.

neN

182 1 =1+0+0< WBrm2+omd < Bnd+mm3+em3=16-n3= V16 - Vn? =51.1=1.

Das EinschlieBungskriterium liefert somit lim Y3 + 7n2 + 6n®> = 1. Die Grenzwerte fiir {16 und /n3 wurden

n—oo
dabei als bekannt vorausgesetzt bzw. unten stehender Tabelle ,Wichtige Folgenbausteine® entnommen. ]

Konvergenz mit Hilfe von Monotonie und Beschrinktheit nachweisen

Langlebige Yuccapalmen konvergieren — sie wachsen und wachsen und wachsen, bis sie irgendwann an die Zim-
merdecke anstofien oder sich tiberlegen, eine gewisse Hohe nicht zu tiberschreiten.

Monotoniekriterium

Ist (an) eine beschrankte und monotone Folge, so ist (a,) konvergent.

Abgeschwichte Varianten:

» Ist (a,) nach oben beschrankt und fiir alle n = N monoton steigend, so ist (a,) konvergent.

» Ist (a,) nach unten beschrankt und fur alle n > N monoton fallend, so ist (a,) konvergent.

Bemerkung: Das Monotoniekriterium macht keine Aussage tiber den Grenzwert!

Beispiel: Die durch a, := Z—i; gegebene Folge ist laut vorausgehender Beispiele beschrankt und monoton und

folglich gemafl Monotoniekriterium konvergent.

Tipps und Tricks

m Folgeneigenschaften untersuchen

Vorgehen zur Untersuchung von Folgeneigenschaften

» Kennenlernen der Folge:

— Berechne ,die ersten” Folgenglieder und ggf. einige mit ,sehr grofien® Indizes.

— Stelle eine Vermutung bzgl. Beschranktheit, Monotonie sowie Konvergenzverhalten (und ggf. alter-
nierendem Verhalten) auf.

» Verifiziere die vermuteten Eigenschaften mittels einer Rechnung oder eines Beweises.

Beispiel: Lerne die Folgen der vorhergegangenen Beispiele durch Berechnung der ersten Folgenglieder kennen!

—4/8—



Konvergenz nachweisen oder den Grenzwert ermitteln oder beides?

Zwei typische Fragestellungen sind die Bestimmung des Folgengrenzwertes und die Untersuchung des Konver-
genzverhaltens. Dabei bietet sich folgendes Vorgehen an:

Methoden, um Grenzwerte zu bestimmen

» Uber die Rechenregeln ausrechnen, falls diese angewendet werden diirfen.

» EinschlieBungskriterium anwenden.

» Konvergenzdefinition verwenden (nur dann, falls ausdriicklich gefordert).

Vorgehen bei der Untersuchung des Konvergenzverhaltens

> Besitzt eine Folge einen Grenzwert, so ist sie konvergent. D. h. der Nachweis der Konvergenz kann oft
tber die Berechnung des Grenzwertes erfolgen.

» Falls dies nicht funktioniert, kann der Nachweis der Konvergenz ggf. iiber das Monotoniekriterium er-
bracht werden.

Gliederung von Folgentermen

Zur Grenzwertbestimmung kann ein Folgenterm haufig so umgeformt werden, dass er anschlieflend nur noch
elementare Bausteine mit bekannten Grenzwerten enthalt.

Wichtige Folgenbausteine

Folge strebt fiir n —» o gegen  Bemerkung
oo, fallsc>0
n¢ - 1, fallsc=0 der Exponent ¢ € R ist dabei eine feste Zahl.
1
0, fallsc<0 Spezialfille: n, n?, \/n = n2, % =n"!, usw.
00, fallsc > 1
1, fallsc =1 . i . o
c" — die Basis ¢ € R ist dabei eine feste Zahl.
0, falls e| <1 Spezialfalle: 2", (1)", (-1)", e = (%)", USW.
divergiert, fallsc¢ < —1
1, fallsc>0
/e — der Radikand ¢ > 0 ist dabei eine feste Zahl
0, fallsc=0
/n - 1
{/ne - 1 der Exponent ¢ € R ist dabei eine feste Zahl
C n
(1 + —) — e gilt fuir jedes beliebige, aber feste ¢ € R oder C
n
n! —

n! —

In(n) —

1

n(n) - 0 die Logarithmusfolge wachst sehr viel langsa-
n

mer als die lineare Folge
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Abschatzen von Folgentermen

Haufig mussen Folgenterme gegen einen kleineren oder groleren Term abgeschatzt werden. Bruchterme, die sel-
ber Summen- oder Differenzterme enthalten, werden dabei so abgeschatzt, dass anschlieflend gekiirzt werden
kann und bekannte Folgenbausteine (siehe unten) iibrig bleiben. Folgende Ideen kénnen dabei helfen:

» Zahlen addieren bzw. subtrahieren, z. B.:

n+1 n (nx3)n .
> =1 firallen>3.

n—2 n-—2 ;
» Zahlen durch einen Variablenterm ersetzen, z. B.:

n+1<n+n(n25)n+n 2n

=— =4 firallen>5.
2

n—-2" n-2 n—%

Wichtige Hinweise

m Eindeutigkeit in der Folgennotation

Eine Folge ist durch Angabe einiger Anfangsglieder niemals eindeutig festgelegt! Die in manchen Intelligenztests
gestellte Aufgabe, eine Folge anhand ihrer ersten gegebenen Glieder fortzusetzen, ist daher mathematisch wenig
sinnvoll.

Beispiel: Eine plausible Fortsetzungvon3,1,4,1,5wireetwa1,6,1,7,... Erkenntmanin3, 1,4, 1,5jedoch die
ersten Ziffern der Dezimaldarstellung der Kreiszahl = wieder, so ware auch 9,2, 6,5, . . . eine mogliche Fortsetzung,
ebenso ist 7,7,7,7, ... als Fortsetzung denkbar. Eine Fortsetzung der jeweiligen Fortsetzung ist ihrerseits nicht
eindeutig.

Folgen sollten deshalb immer durch ein Bildungsgesetz (explizit, rekursiv oder gemischt) angegeben werden!

Teilfolgen

Durch Auswahl von Indizes lassen sich beliebige Teilfolgen von gegebenen Folgen bilden.

Teilfolge

Streicht man in einer gegebenen unendlichen Folge (a,), <y beliebig viele Glieder derart, dass unendlich viele
Glieder iibrig bleiben, so erhilt man eine Teilfolge (an,), .y worin ni > n gilt.

Bemerkung: Konvergiert die Folge (a,), cn gegen a, so konvergiert auch jede Teilfolge (ank)keN gegen a.
Fir Divergenznachweise ist die Kontraposition interessant:
Besitzt eine gegebene Folge (a,)ncn eine divergente Teilfolge (an, )ren, so divergiert (a,)nen.

Beispiel: Betrachte typische Prozesse zur Teilfolgenbildung. Gegeben sei (an), e := (W), = 1,2,3,4,5, ...

» Teilfolge ohne die zwei ersten Folgenglieder:  ng:=k+2:  (an,); o0 = (@ks2)ken = 3.4,5,6,7, ...
» Teilfolge aller geraden Folgenglieder:  ny := 2k:  (an, ), o = (@2k)gen = 2,4,6,8,10, ...

» Teilfolge, die nur aus Primzahlen besteht: (ank)keN =2,3,5711,...

Die Indexauswahl erfolgte dabei durch Verschiebung, formelbasierte Auswahl bzw. beschreibende Auswahl. ]

3| Haufungswerte
g

Eine Abschwdichung des Grenzwertbegriffs ist der Begriff des Haufungswerts und das damit verbundene mathema-
tische Konzept.

Haufungswert

Eine Zahl a heifit Hiufungswert einer Folge (a,), wenn in jeder (noch so kleinen) e-Umgebung von a unend-
lich viele Folgenglieder liegen.
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Zentral in diesem Zusammenhang ist der

Satz von Bolzano-Weierstraf}

Jede beschrinkte Folge (a,) besitzt mindestens | Jeder Haufungswert a lasst sich als Grenzwert einer

einen Haufungswert a. geeignet gewihlten Teilfolge (ay, ) berechnen.

Beispiel: Um die Haufungswerte der durch a, := (-1)" - {2n + ’(‘/;W definierten Folge zu ermitteln, greift man
aus der Tabelle ,Wichtige Folgenbausteine® folgende Bausteine heraus:

n—oo 1 n—oo

( n—m—0bo = ——>O) und VZ_:V/E-%H—O%I-IZI.

Un!

Die gesuchten Haufungswerte von (a,) erhilt man als Grenzwerte der, aus den gerad- bzw. ungeradzahligen
Indizes gebildeten Teilfolgen

agr = (=1)%% - Nak + L ks N i021 bow
20! 2%2k)!

+ 1 ¥ 1 k—oo
Agpay = (1)K Ny oy — = = Ny o+ —140=-1.
#42k + 1) #42k + 1)
Man kann zeigen, dass es keine weiteren Haufungswerte gibt. Die Menge aller Haufungswerte von (a,) ist somit

H = {-1,1). n

Kleinster und grofiter Haufungswert

Jede beschrankte Folge (a,) besitzt einen kleinsten

und einen grofiten Haufungswert, den sogenannten | Fiir jede konvergente Teilfolge () von (ax) gilt:

Limes mfen.or.bzw. Limes superior. | il & B G, < Bnsnis.

Symbole: liminfa, bzw. limsupa,. ; n—oo n—co oo
=S n—oo |

Hinweis: Die Haufungswerte liminfa, bzw. limsupa, werden in den folgenden Wegweisern benétigt.
n—oo

n—oo

Wissensanker

m Ein spezieller Folgentyp

Ein wichtiger Folgentyp entsteht durch ,teilweises“ Aufsummieren der Glieder einer Folge (a,),en:

n
sn:=Zak=a1+a2+a3+...+an.
k=1

Die dabei entstehende neue Folge der so genannten Partialsummen (s,), iy nennt man Zahlenreihe (siehe Weg-
weiser ,Zahlenreihen®). Diese kann héchstens dann konvergieren, wenn (ay,), ¢y eine Nullfolge ist.

Weitere Konvergenzkriterien

Gibt es eine Funktion f mit f(n) = a, firallen > N und gilt lim f(x) = g, so gilt auch lim a, = g.
X—00 n—oo

» Haufig kann der Grenzwert von f fiir x — oo mit der Regel von I’'Hospital ermittelt werden.

» Das Funktionskriterium funktioniert ebenfalls bei Beschrdnktheits- und Monotonieuntersuchungen.

Reihenkriterium

k 00
Gilt lim }} a, = g € R oder C, d. h. konvergiert die Zahlenreihe (Z an) im eigentlichen Sinn, so ist die

k—00 n=0 n=0
Folge (a,) der Reihenglieder notwendigerweise eine Nullfolge.

—7/8—



Das Kleingedruckte

» Wichtige Konvergenzkriterien fiir Folgen sind:

— Monotoniekriterium: Eine monotone Folge reeller Zahlen konvergiert genau dann, wenn sie beschréankt ist.

— Cauchy-Kriterium: Eine Folge reeller oder komplexer Zahlen konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

— Sandwichkriterium: Eine Folge reeller Zahlen konvergiert, wenn sie nach unten und nach oben durch konvergente Folgen

abgeschatzt werden kann, die denselben Grenzwert haben.
» Gleichwertige Konvergenzprinzipien sind: Intervallschachtelung, Monotoniekriterium, Cauchy-Kriterium, Satz von Bolzano-Weierstraf.
» Bei der Konvergenzanalyse einer rekursiv definierten Folge wird oft das oben genannte Monotoniekrierium benutzt, bei dessen
Anwendung das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion ein niitzliches Hilfsmittel ist.
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