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1 Grundtatsachen der Aussagenlogik

1.1 Aussagen

Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (W) oder falsch (F) ist

1.2 Verkniipfungen von Aussagen durch Junktoren =V, A, =, <

Sind A, B Aussagen, so werden die Aussagen
-AAVB,ANB,A= B,A< B

durch ihre Wahrheitswerte in Abhéngigkeit von den Wahrheitswerten von A und B durch
die folgende Wahrheitstafel definiert:

A|-A|B|AANB|AVB|A=B|A&B

Wil F | W| W w w w
Wl F | F F W F F
F\Ww\|\w r w w r
W | F F F w w

- = A (nicht A) ist nur F, wenn A W ist
- AN B (A und B) ist nur W, wenn A und B beide W sind
- AV B (A oder B) ist nur F, wenn A und B beide F sind

- A= B (aus A folgt B, wenn A dann B, B ist notwendig fiir A) ist nur dann F,
falls =A und B beide F sind

- A< B (A ist dquivalent zu B, A ist notwendig und hinreichend fiir B) ist nur
dann W, wenn A und B dieselben Wahrheitswerte haben

Bemerkungen 1. AN (—A) ist stets F'

2. AV (—A) ist stets W



3. A= B ist W, wenn A F ist, unabhdngig vom Wahrheitswert von B.

Satz 1 A, B,C seien Aussagen. Es gelten:

1.
-(AANB) < (-A)V (—B)
-(AV B) < (-A) A (—-B)
2.
(A= B) & (-B = —4) (*)
< (mA)V B
& (AA-B= CA-C) (**)
3.
(A=B)A(B=C))=(A=C)
4.

(A& B)s (A= B)AN(B=A4))

1.3 Direkter / Indirekter Beweis des Satzes: A = B (A ist die
Voraussetzung, B die Behauptung)

Direkter Beweis (1. Zeile der Wahrheitstafel)

A ist als Voraussetzung a priori W. Folgere (richtig!) B. Dann ist B W.
Beispiel p sei eine natirliche Zahl. Es gilt: Ist p gerade, so ist p> gerade.

1.3.1 Indirekter Beweis (Satz 1 (*), (**), letzte Zeile der Wahrheitstafel )

Nimm an, B ist F: Gehe von =B aus. Folgere auf richtige Weise etwas Falsches: etwa
—A (*) oder C A =C (**). Dann muss der Ausgangspunkt —B F, also B W sein.

Beispiel p sei eine natiirliche Zahl. Es gilt: Ist p* gerade, so ist p gerade.

Satz 2 (Zusammenfassen der beiden Beispiele) FEs seip eine natiirliche Zahl. Es
qilt:
p ist gerade <= p? ist gerade.

Satz 3 /2 ist keine rationale Zahl



1.4 Die Quantoren V, .

Trifft die Aussage A(x) fiir alle z mit einer bestimmten Eigenschaft zu, so schreiben wir
YV A(z).
xT

Gibt es (mindestens) ein x mit dieser Eigenschaft, fiir das A(z) zutrifft, so wird das in
der Form

JA(z)
ausgedriickt.

Verneinung;:

Beispiel z sei eine reelle Zahl.
1. 3, 22 =1 ist W. Also ist — (ElgC z? = 1) F, das ist dquivalent zu V¥, x? # 1.1

2. 3, 2> +x+1=0 ist F, die Negation ¥, 2*> +x + 1 #0 ist W.

! Aus Griinden der Lesbarkeit wird in nicht-abgesetzten Formeln stets die Schreibweise V. A(z) anstatt
V A(z) verwendet



2 Grundbegriffe der Mengenlehre

2.1 Mengen

Eine Menge M ist die Zusammenfassung wohlbestimmter, wohlunterschiedener Objekte
der Anschauung oder des Denkens zu einem neuen Ganzen.

»T € M* bedeutet: Das Objekt (Element) x gehort zur Menge M.
(v ¢ M) :<= —=(z € M) (x liegt nicht in M ) !

Fiir jede Menge M und jedes Objekt x muss unzweideutig gelten: entweder x € M oder

Schreibweise
M = {z | = besitzt die Eigenschaft E}

alle Elemente, die die Eigenschaft E
besitzen, bilden die Menge M

2.2 Wichtige Mengen
() bezeichnet die leere Menge, die Menge, die keine Elemente enthilt: Die Aussage x € ()
ist stets F.

N,Z,Q,R,C bezeichnen die Mengen der natirlichen, der ganzen, der rationalen, der
reellen und der komplexen Zahlen.

1 :o“ bedeutet, dass das, was links von ,,:<“ steht, durch die Aussage rechts davon definiert wird.



2.3 Inklusion (A, B sind beliebige Mengen)

(A C B) (,A ist Teilmenge von B“) : < \V/ACC €B
Te

(A ¢ B) (,A liegt nicht in B*) : <= —(A C B)

Gleichheit

(A=B):<= (ACB)AN(BCA)

Bemerkung Bei ,C“ ist die Gleichhheit nicht ausgeschlossen. Es gilt z.B. A C A fir
jede Menge A.

Beispiel 1. Mit den Bezeichnungen aus 2.2 gilt
NczZcQcRcC.
Hier gilt nirgends die Gleichheit. Q etwa ist echte Teilmenge von R.
2. ) C A fiir jede Menge A

3. (ACB)AN(BCC(C))= (AcCQCO) fir Mengen A,B,C.

2.4 Die Mengenoperationen: N, U, \

A, B sind beliebige Mengen. AN B, AU B, A\ B sind die wie folgt definierten Mengen:

ANB:={x|(x € A)A(z € B)}? (Durchschnitt von A und B)
AUB :={z|(x € A)V(z € B)} (Vereinigung von A und B)
A\B:={z|(z € A)AN(x ¢ B)} (Differenz von A und B)

Falls B C A:
CaB:=A\B (Komplement von B bzgl. A)

Satz 1 (,,Rechnen mit Mengen“) A, B,C seien beliebige Mengen. Es gelten:

2 Ahnlich wie bei ,,:<>¢ wird das, was links von ,,:=“ steht, durch das, was rechts davon steht, definiert.
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1. ANB=BnNA,
AUB=BUA

2. (ANB)NC =AN(BNC),
(AUB)UC = AU (BUC)

3. AN(BUC) = (ANB)U(ANQ),
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

4. (ACB)= (ANC)cC (BNO),
(ACB)= (AUuC) C(BUCQC)

.ANBCA, ANBC B,

ACAUB,BCAUB

. (BCA) = A\ (A\B)=B
~—_——

=CA(CaB)

. A\ (A\B)=ANB
CAUD=A, A\ND=A, AnD =10

.(ACB) << (AUB = B) <

(ANB=A)

Versuchen Sie die Beweise, oder machen Sie sich diese Aussagen wenigstens anschaulich

klar.

2.5 Ergdnzungen

1. Es sei I eine Menge. Jedem j € I wird eine Menge A; zugeordnet. {A; | j € I}

heiflt Mengenfamilie.

U4 =

jeI

4=

jel

{x| ElCUEAj},
Jjel

{m ] j\ZIm € AJ}

Satz 2 (de Morgansche Regeln) Es sei {A; | j € I} eine Mengenfamilie und
M eine Menge mit A; C M fiir jeden Index j € I. Es gelten:

Cum UA]' ZﬂCMAj,

jel

jel

Cup ﬂAj = UCMAj

Jel

Jel

2. Zwei Mengen M, N mit M NN = () heiflen disjunkt.

3. Sind Ay, Ag, ..., A, Mengen, so wird die Menge der geordneten n-Tupel (a1, ag, ..., ay),

(aj € Aj, j=1,...,n) durch Ay x Ay x ...
Produkt der Mengen Ay, As, ..., A, genannt.

x A,, bezeichnet und das kartesische



Im Fall Ay = Ay = ... = A,, = A schreibt man fiir A x ... x A einfach A™.

Beispiel A = R: R? Ebene, R?® Raum.
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3 Funktionen (Abbildungen)

3.1 Bezeichnungen, Definitionen

1. X,Y seien zwei nichtleere Mengen. Eine Vorschrift f, durch die jedem z € X
genau ein y € Y zugeordnet wird, heit Funktion (Abbildung) von X mnach Y.
Geschrieben:

frX—Y y=f(z)!

x heifit unabhingige, y abhingige Variable. X ist der Definitionsbereich von f (wir
werden hierfiir D(f) schreiben), Y heifit Wertebereich von f.

2. Fir A C X heifit
fA)=A{f(z) |z € A}
das Bild von A unter f, f(X) heiit Bildbereich von f (das ist die Menge der
Funktionswerte).

Ist B CY, so heifit
fH(B)={re X | f(x) € B}
das Urbild von B unter f.
3. Der Graph einer Funktion f: X — Y ist die Menge
graph(f) :={(z, f(z)) |z € X} C X x Y.
Es gilt
/

Y x,y’) € graph(f) =y =7 .
(x’y)egraph(f)( y') € graph(f) y=1y

4. Die durch idx (z) := z fir alle x € X definierte Funktion idx : X — X heifit die
Identitét von X.

5. Essei A C X. Die Funktion

1, z€A
x) =12 , : X — {0,1
xa(z) {07 oy XA {0,1}

LOft wird auch die Notation f: X — Y, z — y verwendet.
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heifit die charakteristische Funktion von A.

3.2 surjektiv, injektiv, bijektiv

Die Funktion f: X — Y heifit

- surjektiv, wenn jedes y € Y mindestens ein Urbild hat. (Wenn also f(X) =Y gilt.)

- injektiv (eineindeutig), wenn jedes Bild f(x) nur ein Urbild besitzt. (Wenn also

aus 1 # xo folgt: f(x1) # f(x2).)

- bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist, wenn es also zu jedem y € Y genau ein

Urbild z € X gibt.

Ist f bijektiv, so ist die Vorschrift, die jedem y € Y die Losung = der Gleichung y = f(x)

zuordnet, eine Funktion, die zu f inverse Funktion f~!1:Y — X:

fFllyy =z =y=f(z) (z€X,yeY)

3.3 Hintereinanderausfiihren / Komposition von Abbildungen

X,Y, Z seien Mengen und f: X — Y, g: Y — Z Funktionen. Dann wird durch

(go f)(x) :=g(f(x)), v € X

die Kompositionsabbildung g o f : X — Z definiert.

- Es gelten mit f: X — Y

foidxy = f, idy o f = f.2

- Fiir zwei Funktionen f, g, fiir die fog und go f bildbar sind, gilt i.A. fog # go f.3

Satz 1 X,Y, Z U seien Mengen und f : X — Y, qg:Y — Z, h: 27 — U
Funktionen. Dann sind die Funktionen (ho g)o f und ho (go f) Funktionen von
X nach U. Es gilt:

(hog)of=ho(goef)

2Zwei Funktionen f: X — Y, g : X’ — Y” sind gleich (f = g), wenn X = X’ und fiir alle z € X
f(@) = g(x) gilt.
3Man schreibt f # g, wenn —(f = g) gilt, also wenn entweder X # X’ oder ein z € X existiert mit

f() # g(x). -
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3.4 Die inverse Funktion

(siehe oben 3.2)

Satz 2 a) Ist f: X — Y bijektiv, so ist f~1 die durch go f =idy und f o g =idy
eindeutig festgelegte Abbildung g : Y — X.

b) Gelten fiir die Funktionen f: X —Y,g:Y — X
go f=1idx und fog=idy,
so sind f und g bijektiv.
Bemerkung (Ubung) Ist f bijektiv, so gilt
=1
Satz 3 Sind f: X — Y und h : Y — Z bijektiv, so ist ho f : X — Z bijektiv. Es
qgilt
(hof)yt=floh™t
Beispiel Definiere 0 : N — Z durch
o(2k) =k, k=1,2,..., und c(2k+1)=—k, k=0,1,2,....

Ubung: Zeige, dass o bijektiv ist. Finde eine Darstellung fir o~ : Z —s N. Priife damit

nach: o oo~ =idg und 0! o0 = idy und auch (c71)~! =o.

15



4 Die reellen Zahlen

4.1 Addition und Multiplikation

Die Addition:
+:RxR—R, (z,y) — z+vy,

hat die folgenden Eigenschaften:
- Fiir z,y,z € R gelten
cty=y+x (x+y)+z=a+(y+2);
- es gibt (genau) eine Zahl 0 € R mit  + 0 = z fiir jedes x € R;
- zu jedem x € R gibt es (genau) ein —z € R mit x 4+ (—x) = 0.

Die Multiplikation
T RXxR—R, (z,y) —> x -y =: 2y,

wird durch die folgenden Regeln festgelegt:

- Fiir z,y, 2z € R gelten
vy =yx; (zy)z = x(yz2);

- es gibt (genau) eine Zahl 1 € R, 1 # 0 mit 1 = z fiir jedes z € R;
- zu jedem x # 0 gibt es (genau) ein % € R mit x% =1.

Es gilt das Distributivgesetz:
z(y +2) = xy + a2z

Bemerkung Aus diesen Regeln kénnen alle Regeln iiber das Rechnen mit +, -, — und
Briichen hergeleitet werden

4.2 Anordnungsaxiome (<, >, <, >), Ungleichungen

Es gibt eine Teilmenge P C R mit den Eigenschaften:

16



O1) Fiir jedes z € R trifft genau eine der drei Moglichkeiten zu:

xreP, —xe P, x=0

02) z,ye P=x+y€eP
03) z,ye P=ay € P

Die Elemente aus P heiflen positiv: Fiir x € P wird x > 0 geschrieben (oder 0 < z) (>
grofler als, < kleiner als)

x < 0:<= —z > 0 (x negativ)
r>y<=—=azxz—y>0
r>y<=ax>yoderr=y

Aus 01), 02), 03) mit den Bezeichnungen >, <, >, < konnen alle Regeln, die das Rechnen
mit Ungleichungen betreffen, hergeleitet werden. Einige sind in Satz 1 zusammengestellt

Satz 1 (1) Ausa,beR, (a>b)A(b>c) folgta>c

(2) Ausa >b undc€eR folgta+c>b+c

(3) Ausa>bundc{Z}0 folgt ac{Z }be

(4) Ausa <bundc<d folgt a+c<b+d

(5) Gilt fiir zwei Zahlen a,b und jede positive Zahl e >0 a < b+ ¢, so folgt a <b.
Beispiele 1) {z|z+1>2}={z|z>0}

2) Yasoy=0 (v <y) & (2% <y?)

3) Yayer (x <y) = (z < %J“y <y)

4.3 Der Betrag einer reellen Zahl

Fiir x € R wird definiert:

|| = 2o w20 max(x, —x)
Tl -, 2<0 [ ’

Satz 2 x,y sind beliebige reelle Zahlen. Es gelten:

(1)  #0<=|z| >0

17



(2) —|z| <z <|z|
(3) | — x| = |z|
(4) |z —y|l =y — x|

(5) Es seia> 0:
fr]—a<z<a}={z| || <a}

Bemerkung (zu 5) Es seien g € R und a > 0 fest. Die Menge
{z||lz—xo| <a}={x|xo—a<z<z0+a}
heifst a-Umgebung von zg. Wir schreiben hierfir Uy (xo).

Satz 3 Fir x,y € R gelten:

(1) lzyl = |=[lyl,

o= % (y #0), also insbesondere |z|? = 22, || = Va2
(2) ||lz| = lyl| < |= +y| < |o| + |y| (Dreiecksungleichung)

(3) (Jz] < lyl) <= (2 < ¢*)

Beispiel {z | |15

2| <2} = (o |lo] 2 2}
Satz 4 (GAM-Ungleichung)

(1) Firxz >0,y >0 gilt \/7y < %(m—{—y)

(2) Fiir z,y € R gilt |xy| < 5(2* + ¢?)

4.4 Das Vollstandigkeitsaxiom

4.4.1 Beschriankte Mengen. Supremum. Infimum.

1) Essei M CR.

Gilt dgerVeenm © < S, so heidit M nach oben beschrdankt, S ist eine obere Schranke
von M.

Gilt dserVaens s < x, so heiit M nach unten beschrinkt, s ist eine untere Schranke
von M.

Ist M nach unten und nach oben beschriankt, so heifit M beschrinkt.

18



Beispiel M = {x | x < 0} ist nach oben aber nicht nach unten beschrinkt.

Maximum/ Minimum einer Menge M C R:

IN

x =max(M) <= (x € M) A <y\eV/My

!
')

Satz 5 M,N C R seien Mengen, die ein Maximum und ein Minimum besitzen.
Es gelten:

X
IN

Z=min(M) <= (£ € M) A <y\EVIM

Beispiel M = {z |z < 0} besitzt kein Mazimum.

a) M C N = max(M) < max(N) und min(N) < min(M)

b) max(M U N) = max{max(M ), max(N)} und
min(M U N) = min{min(M ), min(N)}

¢) min(M) = —max(—M) mit —M = {z | —x € M}

2) Essei M C R.

I' € R heifit Supremum von M: I" = sup(M), wenn I' eine kleinste obere Schranke
von M ist, also:

I' =sup(M) <= 1.)  <T fiir alle x € M und
2.) aus z < S fiir alle z € M folgt I" < S.

~v € R heit Infimum von M: ~ = inf(M), wenn v eine gréfite untere Schranke von
M ist, also:

v=inf(M) <= 1.) v < z fiir alle x € M und
2.) aus s < z fir alle z € M folgt s <.

Satz 6 inf(M) = —sup(—M)
Satz 7 FEs gilt:

I'=sup(M) <= 1.) x <T fir alle x € M und
2.) zu jedem € > 0 gibt es einx € M mit I’ — e < x.

Ubung: Formuliere den zu Satz 7 analogen Satz fiir inf(M).

19



Bemerkungen a) Eine Menge M C R besitzt hichstens ein Supremum
b) Ezxistiert max(M), so gilt max(M) = sup(M).

c¢) Ist M nach oben (unten) unbeschrinkt, so schreibt man auch sup(M) = oo
(inf(M) = —o0), was das Folgende bedeutet:

sup(M) =o0+= V d k<u
keR zeM

inf(M) = —co<= V 3 <k
keRaxeM

Beispiel M = {1 |z > 0} ist nach oben nicht beschrinkt.

4.4.2 Das Vollstandigkeitsaxiom
(V) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge M C R besitzt ein Supremum:
Es gibt I' € R mit I' = sup(M)

Satz 8 In Q gilt (V) nicht: Die Menge M = {x € Q | * > 0 und x> < 2} ist nichtleer
und beschrinkt. Es ist sup(M) = /2 ¢ Q.

4.5 Eigenschaften von reellwertigen Funktionen

Essei f: I CR— R:x+— f(z) gegeben.

1) f heifit streng monoton wachsend bzw. fallend (wir schreiben f 1 bzw. f | (streng)),
falls aus 1,29 € I, 21 < o folgt f(z1) < f(x2) baw. f(x1) > f(x2)

Folgt aus z1 < xg lediglich f(x1) < f(z2) baw. f(x1) > f(z2), so heiit f monoton
wachsend bzw. fallend.

Uberlegen Sie sich selbst:
A1) f 1 (streng) <= —f | (streng)!

Az) f ) (Streng)<:> thmQEI,xl;ﬁmQ (f(xl) _ f(xZ))(.%'l B ,7;2) ~ 0
<~ le,mge[,xl#mQ flx1)—f(z2) >0

T1—T2

A3) f 1 (streng) = f ist injektiv
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A4) Es sei f bijektiv. Dann gilt:

f 1 (streng) <= f~! 1 (streng)

2) Eine Funktion f: I — R heifit beschrdnkt, wenn die Bildmenge f(I) beschrinkt
ist, wenn es also Zahlen sq, s9 gibt, fiir die

s1 < f(x) <sgfirallex el

erfiillt ist.

4.6 Einige Folgerungen aus dem Vollstidndigkeitsaxiom (V), (
4.4, 4.4.2 (S. 20))

Satz 9 N ist nicht nach oben beschrdnkt.

Satz 10 (Satz von Archimedes (<= Satz 9)) Zu jeder positiven Zahl v € R gibt
es eine Zahl ng € N mit
V n>uz.

n>mng
neN

Satz 11 (<= Satz 10) Zu jeder positiven Zahl e > 0 gibt es eine Zahl ny € N mit

1
V —<e
n>ng M,
neN

Satz 12 Gilt fir reelle Zahlen x,y: 1 < y—x, so gibt es eine Zahl k € Z mit x < k < y.

Satz 13 (,,Die rationalen Zahlen liegen in R dicht“) Zu zwei reellen Zahlen x,y
mit x <y gibt es eine rationale Zahl r mit x < r < y.
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5 N, Volistdndige Induktion (VI),
Permutationen, Kombinationen

5.1 Induktive Mengen

M C R heif3t induktive Menge, falls
(A) 1€ M und
(B) Ausz € M folgt v+ 1€ M
erfiillt sind.

Bemerkungen 1) R, Q, Z sind induktive Mengen.

2) Der Durchschnitt induktiver Mengen ist eine induktive Menge.

Definition (von N) N ist der Durchschnitt aller induktiver Teilmengen von R. (Als
solcher ist N die kleinste induktive Teilmenge von R: Es gilt N C M fiir jede induktive
Menge M C R.)

5.2 Induktionssatz

Satz 1 (Induktionssatz) Fir M C N seien erfillt:

(A): 1€ M und

(B): Ausn € M folgt n+1e€ M

Dann gilt M = N.

Bemerkung Verschiebt man den Anfang 1, so erhdilt man:

Satz (Variante des Induktionssatzes) Fir M C 7 seien erfiillt:

(A): no € M und
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(B): Ausn € M und n > ng folgt n+1¢€ M

Dann gilt {n € Z | n > no} C M.

5.3 Definition durch Induktion

Die GroBle G(n) soll fiir alle n € N definiert werden: Definiere (A) G(1) und definiere
(B) G(n + 1) unter der MaBgabe, dass G(n) fiir ein n € N schon definiert ist. Dann ist
geméf Satz 1 G(n) fir alle n € N definiert.

Beispiele FEs seien aq,a9,... € R.

n 1
1) Zak,nGN. (A) Zak::al
k=1 k:%
n+ n

(B) Zak = Zak + Gnt1
k=1 k=1

n 1
2) Hak,TLEN. (A) Hak::al
k=1 k=1
n+1 n
(B) H ap ‘= ( ak> Ap+1
k=1 1

k=
Beispiel ay, = k: [[;_; k =:n! (,n Fakultit*) (Zusatz: 0! :=1)

5.4 Beweismethode: Volistandige Induktion (VI)

A(n) soll fiir alle n € Z, n > ng bewiesen werden:

(A) Induktionsanfang: Beweise A(ny).
(B) Induktionsschluss: Ind.voraussetzung: A(n) sei fiir ein n € Z, n > ng, bewiesen
Ind.behauptung: Zeige A(n + 1).

Dann ist nach der Bemerkung zu Satz 1 A(n) fiir alle n € Z, n > ng, bewiesen.

Beispiele 1. Y} k=%(n+1), neN

2. Fir jedes n € N sind Zahlen x1,. .., z, gegeben mit: Vic12  ny x; > —1 und alle
xj haben das selbe Vorzeichen. Es gilt dann:
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. Setzt man in 2. v1 = x9 = ... = x, = x > —1, so erhdilt man die Bernoullische
Ungleichung:
1+2z)">14+nz (neN)

. Satz 2 (Die Anzahl der Permutationen aus n Elementen) Ausn verschie-
denen Elementen aq,as, ..., a, lassen sich n! n-Tupel so bilden, dass in jedem n-
Tupel jedes der gegebenen Elemente vorkommt. ( Es gibt n! bijektive Abbildungen
von {1,2,...,n} nach {1,2,...,n}.)

. Binomialkoeffizienten (z) (o dber k“): a € R,k € N:

(a).:kll;[(]a_l a—l)..].{!(a—k:—i-l)

Beachte: (8‘) =1.
Es gilt:
« « a+1
(k> * <k+1> B <k+1>'
Speziell fir « =n € N hat man:

<Z):0, k>n, n,k € N und

n n n!
(i) = (n—k:) = W =k kel

insbesondere auch (Z) = (8) =1.

Satz 3 FEs seien k,n € N, k < n. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer
n-elementigen Menge ist (Z)

. Satz 4 (Binomischer Lehrsatz)

(x+y)" = i <n> 2 FyF oz yeR, ne NU{0}

k
k=0
mit den Spezialfillen:
" n
r=-y=1 neN: 0= (—1)k
()
" n
r=y=1 neNU{0}: 2" =
> ()
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6 Die komplexen Zahlen C

6.1 Grundlegende Definitionen

Eine komplexe Zahl wird in der Form z = x + iy dargestellt. Hierbei sind z,y € R der
Zahl z eindeutig zugeordnet. x heiit Realteil, y Imagindrteil von z:

Re(z) :=z, Im(z) :=y.
i ist die imagindre Einheit, fir die i> = —1 gilt.
Komplexe Zahlen z = = + iy, w = u 4 v werden addiert und multipliziert geméi3:
(A) z4+w=(x+u)+i(y+v)
(M) zw = zu —yv + i(yu + zv)
Es gelten alle Regeln aus 4.1.
Das neutrale Element fiir (A) ist z = 0 =0+ 40 und fir (M) z =1 =1+ 40.
Die Menge der komplexen Zahlen wird durch C bezeichnet. Es gilt R C C:
R ={z € C|Im(z) =0}.

Sind z,w € R, so liefern (A), (M) oben die Addition und Multiplikation in R. (A), (M)
sind eine Fortsetzung der Operationen +,- von R auf C.

z := x — 1y heiflt die zu z konjugierte komplexe Zahl.

Es gelten:
1 _
Re(z) = 5 (= + 2),
1
Im(z) = Z(Z —2)

27 =22 + % = (Re(2))? + (Im(2))?.

Satz 1 a) Mit komplexzen Zahlen z = x + iy wird, was (A) und (M) anbelangt, wie
mit reellen Zahlen gerechnet, nur wird i> = —1 beriicksichtigt

25



b) z—— z ist eine bijektive Abbildung von C nach C. Es gelten

Z4+w=z+w,
ZW = zZw,
zeER&S 2=2

Bemerkung In C gibt es keine Relation, die den Aziomen O1), 02), O3) aus 4.2
geniigt. Es miissten ndamlich gleichzeitig 1 =12 > 0 und —1 = > > 0 gelten

6.2 Veranschaulichung von 2 in der komplexen Ebene

z=x+1y
4
Im
|| y
i Q
\@
0 1 Re
T
—1 Q y
[ J .
=x—y

Mit |z| wird der Abstand von z zu 0 bezeichnet.

|z] = /22 + y? = V2% heifit Betrag von z.

Der Winkel ¢ € [0,27) mit y = |z|sin ¢, = |z| cos ¢ heifit das Argument von z und die
hiermit aus z = x + iy resultierende Darstellung fiir z # 0:

z = |z|(cos ¢ + isin @)

heifit die Polardarstellung von z. Das Argument von z wird durch arg(z) bezeichnet.

Beispiele
T 0, =>0, . T
arg(s) = —, arg(r) = , arg(l+1) = —
8(i) = 3 g(x) {m 0 g(l+4) =7
3
arg(—i) = Eﬂ’ arg(0) ist nicht def.

Satz 2 Jede komplexe Zahl z # 0 kann in der Form z = r(cosv + isinv) dargestellt
werden. Hierbei gelten: v = |z| und 1 = arg(z) + 2kn fir ein k € Z
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6.3 Rechnen mit |- | und mit der Polardarstellung

Bemerkung |z — w| gibt die Linge der Verbindungsstrecke zwischen z und w an.

Es sei zg € C und € > 0:
Us(z0) = {2z €C| |z — 2| < ¢}

heif$t e-Umgebung von zy. In U.(20) liegen alle Punkte des Kreises um zy mit Radius €.
(siehe auch 4.3, S. 17)

Satz 3 FEs seien z,w € C. Es gelten:

1) |z| = |Z] 4) |z £ w| < |z| + |w| (Dreiecksunglei-
chung)
2) |z| >0 und (J]z]| =0 z=0)
5) |z £ w|? = |2|? £ 2Re(zw) + |w|?
3) |zw] = |2||w]

Satz 4 z = r(cosp + ising), w = p(cosy + isiny) seien komplexe Zahlen, z # 0,
w # 0. Es gelten:

1) z=w<<=r=pNp=v+2kr (kel)

2) zZ =r(cos @+ ising) = r(cos(—¢) + isin(—y))

3)1=1

W =
=y

= L(cosp —isingp)
4) zw =ro(cos(p + ) +isin(p + 1))

5) 2" =r"(cos(ny) +isin(ny)), n € Z (Formel von Moivre)

6.4 Die n-te Wurzel aus a € C, a # 0

Satz 5 Es seien a € C\ {0} und n € N gegeben. Die Gleichung 2" = a hat genau die n
verschiedenen Ldsungen

2k 2k
2 = V4] <cos <g+_77> +isin <g+—ﬂ>>7 k=0,1,2,...,n—1.
noon

n n

Hierbei ist « = arg(a).

Ubung: Gib alle Losungen z an:
=1, 2=—i =144, 22+2az4+b=0
(wobei a,b € C gegeben sind)
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Bemerkung (Fundamentalsatz der Algebra) Fiir jedes Polynom
p(z) =2"+ n_12""V+ap02"2+ ... +a1z+ag
gibt es Zahlen z1,z9,...,2, € C, so dass
p(z)=(z—21)(z —22) ... (2 — zn)

gilt. (n € N)
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7 Folge, Grenzwert

7.1 Definition (Folge)

Eine Folge komplexer Zahlen ist eine Abbildung N — C, n —— a,. Sie wird durch
(an)nen, durch (a,), oder durch die Aufzihlung der Folgenglieder a1, ag, as, ... bezeich-
net.

Die Folge heifit beschrinkt, falls es eine Zahl M € R mit |a,| < M fiir alle n € N gibt.

Eine reelle Folge heifit monoton (streng monoton) wachsend, falls a,, < ap+1 (an < apy1)
fiir alle n € N gilt. Wir schreiben hierfiir (a,,) 1 ( (a,) T (streng))

Eine reelle Folge heifit monoton (streng monoton) fallend : (ay,) | ((an) { (streng)) <=
(—=an) T ((—an) T (streng))

Beispiele (a,) mit

1) ap, =12 4) an =2a" (x € R oder auch x € C)
2) a, =i" 5) an = g%
3) ay = T 6) a, ist durch a; =0, ag = 1, apy1 =

ap, + an—1 (n=2,3,...) definiert

Definition (Teilfolge einer Folge) Es seien (ay) eine Folge und v : N — N eine
streng monoton wachsende Funktion (Es wird vj anstelle von v(j) fir j € N geschrieben).
Die Folge (bj) mit b; := a,,; heifst Teilfolge der Folge (ay)

Beispiele b; = ag;, bj = aj2 oder oben Beispiel 2): b, = ag,—1 = —i (k € N)

Bemerkung (Ubung) Fiir eine Funktion v wie in vorstehender Definition gilt v(j) > j
fiir alle j € N.

7.2 Konvergenz, Divergenz, Haufungspunkte

Definition (Konvergenz) Die Folge (a,) heifst konvergent, falls eine Zahl g € C exis-
tiert mit folgender Figenschaft:
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Zu jeder Zahl € > 0 gibt es eine Zahl N € N derart, dass
lan, — g| < € gilt fir alle n € N mitn > N.

g heifst Grenzwert (Limes) der Folge (a,). Hierfir schreiben wir: limy, o a, = g oder
an — g (n — 00).

Verwenden wir den Umgebungsbegriff aus Abschnitt 6.3 und 4.3 und die Sprechweise
,alle bis auf endlich viele* = , fast alle®,

so konnen wir auch so formulieren:

Es gilt lim,,, a,, = g genau dann, wenn fiir jedes € > 0 fiir fast alle n (némlich fiir alle
bis auf allenfalls n = 1,2,...,N) a, € U.(g) gilt.

Definition (Divergenz) FEine Folge, die nicht konvergent ist, heif$t divergent. Die Ne-
gation der vorherigen Definition gibt:

Die Folge (ay,) ist divergent, wenn jedes g € C eine e-Umgebung besitzt, auflerhalb der
unendlich viele Folgenglieder liegen.

Beispiel Die Folge (a,) mit a, =", Beispiel 2)/ 7.1 st divergent.

Definition (Hiufungspunkt) H € C heifst Hiufungspunkt (HP) der Folge (a,), falls
fir jedes € > 0 fir unendlich viele n € N a,, € U.(H) gilt.

In 7.1, Beispiel 2) sind i,1, —1, —¢ Hiaufungspunkte der Folge
A1) Ist g Grenzwert der Folge (ay,), so ist g auch HP der Folge (ay,).

A2) (limy, 00 an, = g) <= (g ist der einzige HP der Folge (ay,))
Folgerung 1) Die Folge (ay,), a, =" ist divergent.

2) Eine Folge mit mehr als einem HP ist divergent.

3) Eine konvergente Folge besitzt genau einen Grenzwert.
Satz 1 (Bolzano-Weierstrass) Jede beschrinkte Folge besitzt einen HP
Satz 2 Es sei (ay,) eine Folge. Dann gilt:
H ist HP von (an) <= es gibt eine Teilfolge (an, ), die gegen H konvergiert.
Folgerung Jede beschrinkte Folge enthdilt eine konvergente Teilfolge.

Die Folge aus 7.1, Beispiel 2) a,, = i" enthélt die konvergenten Teilfolgen:

(aar—3)k, (aar—2)ks (@ar—1)k, (Qar)k-

30



7.3 Die Beispiele aus 7.1

1) limnﬁoo% = 0. Das ist Satz 11, Kap. 4.
2) (ay) mit a, = i". Die Folge hat die vier HP 4,1, —i, —1, ist somit divergent.

3) (an), an = ;5. Wihle N € NN > 1 — 1. Dann gilt |a, — 1| < e fiir alle
n € N,n> N. Also: lim,_,o a, = 1.

4) (ay), ap =z™
- =1:1lim, ,a, =1
- x=0:lim, ysca, =0
-z = —1: (a,) hat die zwei HP +1, —1, ist also divergent.

- |x| > 1: Es sei R > 0. Wihle N € NN > |mfi1. Dann gilt fiir alle n > N:
|z|™ > R.

Fazit Fiir |z| > 1 ist (") divergent, da (z™) nicht beschrinkt ist.

Satz 3 Fine konvergente Folge ist beschrdinkt
- Es gilt aber fiir x > 1, dass (z") in folgendem Sinn , konvergiert*:

Gilt fiir die reelle Folge (ay), dass fiir jedes R fiir fast alle n a,, > R erfiillt ist, so
schreiben wir: lim,, o a,, = 00.

Die Folge (ay,) heiit dann bestimmt divergent oder uneigentlich konvergent gegen
00 (Analog: limy, o0 @y, = —00 <= limy, 00 (—ay,) = 00)

Also: Fiir x > 1 gilt lim,_,o 2™ = oc.
- Fiir x < —1 liegt Divergenz vor.
- Fir |z| < 1 gilt lim,, 0 2™ = 0.
5) (ap), a1 =0, ag =1, apt2 = ap + ant1, (N =2,3,...)

Fiir n > 2 gilt a,, > 1 und fiir n > 3 hat man a,+1 — a, > 1. Hieraus folgt, dass
(an) unbeschrénkt ist und nicht im eigentlichen Sinne konvergiert.
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7.4 Rechnen mit konvergenten Folgen

Satz 4 (a,), (b,) seien konvergente reelle Folgen. Fir fast alle n sei a, < by, erfillt.
Dann gilt

lim a, < lim b,.

n—o0 n—o0

Satz 5 Fir die reellen Folgen (ay,), (by), (cn) seia, < b, < ¢, fir fast alle n erfillt. Aus
limy, o0 @y, = limy, 500 ¢, = g folgt, dass die Folge (b,,) konvergent ist mit lim,,_,o b, = g.

Folgerung Fir die Folge (a,) gelte |a,| < b, fir fast alle n, wobei (b,) eine reelle
Nullfolge ist. Dann folgt: lim,, . a, = 0.

Satz 6 Es seien (ay), (b,) konvergente Folgen: a, — a, b, — b. Es sei A € C. Dann
sind die Folgen

Gnp,

(Aaw). (= b), (anby). (b—> (b#0), (lan]), (aE)n (k€ N fest), (van) (an > 0)

konvergent mit

Aa, = Aa, ap £b, = a=xb, a,b, — ab, Z—n — %, lan| — |al, aﬁ —d¥, Va, = Va
n

fiir n — oo.

Zu Beispiel 5 aus 7.1:
(an), an = 5%. Es gilt lim,, o 55 = 0.

Das sieht man etwa so:

n

2" =(1+1)" (Z) (binomischer Lehrsatzsatz, S. 24)
k=0

() )+

1 +

v
M[\'):

TS
22 7

= ar < % Mit limy, 0 % = 0 und Satz 5 folgt wegen 0 < 55 die obige Behauptung.
Noch 2 Beispiele

1) Die geometrische Reihe:
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Es sei g € C,|¢| < 1. dann konvergiert (s,,) mit

- E_ -9
W
k=0
1
gegen ITq
Man schreibt: limy, 00 S, =1 > oo ¢ = l%q fir |¢| < 1.
2) Die harmonische Reihe:
Zzo 1 li = lim,, 00 ZZ,l % existiert nicht. > 77 % ist divergent, da die Teilfolge

(ah), a Zzn e £ von (a,) = (Y}_; #) unbeschréinkt ist, also divergent (...;
siehe auch Satz 3 oben).

7.5 Monotonie und Konvergenz

Satz 7 (Monotoniekriterium) Die (reelle) Folge (ay) sei monoton wachsend und
nach oben beschrinkt ((a,) | und nach unten beschrdinkt). Dann ist die Folge (a,) kon-
vergent, es gilt lim,,_,~ a, = sup{a, | n € N} (lim,_ a, = inf{a,, | n € N}).

Beispiele 1) (ay), a1 = 3, any1 = V124 a, (n = 1,2,...). (an) T und a, < 4.

lim, oo ap = 4.

2) an =3 1_on- Es gilt (ay) T und a, < 3. Der Grenzwert > 3% o & (= lim,_o0 an)
st die Fulersche Zahl e.
= Jm, Z m

7.6 Zwei wichtige Grenzwerte

lim ¢Yn=1, lim {Yc=1 (c> 0 fest)

n— o0 n— o0

7.7 Intervallschachtelung

Satz 8 (Intervallschachtelung) (ay,) T, (5,) | seien monotone Zahlenfolgen, die den
Bedingungen
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1) ay, < By, fiir allen und

2) limy, o0 (Bn, — ) = 0 gendigen.
Dann gibt es genau ein x € R mit o, < x < S, fiir alle n. Es gelten

lim o, = lim G, = =.
n—roo n—o0

Bemerkung I, bezeichne das Intervall [ou,, By, |In| die Linge von I,,.
Der Satz 8 sagt aus: Gelten I,+1 C I, (n € N) und limy,—, |I,| = 0, so hat man
o0
ﬂ I; ={z} und lim o, = lim 3, ==«
' n—o0 n—00
]:

Satz 9 (Leibnizkriterium) (Anwendung von Satz 8) Es sei (ay) eine Folge mit den
FEigenschaften
an >0, (an)d, an — 0 (n — oc0).

Dann gilt: Die Folge (sp), Sm = y_no(=1)"a, ist konvergent: limy, o0 sy = s =:
oo o(—=1)"ay. Weiter hat man:

a) S2k+1§8§82k7 k:071727"'
b) |s — sm| < ams1, m=0,1,2,...

Zur Begriindung: Setze oy := Sopt1, Bk = Sor. Die Folgen (), (Bk) geniigen den
Voraussetzung von Satz 8: {{og, Br| | k € N} bilden eine Intervallschachtelung, die s
festlegt.

Beispiel 1) Die alternierende harmonische Reihe

o0
> (-1 ,}5202

k=0

ist konvergent.

2) Durch oy, := (1+ %)n, Bn=(1+ %)n+1 wird eine Intervallschachtelung {[cu,, Bn] |
n € N} definiert. Sie bestimmt die Zahl e.
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8 Reihen

8.1 Grundlegende Definitionen

Es sei (ay) eine Zahlenfolge. Wir nennen einen Ausdruck der Form »"77 | ai eine Reihe
und verstehen darunter zweierlei:

1) die Folge (sy,) der Partialsummen: s, = > _; a; und
2) den Grenzwert lim,,_, Sy, falls er existiert.

Dieser Grenzwert heifit dann Wert (Summe) der Reihe. Existiert lim,, o $p, SO sagen
wir: Die Reihe Y oo, ay ist konvergent. Die Reihe Y 77 | ay ist divergent, falls die Folge
(sp) divergent ist.

> opey ap = oo — 00) bedeutet, dass s,, — co( — 00)(n — 00).
> oreq ar = A bedeutet: lim, 00 Y p_q ar = A.

Satz 1 FEs gelte ap, > 0 fiir alle k. Es gilt dann:

oo
Zak ist konvergent <= (sy) ist eine beschrinkte Folge.  ( sy, < M fiir alle n)
k=1

Satz 2 Aus der Konvergenz von » ;- aj folgt:

lim ap = 0
k—o0

Bemerkung 1) Das Konvergenzverhalten einer Reihe dndert sich nicht, wenn man
endlich viele Summanden der Reihe dndert.

2) (Ergebnisse aus dem 7. Kapitel)
- geometrische Reihe: Fir [z| <1 gilt Y32 = 1=
- harmonische Reihe: >"77 % st bestimmt divergent gegen co

- die Zahl e ist e = limy, 500 Y g % =30 %
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- das Leibnizkriterium: Satz 9, 7.7: die alternierende harmonische Reihe
Zio(—l)k%ﬂ ist konvergent.

8.2 Umordnung. Absolute Konvergenz.

Satz 3 > ;% ar = A, Y272, b; = B seien konvergente Reihen. Dann ist die Reihe
Yoo (Aay + pby) (A, € C) konvergent mit dem Wert NA + uB

Satz 4 In einer konvergenten Reihe Y ;- diirfen beliebig Klammern gesetzt werden.
Setzt man mit 0 = kg < k1 < ko < ...:

Aj:akj_l+1—|—...—i—akj j=12,...),

50 gilt Y12 Ap = > g k-

Schon vorhandene Beklammerungen in einer konvergenten Reihe diirfen nur dann weg-
gelassen werden, wenn die entstehende Reihe wieder konvergent ist.

Definition Es sei 0 : N — N eine bijektive Abbildung. Die Reihe > ;24 ag(ky heift
eine Umordnung der Reihe Y p- | aj.

Beispiel 1+%—%+%+%—%++—... st eine UmordnungUonl—%—i—%—%—i——....

Definition Die Reihe > ;- aj heifit absolut konverget, wenn die Reihe Y -, |ag| kon-
vergiert.

Beispiele 1) Zzil(—l)kk% ist absolut konvergent.

2) Z,;“;l(—l)]“‘l% und Z,;“;l(—l)kﬂﬁ sind konvergente, aber nicht absolut konver-

gente Reihen

Satz 5

o0

Z ay, st absolut konvergent <= jede Umordnung konvergiert und

k=1 00

alle Umordnungen haben den Wert Zak
k=1

8.3 Konvergenzkriterien

Satz 6 (Majorantenkriterium) Gegeben sind zwei Zahlenfolgen (cy,), (an) mit
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1) 0 < ¢, < ay, fir fast alle n € NU {0},
2) 30 an ist konvergent

Dann ist die Reihe y > ¢, konvergent. (Y07 ay, ist eine (konvergente) Majorante fiir

> o Cn-)

Satz 7 (folgt fiir reelle Reihen aus Satz 6) Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.
(Die Umkehrung ist falsch: oben Beispiel 2) ) Es gilt

00 00
> ok <D laxl
k=1 k=1

Satz 8 (Quotientenkriterium) (c,) sei eine Zahlenfolge mit ¢, > 0. Es existiere eine
Zahl ¥ < 1 derart, dass

Cnt1 < ey

fiir fast alle n erfillt ist. Dann konvergiert > " ¢p.
Beispiel Fiir jedes z € C sty ;- %zk absolut konvergent

Satz 9 (Wurzelkriterium) Es sei ¢, > 0, und es existiere eine Zahl 9 < 1 so, dass
fiir fast alle n {/c, <V erfillt ist. Dann ist Y ° ¢, konvergent.

Aus {/cq, > 1 fiir unendlich viele n folgt die Divergenz von 'y > cy.

Beispiel 1) > 77 a; = %+%+2%+3%+2i3+3—%+---- Satz 9 = Konvergenz (Wihle ¥

zwischen % und 1). Mit Satz 8 ist keine Entscheidung maglich bzgl. Konvergenz/

Divergenz.

2) S0 ap =35+14+5+3+35+.... Satz 9= Konvergenz (man kann 9 = % wihlen)
Mit Satz 8 erhdlt man dieses Ergebnis nicht.

3) Die Konvergenz von Y -, k—12 erhdlt man weder mit Satz 8, noch mit Satz 9. (aber
etwa mit Satz 6)

8.4 Das Cauchy-Produkt

Das Cauchy-Produkt der Reihen > 77 ax und Y . by ist die Reihe

o0 n
ch mit ¢, = Zan—kbk-
n=0 k=0
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Satz 10 (Konvergenz des Cauchy-Produkts) > ;7 ,ay sei absolut und ;2 by sei
konvergent. Dann konvergiert das Cauchy-Produkt und es gilt

2] (5) ()

=Cn

Beispiele 1) Das Cauchy-Produkt der konvergenten Reihe Zio(—l)kﬁ mit sich
selbst ist divergent (17).

2) (Do a) =4=Y2 0+ 1)k

9) (S ) (Eiotr) = So ke +w)f, zweC
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9 Die Exponentialfunktion

9.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Satz 1 (vgl. Beispiel zu Satz 8 im Kap. 8)

a) Fir jedes z € C ist die Reihe y ;- %zk absolut konvergent. Die hierdurch de-

finierte Funktion C — C, z — > 27 Zk—’? heifst Exponentialfunktion, sie wird

durch exp bezeichnet:
exp(z) := ZE = nh_)ngoz i eC
k=0 k=0

b) Es gelten:

z|), z€C
<1

|exp(z) — 1] < |z] exp(
lexp(2) — 1] < 2[2], |2

Bemerkung exp(1) = e =e!, exp(0) =1 =¢" (mit (1) oder (3))
Satz 2 (Die Funktionalgleichung der exp-Funktion) (vgl. 8./ Beispiel 3)
exp(z + w) = exp(z) exp(w), z,weC
Folgerung 1) Fiir z € C gelten

exp(z) # 0,
(exp(2)) ! = exp(—2),

2) exp(nz) = (exp(2))", z€ C,n € Z (mit (4), (5))

9.2 Die reelle exp-Funktion

Satz 3 a) exp(z) >0, x €R
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b) exp 1 (streng)

¢) exp ist eine unbeschrinkte Funktion
d) exp(q) = e, q € Q (Wir schreiben anstelle von exp(z) auch e*)

e) Fir jede Zahl k € N gilt: lim,, o n* exp(—n) = 0.

9.3 Die trigonometrischen Funktionen sin, cos

1.) exp(Z) = exp(z), z € C. Satz 3 d) = €@ = e~ fiir z € R. (5) = |e**| =1, z € R.
Satz 4 Firx € R gilt
(Re (¢%))? + (1m () = 1.

Bemerkung |e??| = e ™) 2 e C

2.)
o 1 k 2k 2
cos(z):zzm(—l)z :1_§+_”' (6)
k=0
sin(z) := Z m(—l)kz%+1 =z-grte... (7)

B
Il
o

Es gilt: Die Reihen in (6), (7) sind fiir jedes z € C absolut konvergent: Der Definiti-
onsbereich von sin und cos ist ganz C. Es gilt (Umordnen der absolut konvergenten
Reihe €'%):

e” = cos(z) +isin(z), zeC (8)

3.) (Folgerungen aus 2.))

1) cos(z) = cos(—z), cos(0) =1
sin(z) = —sin(—z), sin(0) =0

2) |sin(z) — 2| < 2|23, |2| <1
|cos(z) — 1| < 2|22, |2| <1
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cos(z) = E (eiz + e_iz)
21 ,2€C (9)
sin(z) = % (e —e™"%)
=
cos?(z) +sin?(z) =1, z€ C (10)

Mit (9) und (4) erhélt man Additionstheoreme wie etwa

sin(z 4+ w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)

cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)

und hiermit

cos(z) — cos(w) = —2sin : ; Y sin = _2 v (11)
sin(z) — sin(w) = 2 cos & ; “ sin = _2 v

4.) Fiir z € R folgt (mit (8)) € = cosx + isinz, also
Re (¢") = cos(z), Im (") = sin(z).

Mit |e®| = 1 (z € R) findet man cos(z), sin(z) am Einheitskreis der komplexen
z-Ebene:

Im
— .
2 el
sin(x)
x
0| cos(zx) Tl Re

41



10 Stetigkeit

10.1 Definition

Es sei D eine Menge in R oder in C und f : D — C eine Funktion. f heifit stetig in
p € D, wenn es zu jedem £ > 0 eine Zahl § = §(e,p) > 0 so gibt, dass aus z € D und
|z — p| < § folgt:

[f(z) = f(p) <e.

Die Funktion heifit stetig (auf D), wenn sie in jedem Punkt p € D stetig ist.

Formal sieht das so aus: (Erinnerung Us(p), 6.3)

f ist stetig in p € D < 82/0 élo mGU;Y;))ﬂD lf(z)— f(p)| <e (1)
—
f ist in p € D nicht stetig <= 3 V - |f(x) — f(p)| > ¢ (2)

€>00>0z€Us(p)ND
Satz 1 (Stetigkeit = Folgenstetigkeit)

f:D — Cistinp € D stetig <> fiir jede Folge (z,), x, € D
mit x, — p (n — 00)
gilt f(xn) = f(p) (n — o0)

(Es gilt, wenn f in lim, oo @y, stetig ist: limy, o0 f(2y) = f (limy 00 1).)

zur Begrindung:
»="“: Hier verwendet man (1)

,<“: Hier argumentiert man am besten indirekt mit (2) und § = % und zugehorigen
T
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10.2 Beispiele

f(2) = ¢ (konst) ist auf C stetig (0 kann beliebig gewihlt werden)
2) f(z) = z ist auf C stetig (Wéhle z.B. § = ¢)

f(2) = exp(z) ist in z = 0 stetig. Verwende 9.1, (3).
f(z) = exp(z) ist in z = p € C stetig. Verwende Satz 2, Kap 9

4) f(z) =sin(z) und f(z) = cos(z) sind in allen z € C stetig (Verwende 9.3 3.2) , 9.3
(11))

5) abs(z) := |z| ist stetig in jedem z € C

10.3 Zum Rechnen mit stetigen Funktionen
Satz 2 Es sei f: D — C stetig in p € D. Es gelte f(p) # 0. Dann gibt es ein § > 0
mit: es gilt f(z) # 0 fir alle z € D mit |z — p| <.

(Setze e = %|f(p)| in der £-0-Definition der Stetigkeit in p. Mit einem zugehorigen & gilt
dann |f(2)] > 31 f(p)| fiir |z —p| < 6.)

Satz 3 (siehe 7.4/ Satz 6 und hier Satz 1) f,g : D — C seien in p € D stetige
Funktionen. Es sei A € C. Dann sind die Funktionen f + g, fg, \f in p stetig. Ist
g(p) # 0, so ist 5 :{z€D|g(z) #0} — C in p stetig.

Satz 4 Es sind f : G — C und g : D — C mit f(G) C D gegeben. Ist f inp € G
und g in f(p) stetig, so ist go f in p stetig.

Beispiele 1) Mit f ist |f| := abso f stetig
2) Mit q(z) = 2? sind exp oq und q o exp stetig.

3) Jedes Polynom p(z) = Y j_o arz" ist stetig in allen z € C.

10.4 Grundlegende Satze zu Stetigkeit

In diesem Abschnitt ist D stets das abgeschlossene beschrinkte Intervall [a,b] = {z | a <
x < b}. C%a,b]) bezeichnet die Menge der auf [a,b] definierten und auf [a,b] stetigen
Funktionen.
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Satz 5 (Nullstellensatz von Bolzano) Fiir f € C%([a,b]) gelte f(a)f(b) < 0. Dann
gibt es ein xg € (a,b) mit f(zg) = 0.

(Begriindung: Intervallschachtelung, Bisektionsverfahren)

Folgerung 1 (Der Zwischenwertsatz) Fir ¢ € R und f € C%Ja,b]) sei (f(a) —
¢)(f(b) —¢) <0 erfillt. Dann gibt es ein xy € (a,b) mit f(xg) = c.

(Satz 5 fir f(x) — f(x) —c)

Folgerung 2 FEs sei f € C%([a,b]) streng monoton wachsend (fallend). Dann ist f :
[a,8] — [f(a), F()] (la,0] — [f(b), f(a)]) bijektiv.

Anwendung Fir o > 0 und n € N hat die Gleichung x™ = a genau eine positive
Lisung xo (= /).

Satz 6 f € C%([a,b]) sei streng monoton wachsend. f~* ist dann auf [f(a), f(b)] stetig
und streng monoton wachsend.

Beispiel Diskussion von f(z) = 2% (k € N) fiir x € R samt Umkehrfunktion (k unge-
rade)/ Umkehrfunktionen (k gerade)

Satz 7 Es sei f € CY([a,b]). Dann ist f beschrinkt: Es gibt eine Zahl k > 0 mit
lf(x)] <k fira<az<b.
Weiter gibt es xg, 1 € [a,b] mit
f(zo) < f(x) < f(x1) fira <z <b.
(f(xo) = min{f(z) | a <z < b}, f(z1) = max{f(z)|a <z <b})

Der Satz ist falsch in offenen, halboffenen oder unbeschriankten Intervallen.

10.5 Stetige Fortsetzung

Es sei f auf D\ {p} stetig. Fiir jede Folge (x,), x, € D mit x,, — p gelte lim,,_,~ f(z,,) =
A. (Hierfiir haben wir schon geschrieben: lim,_,, f(z) = A) Es sei A # f(p). Dann ist f
in p unstetig. Die Funktion

f(z), x#p,

g:D—>(Cmitg(x)::{
A, rT=p

ist stetig auf D und stimmt auf D \ {p} mit f {iberein. g heifit stetige Fortsetzung von
f auf D. Die Unstetigkeit von f in p ist hebbar.
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Beispiele 1) f(x) = zta® g £ g(x) =1+ 22

T

2) flw) =Y, o # Le>0: g(2) = 5z

3) flx) = ‘—z‘, x # 0: f ldsst sich nicht stetig nach 0 fortsetzen.
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11 Potenzreihen

11.1 Grundlegende Definitionen

(an) sei eine Zahlenfolge. Der Ausdruck >_7° ax(z — 20)* heifit Potenzreihe um 2.

Beispiele
20 = , (20=0)
l;) < 1- z> 0
3 %(z ) (=exp(z = 1)), (20 =1)
k=0
Z(—l)km(z — 20)#F! (= sin(z) cos(zg) — cos(z) sin(z))
k=0

Mittels der Substitution z — ( := z — 2y kann zg zu Null transformiert werden, so dass
wir 0.B.d.A. !

o0
Zakzk = ag+ a1z + a2’ 4+ ... = lim p,(2) (P)
=0 n—o0

mit p(2) = Y50, axz® untersuchen.

Satz1 a) Es seiw € C, w # 0. Wenn > ;2 apw® konvergent ist, dann sind die
folgenden Reihen fiir alle z € C mit |z| < |w| absolut konvergent:

oo o o0
Zakzk, Zkakzk_l, Zk(k:—l)akzk_Q,
k=0 k=1 k=2

b) Ist (P) fiir = = C divergent, so ist (P) fiir alle z € C mit |z| > |¢| divergent.

Beispiel Zﬁo(—l)k%ﬂzk ist abolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent fir |z| > 1.

10.B.d.A. = ohne Beschriinkung der Allgemeinheit, d.h. wir betrachten zunéichst nur einen (einfacheren)
Spezialfall, auf den man jedoch den allgemeinen Fall zuriickfiihren kann.
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11.2 Der Konvergenzradius. Der Konvergenzbereich einer
Potenzreihe

[ee]
R :=sup{|z — 2| | Zak(z — 2)* ist konvergent }
k=0

heifit Konvergenzradius der Reihe Y 32 ax(z — 20)*.

Es gelten (Umformulierung von Satz 1 und Def von R): Fiir |z — z9| < R ist die Reihe
absolut konvergent, fiir |z —zy| > R liegt Divergenz vor. Ob die Reihe fiir z mit |z — zo| =
R konvergiert, muss extra untersucht werden.

Bemerkungen, Beispiele 1) Im Fuall R = oo liegt fiir jedes z absolute Konvergenz
vor, im Fall R =0 nur fir z = zg.

2) Der Konvergenzbereich ist im Komplexen der Kreis {z | |z — z9| < R}, im Reellen
das Intervall {z | |v —zo| < R} ={x |20 — R<x <z9+ R} = (20 — R,x0 + R)

3) Y gklzf, R=0

4) o sn o (1) Gy, R =0

5) S0, %, > 2—2, R = 1. Das Verhalten fiir |z| = 1 ist unterschiedlich.
Satz 2 Es liegt (P): Y 22 axz® mit ay, # 0 fiir k > ko vor. Es gilt

ay
Q41

R = lim

k—o0

(wobei R = oo zugelassen ist), falls der lim existiert.

Bemerkung Dies ist eine einfache Anwendung des Quotientenkriteriums. Wendet man
analog das Wurzelkriterium an, so erhdilt man: Ezxistiert limg_,o, {/|ag| = «, so ist R = %
(mit R =0 fiir o« = 0o und R = oo fiir o« =0).

22k+2

Beispiele 1) >7, Vh—1

(z—zo)k, R:%

2
2) ZZ‘;Og—kzk, R=2
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11.3 Der ldentitatssatz

Satz 3 R sei der Konvergenzradius der Reihe Y, arz®. Fiir z mit |z| < R wird dann
durch >3 arzk die Funktion p:

o
p(z) = Zakzk, |z2| < R
k=0

definiert. p ist in jedem z mit |z| < R stetig.

Satz 4 (Identitéitssatz) Es sei f(z) = > ro,ar2z” fir |z| < R gegeben. Es existiere
eine Folge (z;) mit 0 < |zj| < R, lim;_,oc2; = 0 und f(z;) = 0 fir alle j. Dann gelten:

ar =0, /{?GNU{O}
(oder f=0).

Anwendung 1) Aus S50 ezt = S22 b2 fir || < v folgt ¢k = by fiir k €
NuU{0}. (Koeffizientenvergleich)

2) Wird f durch eine Potenzreihe in |2| < R gegeben: f(z) = > 1o, arz®, so folgt aus
f(z) = f(=2) (aus f(z) = —f(—2)) ay1+1 =0, 1 =0,1,... (ayy =0, 1 =0,1,...)

3) Es sei f(z) =Y pogaxz” fiir |z| < R gegeben. Es sei ag(= f(0)) # 0. Dann erhilt
man formal eine Potenzreihendarstellung um 0 fiir ﬁ so: f(lz) =30 bi2". Aus

00 [e's) k
1=f(2) Zbkzk = Z <Z ak—lbl> 2"
k=0 k=0 \I[=0
folgen fiir die b; die Rekursionsfomeln
k—1
1 1
bO = bk; =

Zak_lbl (k=1,2,...)
=0

ao ao

(Testen Sie das mit f(z) = e, f(z) =1—2z).
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12 Die elementaren Funktionen

12.1

Kiimmern Sie sich mit der Literatur und durch die Ubungen um die Exponentialfunktion
(a” fiir a > 0) und die Umkehrfunktion (log,(z), * > 0 (a # 1)),

um die Hyperbelfunktionen sinh(x), cosh(z), tanh(z), coth(z) und deren Umkehrfunk-
tionen (den sog. Areafunktionen) — z.B. ist arsinh(z) (Area-Sinus-Hyperbolicus) die
Auflosung der Gleichung

sinh(y) =z = = (¥ — e Y)

DO =

nach y

und um die trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, cot und deren Umkehrungen
(arcsin, arccos, ..., die Arcusfunktionen). Z.B. ist der Sinus auf dem Intervall [%, 37”]

injektiv, also zu einem arcsin umkehrbar:

3

y = arcsin(z), —1 <z <1 <= x =siny, ggySE

12.2 Die Zahl 7

Satz 1 y = cos(x) hat im Intervall (0,2) genau eine Nullstelle xg.

Definition 7 := 2x

zur Begrindung: Es gilt cos2 < —% < 0 (Satz 9, S. 34). Wegen cos(0) =1 > 0 und da
cos auf [0,2] stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz in (0,2) eine Nullstelle des
Cosinus. Dass es nur eine gibt, folgt aus der strengen Monotonie des cos im Intervall
[0,2]. Die erhilt man mit coszo — coszy = —2sin L1522 sin L2221 (9.3, (11)) und mit
sin(z) > §, 0 <2 <2 (Satz 9, S. 34).

Folgerungen
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sinf =1, coskm = (=1)* (k € 7),
ek = (=1)F (k € 7), sinZ(2k +1) = (-1)* (k € Z).
G5 1)k (ke 7),
Satz 2 1) T2 =¢* 2 €C
2) sin, cos sind 2mw-periodisch
Satz 3 (Begriinden Sie selbst)
e =1<= 2z=2kmi (ke Z)

Ubung: Verwenden Sie Satz 3, um alle Nullstellen der komplexen Funktionen sin, cos,
sinh, cosh zu berechnen, also die Gleichungen

sin(z) =0, cos(z) =0, sinh(z) =0, cosh(z) =0

zu 10sen.
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13 Grundlagen der Differential- (DR) und
Integralrechnung (IR)

13.1 Das bestimmte Integral fab f(z) dz fiir eine auf dem
abgeschlossenen und beschriankten Intervall [a, b
definierte beschrankte Funktion f.

Eine Zerlegung Z wvon |a,b] ist eine Punktmenge {xg,z1,...,,} mit
a=x9, Tj < Tj41, Tn =D.

Beispiele 1) xk:a—i—%(b—a), k=0,1,...,n

3=

2) (0<a<b):a,=al(l)

a

, k=0,1,....n

IZ|| :== max{xp —xx_1 | k=1,...,n} heifit Feinheit der Zerlegung Z.
Bezeichne mit I;, das k-te Teilintervall von Z:
Iy ={x|zp1 <z <z}, k=1,2,...,n.

Setze:
my = inf{f(x) |z € Iy}, My :=sup{f(x)|z € lx}, & € I.
Die Ausdriicke

W(f, Z) =Y my(wy — 2x_1),
k=1

o(f,Z) =Y f(&) (@ — zx1),
k=1

Q(f, Z) = ZMk(xk — .%'kfl)
k=1

heiflen Riemannsche Unter-/ Zwischen-/ Obersumme zur Zerleqgung Z. Es gilt

w(f,Z) < o(f,2) <Q(f, 2).
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Fiir zwei Zerlegungen Z, Z gilt stets
w(f, Z2) <Qf, 2).
Gilt fiir Zerlegungen Z,Z': Z C Z', so heifit Z’ Verfeinerung von Z. Es gilt dann:
w(f, Z2) <w(f,Z") <Qf, Z') <Qf, 2).

Definition Existiert s € R und zu jedem ¢ > 0 ein 6(¢) > 0 derart, dass aus || Z| < 0
bei beliebiger Wahl der Zwischenpunkte &y,

|O-(f,Z)_S| <e

folgt, so schreiben wir s = lim)z 00(f, Z). Dieser Grenzwert wird durch f;f(x) dx
bezeichnet und das bestimmte Integral von f iiber [a,b] genannt. Die Menge aller iber
[a, b] integrierbaren beschrankter Funktionen f wird durch I[a,b] bezeichnet.

Es gilt

f €1]a,b] <= zu jedem € > 0 gibt es eine
Zerlegung Z von [a, b] derart, dass

Qf,Z) —w(f,Z) < e gilt.

Beispiele, Bemerkungen 1) [a,b] = [0, 1]. Fiir

)1, 2z e[0,1]\Q,
f(x)'_{o, zel0,1]NQ

gilt fiir jede Zerlegung Z von [0,1]: w(f,Z) =0, Q(f,Z) =1, so dass f ¢ 1[0,1].
2) Fir

) = {O’ TEG (celab), z€lab]

1, zr=c¢
. b . .
gilt [ f(x)dx = 0. Fir jede Zerlegung Z gilt w(f,Z) =0, 0 <Q(f,Z) <2|Z|.
3)

1
f(x)z{’ el a<z<b, c€la,bl].
0, z=c

Es gilt f;f(x) dz = b—a. Fir jede Zerlegung Z gelten Q(f,Z) =b—a, w(f,Z) >
b—a-— 2”2‘7 also Q(f7Z) —W(f,Z) < QHZH

4) Fir f € I[a,b] und f(z) >0, a <z < b wird der Flicheninhalt I(G) von G =
{(z,y) |la<x<b, 0<y< f(x)} durch f;f(x) dx definiert.
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Satz 1 (Stetige Funktionen sind integrierbar) a) C%a,b] C I[a,b]
b) Ist f auf [a,b] monoton und beschrinkt, so gilt f € I[a,b].
Satz 2 Fir f € 1]a,b] gilt

b b—a b—a
dr = lim —— k .
[ r@ae= tim 2 2 (e 475°)

=1

1

Satz 3 Fir f € Ila,b] mit 0 < a <b und q = (3)5 gilt

b n
_ _ k—1Y k-1
/a f(x)dz = lim a(g—1) 2 f <aq )q

=1

(Zu Satz 2,3 vergleiche Beispiele 1,2) zu Beginn dieses Abschnitts 13.1)

Beispiele (zu Satz 2)

Beispiele (zu Satz 3)

13.2 Eigenschaften von f; f(z)dx

(I) (Vereinbarung):

/abf(w)d:n ::—/baf(:v)dx, /aaf(x)dg; -0

(IT) f,g € I[a,b], A, 0 € C: Dann gilt \f + og € I[a, b] und

b b b
/ (Af(z) + 0g(x)) dz = )\/ f(z)dx + Q/ g(x)dz (Linearitéit des Integrals)
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Beispiele FUr f : [a,b] — C wird definiert:

b

/abf(m) dx:/ab (Ref) (x)dm-m‘/ (Imf) (z) dz.

a
Hiermat:
b by A
/ cosxdx = / — (em + e_m) dx = sinb — sina,
a a 2

b
/ sinzdxz = cosa — cosb
(III) Fiir f € I[a,b] und o, B, € [a, b] gilt

/aﬁf(x)dw—i—/;f(x)dx: /O:/f(x)dx.

(IV) Aus f,g € IJa,b] und f(z) < g(z), a < x <b, folgt

[ rwar< [ g

(V) Aus f € 1I[a,b] folgt |f| € I[a,b]. Fiir f € CYa,b] hat man
b
/ f(x)dz

Satz 4 FEs scien f1, f € COa,b] mit fi(z) < fa(z), a <x <b.
G = A{(z,y) | fi(z) <y < fa(2)

Es gilt 1(G) = [!(f2(2) — fi()) da.

b
< / F(@)]dz < || flloolb — a1

S
A
8
IN
=
—

13.3 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung (MWSIR)

Satz 5 (MWSIR) f,g € C%a,b], f(z) >0 fira <z <b. Es gilt: Es gibt ein & € (a,b)
mit

/ " fa)oe) da = g(6) / ' ) d.

'Fiir eine (reell- oder komplexwertige) Funktion f, die auf einer Teilmenge D von R oder C definiert
ist, setzt man || f|loo := sup{|f(z)| | x € D}.
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Bemerkungen 1) Es geniigt vorauszusetzen, dass f(x) in |a,b] das Vorzeichen nicht
wechselt. (Begrindung?)

2) Jedes € € (a,b) hat die Form a + 9(b — a) mit einer Zahl ¥ € (0,1).
3) Der Fall f = 1:
b
[ s@)de=g©)0 - a)

wird haufig als Mittelwertsatz bezeichnet und Satz 5 oben als ,verallgemeinerter
Mittelwertsatz*.

13.4 Die Ableitung

1) f:(a,b) — C heiit in x¢ € I diffbar, wenn der Grenzwert

fm 5 o+ = o) (= iy 2

existiert. Dieser Grenzwert heifit die erste Ableitung von f in xg. Er wird durch

(Df)(xo) oder f'(xo) bezeichnet. f heifit auf I differenzierbar (diff bar), wenn f
in jedem x € I diff’bar ist. In diesem Fall wird die Funktion x — f’(x): I — C
durch f’ bezeichnet.

f ist auf I j-mal diff 'bar (j € N), falls f'(x), f"(x),..., f9(z) fir jedes z € T

existieren. Hierbei ist
, ) /
f(J)(g;) = (f(]-l)) () (j=1,2,...).

Die Existenz von f’(zg) bedeutet, dass der Graph von f in (g, f(z0)) eine Tan-
gente ¢, besitzt mit der Steigung f’(zo):

trz0(@) = f(@o) + f'(z0)(z — 20),  €R.
f'(xo) ist die Steigung der Kurve y = f(x) in (o, f(z0).

2) Satz 6 (Umformulierung obiger Definition) «a) Ist f auf (a,b) = I defi-
niert und in xog € I diff ‘bar, dann gibt es eine in xy stetige Funktion f*, fir
die

f(@) = fwo) = f*(@)(w — x0), €1, (6.1)
erfiillt ist. Es gilt f*(x9) = f'(x0).

b) Gibt es eine in xq stetige Funktion f*, die (6.1) erfillt, dann ist f in x
diff bar mit f'(zo) = f*(xo).
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Bemerkungen, Beispiele 1.) Ist f in xo diff 'bar, so ist f in xq stetig.
2.) f(z) = |z| ist in O stetig, in O aber nicht diff ‘bar.
3.) f(z)=2", n=1,2: f'(x) = na"!

4.) f(x) =e* (ceC, konst), f'(x) = ce™®

13.5 Ableitungsregeln

Satz 7 f,g: (a,b) — C seien in xg € (a,b) diffbar, o, 8 € C. Dann sind af + g, fg

und, falls g(xg) # 0, % in xg diff ‘bar, und man hat:

(1) (af + Bg) (x0) = af'(zo) + BY' (x0)
(2) (f9)'(z0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g (o)
(3) <£> (o) = f'(@o)g(zo) — g'(x0) f (x0)

92(z0)

mit dem Spezialfall: <l>/ (zg) = —5z0)
7

Beispiele zu (1): f(x) = cos(z) = § (e + €'). Mit Beispiel 4.) oben sieht man:

fl(x) = —sinz, f"(z)=—cosz, ...

zu (2): Mit Beispiel 3.) oben als Induktionsanfang sieht man fir f(z) = 2™, n €
NuU{0}:
7'(z) = nan1

mittels vollstindiger Induktion.
zu (3): Es gilt f(x) = 2" f'(z) = na""! firn € Z.

Satz 8 (Kettenregel) Es seien [ auf I = (a,b) und g auf f(I) definiert. Es seixg € 1
derart, dass f(xo) innerer Punkt von f(I) ist. Ist f in xo und g in f(xo) diff ‘bar, so ist
go [ in xq diff ‘bar mit

(g0 f) (z0) = g'(f(x0)) [ (x0)-

Beispiele

xQSin%, x #0,
0, z=0
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ist in jedem x € R diffbar:

W () = 2msin% —cos%, x #0,
0, r=0

I st in 0 unstetig.

Definition n € N: h € C*(I) (n-mal auf I stetig diff bar) <= h\9), j = 0,1,...,n
existieren und sind auf I stetig.

()= () ¢

neNU{0}

T

Beispiele f(z)=¢e", cosz, sinz, sinhz, ... sind aus C*°(R).

Satz 9 (Ableitung der Umkehrfunktion) = = f(y) sei fir y € I definiert, stetig,
bijektiv und in yo € I diff ‘bar mit f'(yo) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion g : f(I) —

I, y=g(x), inxo= f(yo) diff bar mit

/ _ 1 / _ 1
g (@) = f'(g9(z0)) (g (f(w0)) = f’(y0)> '

Beispiele 1) f(z)=Ilnz (z £0): f'(x) = %
2) Es sei f diffbar auf I und f(x) #0, x € I. Fir
h(z) :=In|f(z)]

qgilt:

3) h(z) = |z|* (x #0, a € R). W (z) = sign(z)a|z|* 1.2

a=3 z>0:h(z)=/z, h’(x):ﬁ.

13.6 Extremwerte. MWSDR (Mittelwertsatz der
Differentialrechnung)

Definition I C R sei ein Intervall. f: 1 — R hat in xg €

. 1, x>0,
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a) ein lokales Maximum, falls es eine Umgebung® U C I von zq gibt mit

flz) < f(xo) Ve e U

b) ein Maximum, falls
flx) < f(xmo) Ve el

gilt
¢) ein (lokales) Minimum, falls —f in zq ein (lokales) Mazimum hat.
d) Ein Maximum oder Minimum ist ein Extremwert von f

Satz 10 f : (a,b) — R habe in xo € (a,b) einen lokalen Extremwert und sei in xg
diff ’bar. Dann gilt:

f/(.%'o) = 0.

Bemerkung 1) Um ein Max. oder Min. einer Funktion f auf [a,b] zu bestimmen,
sind drei Arten von Punkten zu betrachten:

(1) Die Punkte x € (a,b) mit f'(x) = 0.
(2) Die Randpunkte a und b.
(3) Die Punkte x € (a,b), in denen f nicht differenzierbar ist.

2) Die Umkehrung von Satz 10 ist i.A. falsch: Fiir f(z) = 2® auf —1 < x < 1 gilt
f/(0) =0. f hat in 0 aber weder ein lokales Mazimum, noch ein lokales Minimum.

Satz 11 (von Rolle) Es sei f auf [a,b] stetig und auf (a,b) diff 'bar. Es gelte f(a) =
f(b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit

fl©=o.
Satz 12 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung, MWSDR) g¢, f seien auf[a, D]
stetig und auf (a,b) diff ‘bar. Dann gibt es eine Zahl 9 € (0,1) mit
(f(b) = f(a)) g' (a+ (b —a)) = (9(b) — g(a)) f' (a + (b —a)).

Satz 13 (MSWSDR mit g(x) = x) f sei auf [a,b] stetig und auf (a,b) diffbar. Dann
gibt es ein & € (a,b) mit
f) = fa) + ()b —a).

Bemerkung FEs seien z und z+h € [a,b]. Dann gilt mit einem & zwischen x und x+ h:

flx+h) = f()+ f(E)h

Eine Teilmenge U von R oder C heifit Umgebung eines Punktes o, falls es eine Zahl € > 0 gibt mit
U = U:(x0) (im Sinne von 4.3 oder 6.3)
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Folgerung: Satz 14 FEs sei f auf dem Intervall I definiert und dort diff ‘bar. Es gelten:

a) f/>0 auf I = [ 1 (streng)
f'<0auf I = f| (streng)

b) f'>0aufl < f1
f'<0aufl < f|

¢) f'=0auf I <= [ = const auf I.
Beispiele 1) f, g seien auf [a,b] diff bar. Aus f'(z) < ¢'(x), a < x < b folgt:

f(@) = f(a) <g(x) —g(a), a <z <b.

2) Es sei c € C gegeben. Jede diff ‘bare Funktion f : R — C, die
fl(@) =cf(z), v €R,

erfillt, hat die Form f(x) = e, x € R mit einer Konstanten o € C.

13.7 Der Hauptsatz der Differential-Integralrechnung
I sei Intervall in R und f : I — R eine gegebene Funktion. F' : I — R heifit Stamm-
funktion von f, wenn F auf I diff’bar ist und auf I die Gleichung
F=f
erfillt.
Satz 15 (Hauptsatz) Es seien f € C%a,b] und ¢ € [a,b]. Dann gelten:
1) F.:la,b] — R, F.(z):= fcxf(t) dt ist Stammfunktion von f.

2) Ist F eine Stammfunktion von f, so gibt es eine Konstante k mit F(x) = F.(z) +
k, x € [a,b].

3) Ist F' Stammfunktion von f, so gilt

[t =rw - F@) (= F@L).

{F : I — R | F ist Stammfunktion von f} = {F. + k | k ist beliebige Konstante}
heiBit das unbestimmte Integral von f, was hiufig durch [ f(z)dz bezeichnet wird. Wir
schreiben hierfiir [ f(¢) dt.
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13.8 Integrationsregeln (Partielle Integration.
Substitutionsregel)

Wegen )
/ f(t)dt = F(z) <= F'(z) = f(x)

erhilt man aus jeder Ableitungsregel eine Integrationsregel:

Satz 16 (Partielle Integration) (< Produktregel) Es seien u,v € Clla,b]. Es gilt:

/x w(t)'(t) dt = u(t)v(t)|;_, — /x o (o(t)dt, a <z <b

/ " f(t)dt = 2 () — af(a) / Cif ) at

/ V1—t2dt =

Beispiel

hierzu

(a 1 — a2 + arcsin a)

/

1
(x 1—a22+ arcsin(x)) -3

1
2

+konst

([*Vi-t2dt=1 <xm+arcsm( )))

Satz 17 (Substitutionsregel) (< Kettenregel) f : [c,d] — R sei stetig, g : [a,b] —

[c,d] sei stetig diff ‘bar. Es gilt:

/ dT—/f t)ydt, a <z <hb.
g(a)

Beispiele 1) ['4 g(t ‘ g9(x

t)dt = —1In|cos(z)].

g(x)
2) f_ll V1 —72dr (Substitution: T =sint) = %
3) fw cos?(t)dt = %(sinxcosx + )

Beispiel f: [a,b] [f(a), f(b)] sei stetig, bijektiv. Es gilt:

H

()

/ z)dz + / fYx)dz = bf(b) — af(a).
(a)
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14 Taylorsatz. Hinreichende Bedingungen
fiir Extremwerte. Taylorreihen.

14.1 Satz von Taylor

Satz 1 (Taylorsatz) Es sei I ein Intervall und x,z9 € I. Es sei f € C"Y(I) (n =
0,1,2,...). Dann gilt

n

1

@)=Y 5% (@o)(@ = 20) + Ruga ()
k=0 "
mit T (g — ) (z — xo)"
Ruaa(@) = [ EEE pos = o g 2o

mit einer Zahl & zwischen x und xg.

To(f,20)(x) == Yo 1 f ) (w0)(x — m0)* heift n-tes Taylorpolynom zu f und .

14.2 Hinreichende Bedingungen fiir Extremwerte

Satz 2 Es sei f € C"a,b] und zo € (a,b). Es seien fU)(xq) =0 firj=1,2,...,n—1
und ) (z¢) # 0 erfillt. Dann gelten:

Ist n ungerade, so besitzt f in xo keinen lokalen Extremwert.

Minimum

Ist n gerade, so liegt im Fuall ,
f Mazimum

mn xg ein lokales {
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14.3 Taylorreihe

Satz 3 Gegeben ist die Potenzreihe > o ax(z — x0)* mit dem Konvergenzradius r.
I'={z ||z —xo| <r}. Die durch

oo
:Zak(x_x())ka rel,

definierte Funktion hat die Figenschaften:
a) feC®()
b) [ () =33 k(k—1)...(k—j+ Dap(z —z0)*7, j=0,1,..., z €l
c) ap = %f(k)(:co) (k=0,1,...)

d) [o PO dt =502 gty (w —mo)™ w e T
Es sei f € C®(I), zg € I. Die Reihe
lim T,,(f,zo) Z k'f( 20)(x — x0)F =: T(f, z0)(2)

heiflt die Taylorreihe von f um xg

Es gilt: Jede Potenzreihe ist die Taylorreihe der durch die Potenzreihe gegebenen Funk-
tion f:

> ag(w —xo)* = f(x) =D ar(x — x0)* = T(f,0)
k=0 o

Beispiele 1) >7° (—1)kz?* =

HxQ, |z| < 1. Es gelten:

1 1
D2k
(2k)! (1 + :U2>

1 1 D2k+1 1
(2k+1) 1+ 22

2) Die Binomische Reihe Es sei o € R\ N. Y7 (%) a* ist die Taylorreihe von
(1+2)* fir|z| < 1.

= (-1)F
v=0 . k=0,1,2,...

=0
=0

=30 (7)o e
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Das sieht man so: Fir f(z) =Y 5oy () 2k ist I ={z | |z| < 1}. Es gilt

{u+xvmw:aﬂm,rM<1,
J(0) =1

= f(z) = (14 )*. Fir a =n € N bricht die Reihe wegen (}) =0 fir k > n ab.
(*) ist in diesem Fall der Binomische Lehrsatz (Satz 4) aus 5.4.

14.4 Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe

die dann die Taylorreihe der Funktion zum gew#hlten Entwicklungspunkt ist.

Satz 4 Es sei f € C®[a,b] und xy € (a,b). Dann gilt f(x) = T(f,xo) genau fir die
x € [a,b], fir die Ryp41(x) — 0 (n — o0) gilt.

Dies ist z.B. dann der Fall fir alle x € [a,b], wenn es Konstanten A, B so gibt, dass

{f(") (z)| < AB™ fiir alle x € [a,b] und alle n gilt.

Soll eine Funktion f um zg in eine Potenzreihe entwickelt werden, so kann man fiir
f € C* so vorgehen:

1) Berechne (T'(f,x0))(x). Berechne die z, fiir die Ry,4+1(z) — 0 (n — oo) gilt. Fiir
diese z folgt

f(x) =T(f xo0)(x) (*)

Ist f € C*°(I), so ist der Bereich, fiir den (*) richtig ist i.A. eine Teilmenge von I.
oder

2) Verwende bekannte Reihen, wie etwa die geometrische oder die Exponential-Reihe.

Beispiele 1) Fir

B e_z%, x # 0,
f@»—{Q e

gilt: f € C®(R), f9)(0)=0Vj. Also

T(f,0)(z) =0 e 22, a £0.

f ist um 0 nicht in eine Potenzreihe entwickelbar.

-1 00
2) fx) = [y e " dt = 32 o (= 1) gt e !
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3) f(x) = arctanz. Entwickle f'(x) = ﬁ in eine Reihe um 0 (14.3, Beispiel 1).
Bilde [y (der Reihe):

1

xr
arctan(z) = ——dt =
() /0 1+ t2

4) f(x) = In(1 + z) soll um 0 entwickelt werden. Man findet leicht: %f(")(O) =
(-l n=12...

n’

0 k+1
— (T(In(1 +),0 =Z

k=1

(r=1, |z| <1).

Nach Satz 4 gilt >3~ DMk In(1 + x) fir die x aus —1 < = < 1, fir die

Ryi1(xz) = 0 (n — 00). Durch Abschitzen findet man leicht fir 0 < x < 1:

1
R < — 0).
! n+1(90)\_n 1 0 (n )

Durch Differentiation sieht man fir —1 < x <1, dass D (2211(—1)’””—;) = 1

Ttz
gilt. Also
)k+1

i (_1l<: ¥ =In(1 + 2)

k=1

fir —1 < x < 1, insgesamt also fir —1 <z < 1.

Bemerkung FEs sei xg > 0. Es soll die 200. Ableitung von In(xz) an der Stelle x
berechnet werden.

Entwickle f(x) =In(z) um zo: Y poyar(z — xo)k. Es gilt

_ 1 (200

In(z) = In(xo + x — ) = Inxg (1 + 2 —x0>

Lo

= In(zg) + In (1 + 2 —3:0)

Lo

- 1 e L 1 k
= In(xg) + Z 2= (z — x0)
k=1 xO

r—xQ
To @ —

(die letzte Gleichheit folgt aus dem vorhergehenden Beispiel) giiltig fir —1 <
1= 0<ax < 2.
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15 Unbestimmte Ausdriicke. Die Regeln
von de L’'Hospital

15.1 Die Ausdriicke (), ().

oo

Satz 1 (de L’Hospital) FEs seien f, g auf (a,b) definierte und auf (a,b) differenzierbare
Funktionen. Fiir a < x <b gelte: g(x) # 0 und ¢'(x) # 0. Es seien erfillt

1.Fall: f(x) — 0, g(z) — 0 fiir x — b—
2.Fall: f(x) — o0, g(x) — oo fir x — b—

Fiir beide Fdlle gilt:

Exzistiert limy,_,p_ _{;:g; =L(e RU{—00,+00}), so existiert auch lim,_;_ % =1, und
esistl = L.
Analog fiir v — a+; a = —oo und b = 400 sind zugelassen.

Bemerkung Die anderen unbestimmten Ausdriicke
00 -0, 00— o0, 0°, o?, 1%
lassen sich auf § (1.Fall oben) und % (2.Fall oben) zuriickfihren.

Unter oo - 0 ist gemeint: limg,_p f(x)g(x), wenn lim,_p, f(z) = 0o und lim,_,, g(z) =0
gegeben sind. Analog sind die anderen Ausdriicke zu verstehen.

Beispiele 1) (o > 0) lim, 04 2(*") =1

. In x
2) limy 00 (1122) =1

_1
4) hmw_)o_’_ exz =0
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16 Uneigentliche Integrale

16.1 Definitionen

1. Es sei f auf [a,b) definiert (b € RU {o0}) und fiir jedes 5 € (a,b) iiber [a, ]

integrierbar:

b B
/f(:v)dx = lim / f(x)dz, (1)
a p—b— a
falls dieser Grenzwert existiert.

2. Es sei f auf (a,b] definiert (a € R U {—o0}) und fiir jedes a € (a,b) iiber [, b]
integrierbar:

/a ’ f(z)dz = lim /a b f(2)dz, (2)

a—a+

falls dieser Grenzwert existiert.

3. Essei f auf (a,b) definiert (a € RU{—00},b € RU{+00}) und fiir alle o, 5 € (a,b)
mit o < f3 iiber [, f] integrierbar. Es sei ¢ € (a,b) beliebig. Existieren die Integrale

/ f(z)dz (im Sinne von 2.) und

b
/ f(z)dz (im Sinne von 1.),

so wird definiert:

/abf(:c) do == /:f(x) dz + /cbf(:c) da. (3)

4. Es sei a < ¢ < b, und f sei auf [a,b] \ {c} definiert. Existieren die Integrale
[2 f(z)dx (1.) und fcb f(z)dz (2.), so wird definiert:

[ rwar= [ @t [ 1w ()
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Existieren oben in (1), (2), (3), (4) die Grenzwerte rechts, so sagen wir:
Das (uneigentliche) Integral fab f(x)dx ezistiert oder konvergiert.

Andernfalls heif}t fab f(z)dz divergent.

16.2 Beispiele

© der 1
1) 1F_E’S>1'

floo % ist fiir s < 1 divergent.

2) [y de =1 s<1.

0 % 1—s?
.. . 14 .
Fiir s > 1 ist fo -+ divergent.

3) Jo© % ist fiir kein s € R konvergent

4) ffooo IJC::;Q =7

5) jll 42 st divergent

6) f_+11 In|z|dz = —2

16.3 Majoranten- Minorantenkriterium. Absolute Konvergenz.
Integralkriterium.

Satz 1 f,g seien fir jedes § € (a,b) dber [a, 5] integrabel. Es gelte
0 < f(x) <g(x), = €[a,b).

Dann hat man:

1) Aus der Konvergenz von fabg(x) dx folgt die von fabf(x) dx.

2) Aus der Divergenz von fab f(z)dz folgt die Divergenz von f;g(x) dx.

Beispiele 1) fooo e~ dx ist konvergent, da 0 < e < e fir x > 1 gilt. (oder da

0<e @ < g2 fir x > 1 gilt)
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2) Gammafunktion
I(z) ::/ t* et dt
0

ist fiir x > 0 konvergent (also definiert).

Denn: Betrachte
1 [e'e]
Ji :/ t* et At und Js :/ t* et dt
0 1

J1 konvergiert wegen 0 < t*~te=t <t*~1 genau fiir x > 0 nach 16.2 Beispiel 2).

Jo konvergiert fiir alle v € R wegen 0 < t*“le=t < Elt=2 fiir geniigend grofes
k e N.

Bemerkung Es gilt '(n+1) =n!, n=0,1,...
Definition Ist f; |f(x)|dz konvergent, so heifst f;f(:c) dz konvergent.

Satz 2 Ist fabf(x) dz absolut konvergent, so ist fabf(x) dz konvergent.

Aber: Aus der Konvergenz von fab f(z)dz folgt nicht die Konvergenz von fab |f(x)|dz.

Beispiel [;* ST qz existiert:

Vorbemerkung: floo 5t dx existiert, da wegen

| cos x| - 1
2 22

0<
ffo 3L da absolut konvergent ist.
xX

o0 sinx _ (lsinz o0 sinx
fO T dx_fO T d$—|—f1 T da.

Zu limg_, o ff SINT g

xT

B sinz pl 1
dr = ——coszx
1

B B cos
_ / co 23: du
x x 1 1z

also existiert (mit der Vorbemerkung) limg_, flﬁ ST (g,
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fOOO Isine] .. konvergiert nicht:
xr

n ]smx! ]smx!
| -3/,
> — sinx|dz
Z km /(k?—l)T( ‘ ’

3 o
| =

k=1

Satz 3 (Integralkriterium) Es sei f € C°[1,00), f(z) > 0,1 <z < oo, f monoton

fallend. Dann gilt:

Zf(k:) ist konvergent <= / f(z)dx ist konvergent.
k=1 1

Das FErgebnis liest man ab aus:

n+1 n+1 n n
S [ f@de <> fw < s+ [ fade

k=2 k=1

Beispiele 1) Fir f(t) = tls’ s > 1, sind die Vor. von Satz 3 erfillt und foo % ist
konvergent. Somat gz’lt p ] kls ist fur s > 1 konvergent. Ebenso folgt aus den

Ergebnissen fiir fl ts . dass Y 70 ks fir s < 1 divergent ist. Aus der Unglei-

chungskette oben folgt (n — oc)

=1 an, so erhilt man:

2) Wendet man die Ungleichungen auf f(t) = 5

1
In(n+1) < Z% <1+In(n).
k=1
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