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Dies ist eine Vorlesungszusammenfassung, gedacht zur Vorlesungsbegleitung und als
Gedéchtnisstiitze, nicht jedoch als etwas, das fiir sich selbst stehen konnte (wie etwa ein
Lehrbuch). Der Besuch der Vorlesung ist durch die Lektiire in keinem Fall zu ersetzen, es
gibt dort noch viel mehr an miindlichen Erklarungen, Erlauterungen und veranschaulichen-
den Skizzen, die fiir Verstandnis und Einordnung des présentierten Stoffes unabdingbar
sind.



1 Logische Grundlagen

1.1. Aussagen: Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist.
Beispiele:

(1) Der Mond ist ein griiner Kéase. (f)
(2) 2 ist eine Primzahl. (w)
(3) Gehen sie geradeaus und dann hinten links! (keine Aussage)

Die Verkniipfungen in 1.2 und die Regeln in 1.3 sind diejenigen aus der Booleschen Al-
gebra, die auch bei logischen Schaltungen in der Elektrotechnik verwendet werden. Statt

“wahr/falsch” verwendet man dann auch “1/0”, “H(igh)/L(ow)” oder die Interpretation
“Signal /kein Signal”.

Im Rahmen der Vorlesung sind wir aber eher an mathematischen Aussagen interessiert.
Aussagen bezeichnen wir im folgenden mit A, B, C, ...

1.2. Verkniipfung von Aussagen: Wir erklédren die logische Verkniipfung von Aussagen
durch sogenannte Wahrheitstafeln.

Alw w f f

AN B (logisches “und” (AND)) Blw f w f
ANBlw f [ f

Alw w f f

AV B (logisches “oder” (OR)) Blw f w f
AV B ‘ w w w f

Achtung: Das logische “oder” ist nicht exklusiv, dh es ist zugelassen, dass beide Aussagen

A und B wahr sind. ) s
. w
Negatwn _‘A TA‘fi’U}

Man sagt: “non A” oder “nicht A”.

Alw w f f
Implikation A = B Blw f w f
A= B ‘ w f w w

Man sagt: “wenn A, dann B”, “A impliziert B”, “aus A folgt B”.
Bemerkung: Aus Falschem folgt Beliebiges (ex falso quodlibet).
Beispiel: Aus 1 = 2 folgt: ich bin der Papst. (w)



) Alw w f f
Aquivalenz A < B Blw f w f
As B ‘ w f f w

Man sagt: “A ist aquivalent zu B”, “A ist gleichbedeutend mit B”, “A genau dann, wenn
B”, “ A dann und nur dann, wenn B”.

1.3. Regeln: — bindet stérker als A/V; A/V bindet stirker als = /<.

-(m4) & A (doppelte Negation)
(A< B) & [(A= B)AN(B=A)] (Aquivalenz bedeutet zwei Implikationen)
-(AANB) & (-AV-B) (Negation von “und”)
-(AVB) & (-AA-B) (Negation von “oder”)
(A= B) & (-AVB) (Umformulierung der Implikation)
(A= B) & (AAN-B) (Negation der Implikation)
(A= B) & (-B= -4) (Kontraposition ).

Beispiele: Wenn ich nicht der Papst bin, dann ist 1 # 2. (w)

Sei A: “es regnet” und B: “die Strafie ist nass”. Dann ist A = B wahr (“wenn es regnet,
ist die Strafle nass”) und gleichbedeutend (dquivalent) zu =B = —A (“wenn die Strafle
trocken (dh nicht nass) ist, dann regnet es nicht”.

Kommutativitdt: ANB<& BAAund AV B & BV A.

Assoziativitit: AN(BANC) < (AANB)AC und AV (BVC) < (AV B)VC. Deshalb
kann man hier die Klammern weglassen.

Distributivitit: AN (BVC) < (AANB)V(ANC)
und AV (BAC) < (AVB)A(AVCO).

Tertium non datur: AV —A (“ein Drittes gibt es nicht”).

Beispiel: Eine Verkniipfung, welche das “exklusive Oder” (XOR)

Alw w f f
Blw f w f
‘ fw w f

realisiert, ist z.B. (mA A B) V (A A =B), aber auch (AV B) A =(A A B) oder ~(A < B).
Mit obigen Regeln konnen diese ineinander umgeformt werden (Ubung).




1.4. Quantoren: Eine Aussageform A(x), A(z,y), ... ist ein Satz, der eine oder mehrere
Variablen x, y, ... enthalt und der nach dem Ersetzen dieser Variablen durch konkrete
Objekte eine Aussage ist.

Beispiel: z ist eine Primzahl.
Der Allquantor
Vo A(z)
bedeutet: fiir alle Objekte « ist die Aussage A(x) wahr.
Der Ezistenzquantor
dz : A(x)
bedeutet: es gibt (mindestens) ein Objekt z, fiir das die Aussage A(x) wahr ist.

Negation von Quantoren:

—(Vz: A(x)) & (Fr: —~A(z)) und —(3z: A(z)) & (Vo : -A(z)).

In den allermeisten Féllen werden Quantoren eingeschrankt und beziehen sich dann nur
auf gewisse Objekte, z.B.
Vo mit A(z) : B(x).

Die Negation davon ist dann
dr mit A(z) : ~B(x).

Beispiel: Alle Primzahlen sind ungerade. (f)

Setzen wir A(x): “z ist Primzahl” und B(x): “z ist ungerade”, so haben wir die Aussage
Vo mit A(z): B(x). Deren Negation ist 3z mit A(x): —=B(z), also “Es gibt eine Primzahl,
die nicht ungerade ist” (w).

Achtung: Bei All- und Existenzquantor kommt es i.a. auf die Reihenfolge an. Betrachtet
man fir x mit Frauen verheiratete Manner und fiir ¥ mit Mannern verheiratete Frauen
sowie die Aussageform A(x,y): “x ist verheiratet mit y”, so ist Vo Jy : A(z,y) wahr, aber
dx Yy : A(z,y) ist offensichtlich falsch.

Bemerkung: Haufig schreiben wir Quantoren nicht als Zeichen, sondern sprachlich.



2 Mengen

2.1. Der Begriff der Menge: Wir verwenden die folgende naive “Definition”:

“Eine Menge ist die Zusammenfassung wohlbestimmter, wohlunterschiedener
Objekte der Anschauung oder des Denkens zu einem neuen Ganzen.”

Diese Objekte heiflen Elemente der Menge.
x € M bedeutet: x ist Element der Menge M, dh = gehort zu M.
x ¢ M bedeutet: x gehort nicht zu M, dh z & M = —(z € M).

“r € M” ist also eine Aussageform, dh fiir jede Menge M und jedes x gilt entweder x € M
oder z & M.

Schreibweisen: Ist A(z) eine Aussageform, so kann man schreiben

M = {x : A(x)} = Menge aller z, fiir die A(z) gilt,
also z.B. N ={z: 2z € N}, P = {x: x ist Primzahl}. Haufig schreibt man auch, wenn die
Menge M gegeben ist, {z € M : A(z)} fir {x :x € M A A(z)}.

Eine andere Moglichkeit ist die Aufzdhlung, etwa M = {1,2,3,9}. Ende
Mo

2.2. Beziehungen zwischen Mengen: Seien M;, My Mengen. 21.10.13

Definition: “M; ist Teilmenge von M5”:
MlgMg <:>Vx(x€M1:>:C€M2) (bZWVZ'EMleMQ)

Fir M; € My und M, # M, schreibe ich der Deutlichkeit halber M, ; M.

Gleichheit von Mengen: M; = M, bedeutet, dass M; und M, dieselben Elemente
enthalten, also Vx : (x € My < = € M,). Nach 1.3 bedeutet M; = M also M; C M, und
My C M.

Beispiele: Wir schreiben N = {1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen.
{z € N: z ist gerade Primzahl } = {2},
{r € N: z ist Primzahl Az > 2} C {z € N : 2 ist ungerade }.

2.3. Operationen mit Mengen: Seien M, Ms, M3 und ) Mengen.
(a) Durchschnitt My 0 My :={x 1z € My Nx € My}.

(b) Vereinigung My U My :={z:x € My V z € My}.

Regeln fiir Durchschnitt und Vereinigung: Wegen 1.3 gelten:
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Kommutativitat:
My N My = My My, My U My = My U M.
Assoziativitat:
Min (Myn M) = (My N My) O My, M U (Mo U Ms) = (M, U M) U M.
Distributivitat:
My U (MyN M3) = (M UMy) N (MyUMg), M0 (MyUM;) = (M; N My)U (M N Ms).
AuBerdem ist M; C My U My, My C My U My, My N\ My C My, My (0 My C M.
(c) Differenz My \ My :={x € My : x & My} (“M; ohne My”).
Beispiel: {x € N: z ist Primzahl } \ {x € N: z ist ungerade } = {2}.
de Morgansche Regeln: Wegen 1.3 (Negation von “und” /”oder”) gilt auch
Q\ (M UM) = (Q\ M) N(Q\ M),  Q\(MiNM)=(Q\M)U(Q\M).

2.4. Die leere Menge: Die leere Menge () enthalt keine Elemente, dh Vz : z & ().
Regeln: MUD =M, M\O=M, MNQ=0, M\ M =0, ) C M fir jede Menge M.

2.5. Die Potenzmenge: Ist M eine Menge, so heifit die Menge aller Teilmengen von M
Pot(M) :={N: N C M}

die Potenzmenge von M (manchmal auch B(M)).

Bemerkung: Fiir jede Menge M gilt: M € Pot(M), () € Pot(M), aber auch () C Pot(M)
(vgl. 2.4).

Beispiel: Fiir M = {1,2} ist Pot(M) = {0, {1}, {2},{1,2} }.
2.6. Das kartesische Produkt: Sei n € N. Seien M;, My, ..., M, Mengen. Die Menge

der geordneten n-Tupel (z1,zs,...,2,) mit x; € M; fir alle j € {1,2,...,n} heifit das
kartesische Produkt My x My x ... x M, der Mengen My, M,, ..., M,. Also

My x My x ... x M, ={(x1,22,...,2,) : fur alle j € {1,2,...,n} gilt x; € M;}.
Wir schreiben M", falls My = My = ... = M, = M gilt.
Beispiele:
(1) My ={0,1}, My ={1,2,3}, M; x My ={(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(1,3)}.
(2) M = {0,1}, M3 = {(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1, 1), (1,0,0), (1,0, 1), (1, 1,0), (1, 1,1)}.

Besonders wichtig ist natiirlich der Fall n = 2, in dem M; x M, die Menge aller geordneten
Paare (xq1,z2) mit 7 € My, xo € M, ist.



3 Funktionen

3.1. Zum Begriff der Funktion: Seien X, Y Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung)
f X — Y ordnet jedem x € X genau ein y € Y zu. Fiir das einem gegebenen x € X
zugeordnete y € Y schreiben wir f(x).

Schreibweise f: X — Y,z — f(x) (“f von X nach Y, x wird abgebildet auf f(x)”).
Beispiel: f:N— N 2+ 2-2—1,dann ist etwa f(1)=2-1-1=1, f(2)=2-2—-1=3
etc.

Die Menge {(z, f(z)) : € X} C X x Y heiBt Graph von f. Man kann diesen mit der
Funktion f identifizieren.

Fiir eine Funktion f : X — Y heifit X Definitionsbereich und Y Wertebereich von f. Fiir
A C X heifit
fA) ={f(z):x € A} Bild von A unter f,

und fir B C Y heifit
fHB):={reX: f(x) € B} Urbild von B unter f.

Insbesondere heifit f(X) = {f(z) : x € X} Bild von f (Menge aller y € Y, die von f
getroffen werden).

Im Beispiel oben ist
f(N) ={z € N: z ist ungerade }

und etwa
—1({1,2,3,4,5}) = f1({1,3,5}) = {1,2,3}.
4 D= 17({135) = {1.2.3) -
22.10.13
3.2. Definition: Sei f : X — Y eine Funktion.
(a) f heifit surjektiv, falls f(X) =Y gilt, dh falls jedes y € Y von f getroffen wird.

(b) f heifit injektiv, falls gilt Vay, 29 € X : 21 # 29 = f(x1) # f(22), dh falls es zu jedem
Element im Bild von f genau ein Urbild gibt.

(c) f heiBt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiele: (1) Die Funktion f : N — N von oben ist injektiv und nicht surjektiv.

(2) Die Funktion g : N — {0, 1}, z — { 0, st gerade ist surjektiv und nicht injektiv.

1, x ist ungerade

3.3. Komposition: Sind f: X — Y, g:Y — Z Funktionen, so definiert

gof: X —=2 xw— g(f(x))
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eine Funktion g o f (“g nach f”), die Hintereinanderausfihrung oder Komposition von f
und g.

Satz: Sind f: X —-Y,g:Y — Z, h: Z — W Funktionen, so gilt
ho(gof)=(hog)of,

dh die Hintereinanderausfithrung von Funktionen ist assoziativ.

3.4. Die Umkehrabbildung: Ist f : X — Y eine bijektive Funktion, so definiert
Y =X, y—u fals f(z) =y

eine Funktion f~!, die Umkehrabbildung (oder Umkehrfunktion) von f.

Beachte: Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem y ein solches x. Da f injektiv ist, ist dieses
x eindeutig bestimmt. Somit ist f~! tatsichlich eine Funktion.

Beispiel: Ist ) # X eine Menge, so heifit die Funktion X — X, x — =z, die Identitdit auf
X, geschrieben Idx oder idx. Die Funktion idy ist bijektiv und es ist (idy)™! = idx.

Bemerkung: Ist f: X — Y bijektiv, so gilt f~'o f =idx und fo f~! =idy.

3.5. Satz: Sind f: X - Y und g : Y — X Funktionen mit go f =idy und f o g = idy,
so ist f bijektiv und es gilt g = f~L.

Bemerkung: Durch Vertauschen der Rollen von f und ¢ folgt auch f = ¢g~! und insbeson-

dere (f~Y)~ ' =f.

3.6. Satz: Sind f : X — Y und g : Y — Z bijektive Funktionen, so ist go f : X — Z
bijektiv, und es gilt:
(gof)y '=flogt:Z =X,

Das ist klar. Die Formel heifit “Hemd-Jacken-Regel”.



4 Die reellen Zahlen

Grundmenge der Analysis ist die Menge R der reellen Zahlen. Wir fithren diese Menge
durch 15 Aziome ein, dh durch grundlegende Eigenschaften, aus denen sich alle weiteren
Rechenregeln herleiten lassen. Wir nehmen dann R als mit diesen Axiomen gegeben an.
Eine explizite Konstruktion (die natiirlich méglich ist!), fithren wir hier nicht durch.

4.1. Korperaxiome: Es gibt Verknipfungen + : R xR — R (“plus”, wir schreiben a +b)
und - : R x R — R (“mal”, wir schreiben ab oder a - b) mit

Va,b,ceR:(a+b)+c=a+ (b+c) (Al) (ab)c = a(bc) (A5)
VeRVaeR:a+0=a (A2) J1eR\{0}VaeR:a-1=a (A6)
VaeRI—aeR:a+(—a)=0 (A3) Va e R\ {0}Fa ' €R:a-a =1 (A7)
Va,beR:a+b=b+a (A4) ab=ba (AS)
Va,b,c e R:a(b+c) =ab+ac (A9)

Dabei sind (A1) und (A5) die Assoziativgesetze, (A4) und (A8) die Kommutativgesetze,
und (A9) ist das Distributivgesetz.
Schreibweisen: Fiir a,b € R setzen wir a — b := a + (—b) und, falls b # 0 ist, % := ab™".

Bemerkung: Aus (Al) — (A9) lassen sich alle Rechenregeln bzgl. “+” und “-” herleiten
(insbesondere z.B. “Bruchrechnung”). Diese werden von nun an als bekannt vorausgesetzt.

Beispiele: (1) Die Null in (A2) ist eindeutig, ebenso die Eins in (A6).

Beweis. Ist 0 € Rmit Va € R:a+0 = a, so folgt wegen (A2) und (44): 0 = 0+0
0+0=0.

Ol

(2) Die Elemente a in (A3) und a™! in (A7) sind eindeutig bestimmt. AuBlerdem gilt fiir
jedes a € R: —(—a) = a und, falls a # 0 ist, (a™!)™! = a.

(B)VaeR:a-0=0

Beweis. Sei a € R. Nach (A2) und (A9) gilt a-0=a-(0+0) =a-0+a-0. Setzen wir
b:=a-0,s0folgt 0=0+(—b)=(b+b)+(=b)=b+(b+(-b) =b+0=0. O

(4) Va e R: —a = (—1) - a.

Beweis. Es gilt (nach (A6), (A9), und (3)): a+a-(-1)=a-1+a-(-1)=a-(1+(-1)) =
a-0=0,also —a=a-(-1)=(-1)-a. O

(5) Va € R: a* = (—a)?, wobei a* := a - a.



Beweis. Es ist, nach (4), (A45), (A8) und (2): (—a)?
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4.2. Anordnungsaxiome: In R ist eine Ordnung “<” gegeben mit folgenden Eigen-
schaften:

(A10) Va,beR:a <boderb<a,

( ) Va,b,ceR:a<bundb<c=a<c,
(A12) Va,beR:a<bundb<a=a=0,
(A13) Va,b,ceR:a<b=a+c<b+cg,

( ) Va,b,ceR:a<bund 0 <c= ac< bc.

(A11) heifit Transitivitdt, (A12) heiit Antisymmetrie. (A10) bedeutet, dass die Ordnung
“total” ist (dh dass man je zwei Elemente vergleichen kann). Aulerdem beinhaltet (A10)
auch, dass a < a gilt (Reflexivitét).

(A13) und (Al4) bedeuten, dass die Ordnung < mit den Verkniipfungen “+” und “.”
vertraglich ist.

Schreibweisen: b > a < a<bja<b:a<bunda#b;b>a:<a<b

Bemerkung: Aus (A1) — (A14) lassen sich alle Rechenregeln fiir Ungleichungen herleiten.
Diese setzen wir von nun an als bekannt voraus.

Beispiele: (1) Fiir alle a € R gilt a* > 0.
Beweis. Sei a € R. Fall @ > 0: Dann gilt a-a > 0 - a nach (A14) und somit a®> > 0 nach
4.1(3).

Fall @ < 0: Dann gilt nach (A13): 0 = a + (—a) < 0+ (—a) = —a. Somit ist (—a)? > 0
nach Fall 1. Nach 4.1(5) ist dann a? = (—a)? > 0. O

(2) Aus a < b und ¢ < 0 folgt ac > be.
Beweis. ¢ < 0 = —c > 0 (siche Beweis von (1)). Nach (A14) ist dann a(—c) < b(—c).

Beachtet man a(—c) = —ac und b(—c) = —bc und addiert ac + be zu der Ungleichung
((A13)!), so erhélt man be < ac. O
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Intervalle: Seien a,b € R mit a < b. Wir setzen:

[a,b] = {re€R:a<x<0b} abgeschlossenes Intervall,
(a,b) = {xeR:a<z<b} offenes Intervall,
la,b) = {r€R:a<z<b} halboffenes Intervall,
(a,b] == {x€R:a<x<b} halboffenes Intervall,
[a,00) = {x€R:a< 1z},
(a,00) {reR:a <z},
(—o00,a] = {xeR:z<al,
(—00,a) = {xreR:z<a}l.

Weiter: [a,a] := {a} und (—o0,00) :=R.

a ,a>

a4 a<0 der Betrag von a.

4.3. Der Betrag: Fiir a € R heifit |a| := {

Beispiele: |1| =1,dal=1-12>0 (vgl. 4.2(2)), | -2 = —(-2)=2,da2=1+1>
1+0=12>0 und somit —2 < 0.

Beachte: Es gilt |a| = | — ] fiir alle a € R, also auch |a — b| = |b — al fiir alle a,b € R.
Anschaulich ist |a — b| der Abstand von a und b auf der Zahlengeraden.

Regeln: Seien a, b, c € R. Dann gilt:
1) la] > 0;

2) |la| =0 < a=0;

3) labl = lal - [0f;

(
(2)
(3)
(4) +a < |a|] und <|a| <c¢ & (a<cund —agc));
(5) la+ 0| < |a| + |b| Dreiecksungleichung;

(6)

6) |la| — |b]| < |a — b| umgekehrte Dreiecksungleichunyg.

Beweis. (1)-(4) sind leicht. Zu (5): Falls a+b > 0 ist, so gilt [a+b] = a+b < |a|+ |b| nach
(4). Falls a +b < 0 ist, so ist |[a + b = —(a + b) = —a + (=b) < |a| + |b] nach (4).

Zu (6): Nach (5) ist |a| =|a —b+b| < |a—b|+ |b| und |b| = |b—a+a| < |a—b| + |a|. Es

folgt |a] — |b| < |a — b und |b| — |a| < |a — b|. Nach (4) gilt somit ||a| — [b|| < |a —b]. O
Ende
Mo

4.4. Supremum und Infimum: Sei M C R mit M # 0. 28.10.13
M heilt nach oben [unten| beschrinkt < Fy € RVx € M 1z <~ [x > 7.

11



In diesem Fall heifit  eine obere Schranke (OS) [untere Schranke (US)] von M.

Eine obere Schranke [untere Schranke| v von M mit v € M heiit Mazimum [Minimum]
von M und wird mit max M [min M| bezeichnet.

Wegen (A12) sind max M und min M im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

Beispiele: Jede endliche nichtleere Menge M C R ist nach oben und nach unten beschrankt
und besitzt Maximum und Minimum. Fiir jedes a € R gilt |a| = max{a, —a}.

[1,2] ist nach oben und nach unten beschrankt, es ist 1 = min M und 2 = max M.

(1, 00) ist nach unten, aber nicht nach oben beschréankt und hat kein Minimum.
Definition: Ist v obere Schranke [untere Schranke] von M mit v < 4 [y > 4] fiir jede obere
Schranke [untere Schranke| 4 von M, so heifit v Supremum [Infimum| von M (kleinste

obere Schranke von M [grofite untere Schranke von M]) und wird mit sup M [inf M|
bezeichnet.

Nach (A12) sind Supremum und Infimum im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Ein Maximum ist immer auch Supremum, und es gilt sup M = max M genau
dann, wenn sup M € M ist (entsprechend fiir min und inf).

Beispiele: (1) M = [1,2). M ist nach unten und nach oben beschréankt. Esist 1 = min M =
inf M, M hat kein Maximum, und es ist sup M = 2.

Beweis. 2 ist obere Schranke von M. Zeige: es gibt keine echt kleinere obere Schranke. Sei
7 < 2. Zeige: 7 ist nicht obere Schranke von M. Falls ¥ < 1 ist, so gilt ¥ < 1 € M, also ist
7 keine obere Schranke von M. Falls ¥ > 1 ist, so ist 7 < 77“ € M und 7 ist keine obere
Schranke von M. O

(2) M = (1,00): Esist 1 = inf M ¢ M und sup M existiert nicht.

4.5. Das Vollstandigkeitsaxiom:

(A15) Jede nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von R hat ein Supremum.

Folgerung: Jede nichtleere nach unten beschrankte Teilmenge von R hat ein Infimum.

Beweis. Sei M C R mit M # (). Setze —M :={—x:xz € M}.
Vorbemerkung: Dann gilt v ist untere Schranke von M < —v ist obere Schranke von —M.

Da M # () untere Schranken hat, ist —M # () nach oben beschrankt, hat also ein Supremum
s := sup(—M). Nach der Vorbemerkung ist —s untere Schranke von M, und fiir jede untere
Schranke 4 von M ist —¥ eine obere Schranke von —M, also s < —7, dh ¥ < —s. Somit
ist —s groBte untere Schranke von M, dh —s = inf M. [
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Definition: Eine Menge () # M C R heifit beschrankt, falls M nach oben und nach unten
beschrankt ist.

Bemerkung: M beschrinkt < 3y > 0Ve € M : |z < 7.

4.6. Satz: Sei ) # B C A C R. Dann gilt:
(1) A beschrénkt = inf A < sup A.

(2) A nach oben [nach unten| beschrankt = B nach oben [nach unten| beschrankt und
sup B < sup A [inf B > inf A].
(3) Sei A nach oben [nach unten| beschrankt und v eine obere Schranke [untere Schranke]

von A. Dann gilt:

v=supA <= fiirjedese >0gibteseinx € Amitz >~y —¢
[y =inf A <= fiir jedes € > 0 gibt es ein x € A mit x < v+ ¢].

Beweis. (1) und (2) sind leicht.
Zu (3): “=":Sei v =sup A und £ > 0. Dann ist 7 — ¢ keine obere Schranke von A.

“<” (Kontraposition): Sei v # sup A =: 4. Dann v > 4, da 7 obere Schranke von A
ist, und € := v — 4 > 0. Fiir jedes x € A gilt dann © < 4 = v — . Wir haben gezeigt:
>0WeeAd:x<vy—e dh-(Ve>0dz € A:x >~y —¢). O

4.7. Natiirliche Zahlen: Idee ist N={1,1+1,1+1+1,...}.
Definition: A C R heiit Induktionsmenge (IM), falls 1 € Aund Ve € A:z+ 1€ A.
Beispiele: R, [1,00), {1} U [2,00) sind Induktionsmengen, {1} U (2, 00) ist keine Induk-

tionsmenge.

Definition: N := {z € R : fiir jede Induktionsmenge A C R gilt: x € A} heifit Menge der
natirlichen Zahlen.

Satz: (1) N ist eine Induktionsmenge (somit ist N die kleinste Induktionsmenge).

(2) N ist nicht nach oben beschrénkt. Ende Di
(3) Fiir jedes x € R gibt es n € N mit n > x. 29.10.13
(4) Fiir jedes b € R mit b > 0 gibt es n € N mit £ < b.

Beweis. (1) Esist 1 € N, da 1 € A fiir jede Induktionsmenge A. Sei x € N. Zu zeigen:
r+1 € N. Sei dazu A C R eine Induktionsmenge. Dann gilt t e NC Aund alsoz+1€ A
(da A eine Induktionsmenge ist).

(2) Annahme: N ist nach oben beschrénkt. Dann existiert v := sup N. Nach 4.6(3) (fiir
e =1) finden wir n € Nmit n >~ — 1. Dann gilt n+1 >~y und n+ 1 € N, dh + ist nicht
obere Schranke von N, Widerspruch.
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(3) folgt sofort aus (2).
(4) Sei b > 0. Nach (3) gibt es n € N mit n > § > 0. Es folgt > < b. O

4.8. Vollstandige Induktion:
Satz: Ist A C N und ist A eine Induktionsmenge, dann ist A = N.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt A C N. Da A Induktionsmenge ist, gilt N C A. ]

Beweisverfahren durch Induktion

Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Es gelte

Induktionsanfang (IA)  A(1)
Induktionsschritt (1S) Vn e N: (A(n)= A(n+1)).

Dann ist fiir jedes n € N die Aussage A(n) wahr, dh es gilt Vn € N : A(n).

Beweis. Setze A:={n € N: A(n)}. Nach (I A) gilt 1 € A. Sei n € A. Dann gilt A(n) und
nach (/.5) ist auch A(n + 1) wahr, dh n + 1 € A. Somit ist A eine Induktionsmenge und
A = N folgt aus dem Satz. O

+A(n)

Beispiele: (1) Fiir allen € Ngilt n > 1
eispiele: (1) Fiir alle n gi

IJ>

Beweis durch Induktion nach n. Induktionsanfang (I A): Es gilt 1 > 1, dh A(1) ist wahr.

Induktionsschluss (1.5): Sei n € N. Es gelte A(n), dh es gelte n > 1 (Induktionsvorausset-
zung (IV)). Dannist n+1 > 1+ 1 nach (/V) und 1+ 1> 1+ 0 = 1 nach 4.2 und 4.1,
alson +1>1und A(n + 1) ist wahr. O

n(n+1).

(2) Fiir jedesn e Ngilt 1 +2+...+n= 5

N

-~

=:A(n)

Beweis durch Induktion nach n. (IA) n=1: Esgilt 1 = 1+1 , dh A(1) ist wahr.
(IS) Sein € N. Es gelte 1+2+. . .4n = ™ "H L (IV). Zu zeigen ist 1424 .. 4+n+(n+1) =
SR

1
1424 4nt@mer)® ot

1 2
5 —l—n+1:(n+ )2(n+ )
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Wir setzen die natiirlichen Zahlen ab jetzt als bekannt voraus.

Definition durch Rekursion (bzw. durch Induktion)

Es sei G(1) definiert, und fiir jedes n € N sei G(n + 1) definiert unter der Voraussetzung,
dass G(1), G(2), ..., G(n) schon definiert sind.

Dann hat man G(n) fiir jedes n € N definiert.

Beispiele: (1) Fakultit: 1! := 1 und rekursiv (n+1)! := (n+ 1) - n! fiir jedes n € N, sowie

0l:=1. Dannist nl=n-(n—1)-...-2-1 fiir jedes n € N.
(2) Summenzeichen » : Seien ay, ag, ... € R. Setze
n+1 n
Zaj :=a; und fir jedes n € N : Zaj = (Zaj> + Gyt
j=1 j=1 j=1

Dann ist 7, a; = a1 + az + ... + a,, fiir jedes n € N. Die leere Summe ist 2221 a;j :==0.
(3) Produktzeichen []: Seien ay,as, ... € R. Setze

1 n+1 n
Haj :=a; und fir jedesn € N : Haj = (Haj> Sy
j=1 j=1 j=1
Dann ist [[/_, aj = a1 -az ... a, fiir jedes n € N. Das leere Produkt ist H?:1 aj:= 1.

4) Potenzen: Setze fir a € R: a® := 1, a' := a und a" := a" - a fiir jedes n € N. Dann
J
gilta" =ga-a-...-aqa fir jedesn € N.
—_——

n Faktoren

Varianten der Induktion: Man kann die Induktion auch bei z.B. n = 5 beginnen lassen.
Zum Beweis von “Vn € N mit n > 5: A(n)” hat man dann zu zeigen:

(14)  A(5)
(IS) VYneNmitn>5:(An)= An+1)).

Bei der Abschnittsinduktion zeigt man

(14)  A(1)
(IS) VneN:(AWANAR2)AN...NAn)= An+1)).
Auch dann hat man A(n) fir jedes n € N gezeigt (man fiihrt eigentlich ein Induktion fiir

B(n) := A(1) AN A(2) A ... AN A(n) durch). Vorteil ist hier, dass man zum Nachweis von
A(n + 1) mehr Aussagen verwenden darf.
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4.9. Ganze und rationale Zahlen:

Definition: Ny := NU {0}, Z := NgU {—n : n € N} Menge der ganzen Zahlen und
Q= {§ :p € Z,q € N} Menge der rationalen Zahlen.

Bemerkung: Die Axiome (Al) — (A14) gelten auch in Q. Hingegen hat die nach
oben beschrinkte Menge M = {x € Q : 2z* < 2} kein Supremum in Q, dh das
Vollsténdigkeitsaxiom (A15) gilt in Q nicht!

Satz: Jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge von Z hat ein Minimum. (ohne
Beweis)

Satz: Sind z,y € R mit z < y, so gibt es eine rationale Zahl r € Q mit =z < r < y.
ImFally —x > 1gibteseinpeZ mit x <p <y.

Beweis. Fiir den Zusatz setze p := min{m € Z : m > z}. Dann gilt x < pund p — 1 < z,
alsop <z +1<uy.

Zum Beweis des allgemeinen Falles wihlt man zunéchst ¢ € N so, dass y — x > 1/¢. Dann
ist gy — gxr > 1 und wir finden nach dem Zusatz ein p € Z mit qr < p < qy. Es folgt
x<plqg<uy. O

4.10. Binomialkoeffizienten: Fiir n, k € Ny mit £ < n setzt man

n\ n!
k) Kl(n—k)
(“n iiber k7).

Es gilt () =1= (") fiir allen € Ny, (}) = (,",) fiirallen >k >0, (;) =42 =6.

n + n _(n+1
k k—1) k)
Beweis. Es gilt

n N n B n! n+1—k+ n! k
k k—1) Eln—kE'n+1—-k (k—Dln+1-k)k

 (n+1—-k+kn!  (m+1
T KHmri-k O\ k)

Lemma: Fir 1 < k <n gilt
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4.11. Potenzen: Fiir a € R und n € Ny haben wir a™ in 4.8(4) definiert. Fiir a # 0 und
n € N setzt man a™" := -+

an’

Es gelten die bekannten Rechenregeln, also etwa (a™)" = ™" und @™ - a™ = ™.

(1) Fiir alle a,b € R und alle n € N gilt:

n—1
a®—b" = (a—0) Z a1 kbR,
k=0
[Ubungsaufgabe] Ende
(2) Binomialsatz: Fiir alle a,b € R und n € N gilt: Mo
04.11.13

(a+b)" = zn: (Z) a" ",

k=0

Etwa (mit a = b = 1): >0 (}) = 2" oder (mit a = —1 und b = 1) >7_(=1)*(}) =
(—1+1)" =0.

Beweis durch Induktion nach n. 1A n = 0 ist klar.
IS: Sei n € Nmit (a+b)" =Y",_, (7)a"s" . Dann gilt

(a+b)"" = (a+b)(a+b)"=(a+ b) <Z> aFpk

_ — (n kt1pn—k — (n akprti-k
> ()arws O(k)

k=0

n+1 n
n
G=k+1) = ) ( )a”b"“ T4 ( ) afprtih
= N T 1 k=0
— n+1 - n kbn-‘rl—k bn+1
3| )* )]s

n+1
_ Z n+1 akpnti-k
i .

(3) Bernoullische Ungleichung (BU): Sei # > —1. Dann gilt fiir alle n € N:

(14+2)" > 1+ nax.
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Beweis durch Induktion nachn. IAn=1. (1+z)l=14+2>1+1-x.
IS: Sei n € N mit (14 z)" > 1+ nx (IV). Dann gilt:

(1+2)" ' =0+2)"(14+z)>1+nr)(l+z)=1+nz+z+n2®> > 1+ (n+ 1)z

(4) Folgerung: Sei a € R.
Ist a > 1, so gibt es zu jedem K > 0 ein n € N mit a" > K.
Ist a € (0,1), so gibt es zu jedem € > 0 ein n € N mit a™ < e.

Beweis. Ist @ > 1, so finden wir zu K > 0 ein n € N mit n > £ und mit (BU) fiir

1
r=a—1 gilt dann
a"=(1+z)">14+nr=14+n(a—1)>14+K > K.

Ist a € (0,1), so ist @' > 1 und wir finden zu ¢ > 0 ein n € N mit a™™ > ¢~!, dh mit
a” < e. [

(5) Fiir alle z,y > 0 und n € N gilt:
r<y<=z" <y"

[Ubungsaufgabe, verwende (1)]

4.12. Wurzeln: Sei n € N.
Satz: Zu jedem a € R mit a > 0 gibt es genau ein b € R mit b > 0 und " = a.

Bezeichnung: b = /a, “n-te Wurzel aus a”.

Bemerkung: Also existiert etwa die reelle Zahl v/2 (bekannt: v/2 € Q). Wir ziehen hier
nur Wurzeln aus Zahlen > 0!

Folgerung: Fiir alle a,b > 0 gilt wegen 4.11 (5):
a<be Ya< Vb,

und wegen (/a/b)" = ab gilt
Vab = /aV/b.

Beweis des Satzes. Der Fall a = 0 ist klar. Sei also a > 0. Setze M := {x > 0: 2" < a}.
Dann ist M nichtleer, und a 4+ 1 ist obere Schranke von M: Sei > 0 mit 2™ < a. Dann
ist r < a+ 1, da die Annahme z > a + 1 mithilfe von BU zum Widerspruch

"> (14+a)">14+na>na>a
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fihrt.
Also existiert b := sup M. Dabei ist b > 0, denn = := (1 + é)fl € M wegen

1 1\" BU n 1 1
— =1+ — >14+4—=14->—.
x" na na a a

Vorbemerkung: Fiir 6 € (0,b) gilt:

bn +52nbn—1
b — 527"

(b+ )"
(b—d)"

[Es ist

— n knk< n n—1 n < pn nin—1
(b4 o) b+z<)5b b" + 6b Z(k)_b + 62"
<gbn—1 k=1
<2n

und die andere Ungleichung zeigt man dhnlich. |

Wir behaupten b" = a.
Annahme: V" < a [b" > a|. Dann ist € := a — 0" > 0 [¢ := 0" — a > 0] und wir finden

6 € (0,b) mit § < 5=r. Unter Verwendung der Vorbemerkung ist dann

"4+ 62" < b e =a
bt — 62" > b — e = al,

(b+o)"
[(b—0)"

also b+ 6 € M und somit b+ 6 < b [also b— d obere Schranke von M und somit b— 9 > b]:
Widerspruch! ]

<
>
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5 Die komplexen Zahlen

5.1. Konstruktion: Auf R? erkliren wir zwei Verkniipfungen “+” und “+” durch

(1, 91) + (T2, 2) = (21 + 22,91 + 12) und
(x1,01) * (T2,y2) = (122 — Y1Y2, Toy1 + T1Y2).

Man kann nun nachrechnen, dass die Kérperaxiome (A1) — (A9) fiir diese Verkniipfungen
gelten (wobei “x” die Rolle der Multiplikation tibernimmt):

(A1) — (A4) sind leicht. (A5) muss man nur hinschreiben (etwas aufwendiger), (1,0)
ist das neutrale Element bzgl. “x”. Das zu (z,y) # (0,0) bzgl. “x” inverse Element ist
<IQ“”Ty2, ——Z > (A8) ist klar, (A9) schreibt man sofort hin.

x2 +y2

Es gilt (21,0) 4+ (29,0) = (21 + 22,0) und (z1,0) * (22,0) = (z122,0), dh man kann das
Paar (z,0) mit der reellen Zahl z identifizieren. Somit sind die reellen Zahlen (R, +,-) in
unserem Modell (R?, +, %) der “komplexen Zahlen” enthalten.

Weiter ist (0,1) % (0,1) = (—1,0), dh (0,1) ist eine “Zahl”, deren Quadrat = —1 ist. Man
setzt nun 7 := (0, 1) und schreibt = + iy statt (z,y). Es ist dann
C:={z+iy:xz,y € R} die Menge der komplexen Zahlen.

Fir z = x + iy € C mit z,y € R heiit = der Realteil von z (geschrieben Re z) und y heifit
der Imagindrteil von z (geschrieben Im z). Komplexe Zahlen z mit Rez = 0 heiflen rein
imaginar und komplexe Zahlen mit Im z = 0 heiflen reell.

Also: Man kann mit komplexen Zahlen wie gewohnt rechnen und muss nur 2 = —1
berticksichtigen, etwa

(x1 +iy1) (zg + iy2) = 2129 + (Y122 + T1Y2) + PY1ys = (X129 — Y1Ya) + (ot + T1Y2),

Wy ”

vergleiche die Definition von “x” oben.

5.2. Konjugation und Betrag: Zu einer komplexen Zahl z = z + 1y heifit Z := = — 1y
die konjugiert komplexe Zahl. Es gilt dann z -z = 22 + y? > 0 und |2| := V22 = /22 + 42
heifit Betrag der komplexen Zahl z.

Rechenregeln: Fir alle w, z € C gilt:
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Rez=1(z+7%) und Imz = (2 — ),

max{|Re z|,|Im z|} < |z] < |Rez| 4 |Im z| [denn max{|z|, |y|} < /22 +y? <
|z[ + |y| fir z,y € R},

|z - w| = |2] - |w| [denn |zw|?* = z2wzw = 2zww = |2|*|w|?],
|z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung) und ||z| — |w|| < |z — w|. [Es ist
namlich

24w = (z+w)(Z+w)

= 2zZH+ww+ 2w+ wz
= 2P+ |wf+ 2w+ (2w)
N————

=2Re (zw)<2|2w|
< L2+l + 20zlfw] = (2] + w])?,
woraus die Dreiecksungleichung durch Wurzelziehen folgt. |

Ende Di

Eine komplexe Zahl ist Null genau dann, wenn Real- und Imaginarteil beide Null sind. Ist 05.11.13

x + 1y # 0, so ist das multiplikativ Inverse gegeben durch
1 1 T — 1y z

NE

z J:+iy: (x 4+ iy)(x — 1y)

5.3. Zur anschaulichen Vorstellung: Man stellt sich komplexe Zahlen gerne in der
Ebene vor, also z + iy als den Punkt (z,y) € R2.

Addition: Addition mit a + ib bedeutet eine Verschiebung.

Multiplikation: Multiplikation mit ¢ bedeutet eine Drehung um 90° nach links, Multiplika-
tion mit a + ib bedeutet also eine Drehstreckung.

Dreiecksungleichung:

Im

ztw

w

—e
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Polarkoordinaten und Eulerformel: Eine komplexe Zahl z = x + iy (wobei z,y € R)
kann man schreiben mithilfe ihres Betrages r = |z| und des Winkels ¢ zur positiven -
Achse (dh mithilfe von Polarkoordinaten). Es ist ndmlich x = 7 cos ¢ und y = rsin ¢ nach
Schulmathematik. Verwendet man die Fulerformel

e =cosp+ising (¢ €R),

so erhilt man z = x + iy = r cos @ + irsin p = re’?. Multiplikation mit z dreht dann um
den Winkel ¢.

t Im

2z =x +iy = re?

y=rsingp

1 T =TCosp

Sind sin und cos bekannt, so kann man die Eulerformel als Definition von e verwenden.
Wir werden spater jedoch umgekehrt vorgehen.

5.4. Polynome: Ein Polynom p (oder p(z)) mit komplexen Koeffizienten ist ein formaler
Ausdruck p(2) = ap2™ + a,_12" '+ ...+ a2 + a1z 4+ ap mit n € Ny und a; € C fir alle
j €{0,1,...,n}. Das Polynom heiit reell, wenn alle Koeffizienten a; reell sind.

Das Polynom heifit vom Grad n, falls a,, # 0 gilt, und zusatzlich normiert, falls a,, = 1 ist.

Falls a,, = 0 ist, so ist auch p(z) = a,_ 12" '+ ...+ a22? + a1z + ag, dh fithrende Nullkoef-
fizienten kann man weglassen.

Es gilt insbesondere
p(z) hat den Grad 0 <= p(z) = ap und ag # 0.
Das Nullpolynom p(z) = 0 hat keinen Grad.

Die Menge aller Polynome mit komplexen Koeffizienten (in der “freien Variablen” z) be-
zeichnen wir mit Clz].

Horner-Schema: Bei der Berechnung von p(z) = a,2" + ... + a1z + ay fiir ein gegebenes
z € C geht man 6konomischerweise so vor:

p(z2)=((...(((an 24+ an1) 2+ ap2) 24+ an3)...) - 2+a1) -2+ ao.
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Definition: Ein z; € C mit p(zp) = 0 heiBBt Nullstelle des Polynoms p.

5.5. Polynomdivision: Seien p,q € C[z] \ {0} Polynome vom Grad n bzw. k¥ < n. Dann
gibt es eindeutig bestimmte Polynome m € Clz] \ {0} und r € C[z] mit Gradm =n — k
und 7 = 0 oder Gradr < k und p = mq + r (Division mit Rest).

Beweis. Fiir p(z) = a,z" + ... und q(z) = bpz® + ... setze ¢, p = a,/by. Dann ist
p1(2) == p(2) — ch_x2" "q(2) entweder = 0 (dann ist man fertig) oder hat Grad n; < n—1.
Ist ny < k, so ist man fertig, ansonsten wiederhole man den obigen Schritt mit p; statt p.
Das Verfahren endet nach endlich vielen Schritten. ]

Satz: Ist p € C[z] Polynom vom Grad n > 1 und ist zo Nullstelle von p, so gibt es ein
Polynom ¢ € C[z] vom Grad n — 1 mit

p(2) = q(2) - (2 = 20).

Dabei heifit z — zg Linearfaktor.

Beweis. Wir dividieren p(z) durch das Polynom z — z, (das den Grad 1 hat) und erhalten
p(2) = q(2)(z — 20) + 7(2), wobei Gradqg = n — 1 und r = 0 oder r(z) = rg # 0. Wegen
p(z0) = 0ist r(z9) = 0, also r = 0. O

Definition: Die Vielfachheit (Vth) einer Nullstelle zy von p gibt an, wie oft man p(z)
durch den Linearfaktor z — zg dividieren kann.

Folgerung: Ein Polynom vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

5.6. Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat mindestens
eine Nullstelle in C. (ohne Beweis)

Folgerung: Ist p(z) normiertes Polynom vom Grad n > 1, so gibt es z1, 23, ..., 2, € C mit
p(z)=(z—2z1) - (z—22) - ...- (2 — zp).
Eine feste Nullstelle zy von p(z) kommt dabei in z1, 2, . . ., 2, so oft vor, wie ihre Vielfach-

heit angibt.

Beispiele: (1) p(z) = 2® + 22 + z + 1. Eine Nullstelle ist 29 = —1, dann ist z — 2o = 2 + 1.
Durch Polynomdivision findet man (23+42242+1) : (24+1) = 22+1 = 22—i? = (2—1)(2+1).
Also ist p(z) = (z + 1)(z — i)(z + @), die Nullstellen sind —1, i und —i und haben jeweils
die Vielfachheit 1.

(2) p(z) = 22 — 22 + 1 = (2 — 1)%. Einzige Nullstelle ist 1 (mit Vielfachheit 2).
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6 Folgen und Konvergenz

6.1. Definition: Eine reelle [kompleze] Zahlenfolge ist eine Abbildung N — R, n — a,
[bzw. N — C, n — a,).

Wir schreiben (ay)nen, (a,)32, oder kurz (a,) oder auch (ay, as,as,...).

Beispiele: (1) a, = + fiir alle n € N, also (a,) = (1,3, 3,...).

(2) a, = (—=1)" fiir alle n € N, also (a,,) = (—1,1,—-1,1,—1,...).
(3) a, =" fiir alle n € N, also (a,) = (i, -1, —i,1,4,—1,—i,1,...).

Der Begriff der Konvergenz ist fiir die Analysis von zentraler Bedeutung.

6.2. Konvergenz: Sei (a,) eine Zahlenfolge und a € R [bzw. a € C|. Wir sagen, dass (a,,)
gegen a konvergiert und schreiben lim,, . a,, = a, falls gilt:
Ve>03 ny €NVn>ng:la,—al<e.
—~—
= o(¢)
Das bedeutet: “die a,, kommen a beliebig nahe” oder “der Abstand |a, — a| wird beliebig
klein”.
Die Zahl a heifit dann Limes oder Grenzwert der Folge (ay,).

Eine Folge (a,) heifit konvergent, falls es ein a € R [bzw. a € C] so gibt, dass (a,) gegen a
konvergiert. Eine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent.

Beispiele: (1) lim, . + = 0: Sei ¢ > 0. Nach 4.7(4) finden wir ein no € N mit nio < €.
Fiir jedes n > ng gilt dann:

1 1 1
——0l==<—x<e.
n n -~ ng
Wir haben lim,,_, % = 0 nachgewiesen. Ende

Mo
Schreibweisen: Statt lim,, . a, = a schreibt man auch lima, = a, a, = a (n = 00) 11.11.13

oder a,, — a.

(2) Fiir jede Zahlenfolge (a,) und jedes a gilt:
lima, =a < lim|a, —a| =0.
Insbesondere ist fiir a = 0:

lima, =0 <= lim|a,| =0.
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(3) Die Folge (an)nen := ((—1)")nen ist divergent: Sei a € R. Setze

o 1/2, falls a € {1, -1}
ST 12 min{|l—a|,| - 1—a|}, fallsag{1,—1} -

Dann gilt |a,, — a| > ¢ fir unendlich viele n € N. Folglich konvergiert (a,) nicht gegen a.
Da a beliebig war, ist (a,) divergent.

(4) Fiir b € C gilt:
lim " =0 < |b| < L.

n—oo
Denn fiir [b] > 1 gilt [0"] = [b|™ > 1 fiir alle n € N und (b") konvergiert nicht gegen Null.
Fiir [b] < 1 sei € > 0. Nach 4.11(4) finden wir ein ng € N mit |b|™ < e. Fiir n > ng gilt
dann 0 < [0 = |b|™ < |b|™ < e. Also ist lim,, b" = 0.

(5) Zu jedem r € R gibt es eine Folge (¢,) mit ¢, — r und ¢, € Q fiir alle n € N. Denn
nach 4.9 finden wir zu jedem n € Nein ¢, € (r —1/n,r+ 1/n) N Q. Wegen |¢, —r| < 1/n
fiir alle n € N folgt dann ¢, — 7.

Umformulierung: Sei a € R [oder a € C] und € > 0. Dann heifit

Ucda) ={x eR:|z—a| <e} [bzw. U.a):={2€C:|z—al <e}
die e-Umgebung von a in R [bzw. in C].
Die e-Umgebung von a € R in R ist das Intervall (a —¢,a + ).

Wir sagen, dass eine Eigenschaft “fir fast alle (ffa) n € N g¢ilt”, falls sie fiir alle bis auf
endlich viele n € N gilt.

Beispiel: Fiir fast alle n € N gilt n > 5.
Sind eine Folge (a,) und eine Zahl a gegeben, so gilt:

lim a, = a <= fir jedes ¢ > 0 gilt: a,, € U.(a) fiir fast alle n € N.

n—o0
Bei Konvergenzfragen kommt es also auf endlich viele Folgenglieder nicht an.

Fiir p € Z bezeichnet man auch (a,);2, als Folge.

Bemerkungen: (a) Der Grenzwert einer Zahlenfolge ist eindeutig bestimmt.
(b) Eine konvergente Folge (a,) ist beschrdnkt, dh die Menge {a,, : n € N} ist beschrankt.

(c) Ist (z,) eine komplexe Zahlenfolge, so ist (z,) genau dann konvergent, wenn die reellen
Zahlenfolgen (Re z,) und (Im z,) konvergent sind. Genauer gilt fiir z, € C:

Z, — 29 <= Rez, = Rezy und Im z,, — Im 2,
Das liegt an der Abschitzung (vgl. 5.2)

max{|Re z, — Re 2|, [Im 2z, — Im 29|} < |z, — 20| < |Re 2z, — Re 29| + |Im 2, — Im 2.
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Konvergiert etwa (z,) gegen zy € C, so zeigt die linke Ungleichung, dass Re z, — Rez
und Im z, — Im 2. Konvergiert hingegen (Re z,,) gegen a € R und (Im z,,) gegen b € R, so
setze 2o := a + b, und die rechte Ungleichung zeigt z, — 2.

(d) Zur Beruhigung: Ist (a,) eine reelle Zahlenfolge und a € C mit a,, — a, so gilt a € R.
Wire ndmlich a € C \ R, so hétte man fiir jedes n € N:

la, —a| > |Ima, —Ima| = |Ima| =1 >0,
im Widerspruch zu |a,, — a| — 0.

Wir beschranken uns deshalb weitgehend auf reelle Zahlenfolgen.

6.3. Grenzwertsatze: Seien (a,,), (b,), () und (c,) reelle Folgen und a,b € R.
1) |a, — a| < o, fir fast alle n € N und «,, » 0 = a,, — a.
2) a, = a = |ay| — |a.
)
4) a, — a und b, — a und a, < ¢, < b, fir fast alle n = ¢, — a.
)

(
(
(3) a, = a und b, — b und a,, < b, fir fast alle n = a <b.
(
(

5) Gilt a,, = a und b, — b, so gilt a, + b, — a+bund a, - b, — a-b. Ist b # 0, so ist
bn, # 0 fiir fast alle n und es gilt = — .

Beweis. (1) ist leicht. Fiir (2) verwendet man ||a,| — |a|| < |a, — a| (vgl. 4.3(6)) und (1).

Zu (3): Sonst wére a > b, und mit € := (a — b)/2 ist a, > a —e > b+ > b, fiir fast alle
n, Widerspruch.

Zu (4): Ist € > 0, so gilt fiir fast alle n: a,,b, € U.(a), also a —e < a, < ¢, < b, <a+e.
Zu (5): Sei € > 0. Dann |a,, — a| < £/2 und |b, — b| < £/2 fiir fast alle n. Also
lan + b, — (a+b)| <la, —a|l +|b, — b <e/24+¢/2=¢
fir fast alle n. Bei (a, - b,) verwendet man
|anb, — ab|l = |(anb, — anb) + (a,b — ab)| < |a,||b, — b| + |b||a, — a
und die Tatsache, dass die konvergente Folge (a,) beschrankt ist, dh es gibt M > 0 mit
la,| < M fiir alle n € N. Die Behauptung folgt aus (1) und (5) fir “+”.

Die Aussage iiber (3*) muss man nur fiir a, = 1 zeigen. Sei dazu b # 0 und ¢ := |b|/2.
Dann ist 6 > 0 und wir finden ng € N mit |b, — b| < ¢ fiir alle n > ng. Fir n > ng gilt

dann auch
’bn’ = ‘b_(b_bn)’ > ’b‘ - ‘b_bn’ >20—-0=0

und

woraus die Behauptung folgt. [
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6.4. Monotone Folgen: Eine reelle Folge (a,,) heifit

monoton wachsend, falls Vn € N:a, < a,1,
monoton fallend, falls Vn € N:a, > api1,
streng monoton wachsend, falls Vn € N:a, < a,41,

streng monoton fallend, falls Vn € N:a, > a,..

Satz: Ist eine monoton wachsende [bzw. fallende] reelle Folge (a,) beschriankt, so kon-
vergiert sie, und zwar gegen sup{a, : n € N} [bzw. inf{a, : n € N}|.

Beweis. Sei (a,) monoton wachsend und s := sup{a,, : n € N}. Zu e > 0 finden wir ny € N
mit a,, > s —¢e. Fiir n > ng gilt dann s — ¢ < a,, < a, < s, also auch |a, — s| < e. O]

6.5. Beispiele: (1) a,, >0 fir allen € N, a,, > a und p € N = ¢/a, — Va.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass fiir alle y > z > 0 gilt ¢y — Vo < ¢y — 2. [Es ist
namlich nach dem binomischen Satz (Y/y —z+ V) =y —z+ ... +x > y]
>0

Wir erhalten somit |¢/a, — ¢/a| < {/|a, — a| fiir jedes n € N. Setzen wir b, := |a, — al, so
gilt b, — 0 und es reicht zu zeigen, dass ¥/b, — 0. Zu € > 0 finden wir ng mit b, < P fiir
alle n > ng. Es gilt dann 0 < ¥/b,, < ¢ fiir alle n > ny. O

(2) /n — 1: Setze a, := {/n — 1. Dann ist a,, > 0 fiir alle n, und fiir n > 2 gilt:

n = (1+an)”=zn: (Z)afi > (Z)aiz @afw

k=0

also 0 < q,, < ﬂ/\/n — 1. Es folgt a,, — 0.

Fiir ¢ > 0 gilt /c — 1: Fir ¢ > 1ist 1 < /¢ < /n fiir fast alle n, und fiir ¢ € (0, 1) ist
1/3/n < /e <1 fiir fast alle n. Wende nun 6.3(4) an.

(3) Konvergiert die Folge (a,) so gilt a,+1 — a, — 0. Denn es gilt auch a,y; — 0, und
an+1 — a, — 0 folgt aus Satz 6.3(5).

Es gilt aber auch z.B. v/n +1 — y/n — 0. Fiir jedes n € N ist namlich

VT Ty Wt I-vyWntTtyn) _ (nth-n _ 1

= <

Vit 1+n IRV NN

woraus v/n + 1 — y/n — 0 folgt, obwohl (y/n),en nicht konvergiert.
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(4) Sei z € C und s, := Y ,_,2" fiir jedes n € N. Die Folge (s,) konvergiert genau
dann, wenn |z| < 1 ist. In diesem Falle gilt lims, = (1 — 2)~!. Fiir |z| > 1 ist namlich
|Sp11— S| = |2|"™ > 1, und (s,,) konvergiert nicht (verwende (3) und Bemerkung 6.2(c)).
Fir |2] < 1ist s, = 55 :1 nach Ubungsaufgabe und also s, — (1 — z)~! nach Beispiel
6.2(4).

6.6. Teilfolgen: Ist (a,) eine Folge und k£ : N — N eine Abbildung mit k(n) < k(n + 1)
fir alle n € N (dh (k(n)) ist eine streng monotone Folge natiirlicher Zahlen), so heifit die
Folge (ar@)) Teilfolge (TF) von (ay,).

Eine Zahl b heilt Haufungswert (HW) der Folge (ay,), falls es eine Teilfolge von (a,) gibt,
die gegen b konvergiert.

Beispiel: (as,ay4,ag,...) ist Teilfolge von (a,), hier ist k(n) = 2n fir alle n € N.
(a3, ay,ar,as, ...) ist hingegen keine Teilfolge von (a,,).
Bemerkung: Eine Zahl b ist Haufungswert der Folge (a,) genau dann, wenn fiir jedes
e > 0 gilt, dass a; € U.(b) ist fiir unendlich viele k& € N.

Beispiele: (1) Gilt a,, — a, so konvergiert jede Teilfolge von (a,) gegen a, dh a ist einziger
Héufungswert von (ay,).

(2) Die Folge ((—1)") hat genau die Haufungswerte 1 und —1: Wegen ag,, — 1 und agy, 11 —
—1 sind 1 und —1 Héufungswerte. Ist b € R\ {1, -1} und € := min{|1 —b|,| =1 —b|}/2, so
ist £ > 0 und in U.(b) liegen keine Folgenglieder. Somit ist b kein Haufungswert von (a,,).

Satz (Bolzano-Weierstraf}): Jede beschrankte Zahlenfolge hat eine konvergente Teil-
folge, dh jede beschrankte Zahlenfolge hat einen Haufungswert.

Beweis. Ist (¢p)men beschriankt, so finden wir Iy := [ay,by], das alle ¢, enthélt. Setze
k(1) := 1, so dass cia) € 1. Ist I, = [an, b,] konstruiert und k(n) gefunden, so definiere
Iy1 := [any1, buy1] als linke Halfte von 1, falls diese unendlich viele der ¢, enthélt, sonst

als die rechte Hélfte von I,,. Dann findet man k(n +1) > k(n) mit cypi1) € Ipgqr. Offenbar
ist (a,) monoton wachsend und beschrénkt, also a, — a. Weiter ist (b,) monoton fallen
und beschrinkt, also b, — b. Wegen b, — a,, = 2""(b; — a1) — 0, gilt a = b. Schlielich
folgt cr(ny — a wegen 6.3(4). ]

Bemerkung: Der Satz gilt auch fiir komplexe Zahlenfolgen.

6.7. Rechnen mit oco: Sei (a,) eine reelle Folge.

a, > 00 <= VK eRdngeNVn>ng:a,>K,
a, =~ —00 <= VK eRIngeNVYn>ng:a, < K.
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Also a,, = oo [a, — —o0], falls fiir jedes K € R gilt, dass a, > K [a, < K] fiir fast alle
n € N.

Achtung: Man redet hier nicht von “Konvergenz” und auch nicht von “Grenzwert” , denn
+o0o € R, dh co und —oc sind keine Zahlen. Man sagt jedoch etwa “die Folge a, geht
gegen unendlich” und schreibt auch lim,, a,, = oco.

Bemerkung: (a) Gilt a,, — %00, so folgt |a,| — oo und 1/a, — 0. [Der erste Teil ist
klar. Es gelte |a,| — 0o0. Zu € > 0 finden wir ng mit Vn > ng : |a,| > 1/e. Es gilt dann
Vn >ng:|1/a,| < €] Ist a, > 0 fir alle n und a,, — 0, so folgt 1/a,, — oo.

(b) Ist die reelle Folge (ay) nicht nach oben [unten] beschréinkt, so gibt es eine Teilfolge
(ak(n)) von (an) mit ak(n) — 0 [bZW mit ak(n) — —OO]

(c) Fiir jede monoton wachsende [monoton fallende] Folge (a,,) gibt es a € RU {oo} [bzw.
a € RU{—o0}| mit a, — a.

Konventionen: Fiir alle a € R gilt —oo < a < oo.

Man setzt fiir a € R: a+00 = 00, a—00 = —00, sowie fiir a > 0: a-00 = 00, a-(—00) = —00
und fiir a < 0: a- 00 = —00, a- (—00) = 0.
AuBerdem setzt man oo 4+ 00 = 00, —00 — 00 = —00 und 0o - 00 = 00, 00 - (—00) = —00,

(=00) - (=00) = o0.
Achtung: Die Ausdriicke 0 - 0o, 0 - (—o0) und oo — oo sind nicht definiert!

Regeln: Seien (a,), (b,) reelle Folgen mit a,, — a und b, — b, wobei a,b € RU {00, —c0}.
Dann gilt:

Gy, + b, = a-+0b, falls a4+ b definiert ist,
ay - b, = a-b, falls a-b definiert ist.

Beachte, dass Bemerkung (a) oben das Verhalten von (1/a,) beschreibt.
Definition: Sei () # M C R eine Menge.

sup M = oo :<=> M ist nicht nach oben beschrankt,
inf M = —oo :<= M ist nicht nach unten beschrankt.

Bemerkung: Manchmal findet man auch sup () := —oo und inf () := oo.

Bemerkung: Man hat also fir () # M C R:

supM =00 <= VK >0dreM: x> K,
infM=-00 <= VK>0dreM:z<-—K.

Beispiele: supN = oo, inf Z = —oc.
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6.8. Limes superior und Limes inferior: Sei (a,) eine reelle Folge. Ist (a,) nach oben
beschrankt, so ist die durch b, := sup{ay : k > n} definierte Folge (b,) monoton fallend
und wir definieren

limsup a,, := hm b, = hm sup{ag : k > n}.
n—oo

Ist (a,) nach unten beschréankt, so ist die durch ¢, := inf{ay : k > n} definierte Folge (c,)
monoton wachsend und wir definieren

liminfa, := lim ¢, = hm mf{ak k>n}.
n—oo n—oo

Ist (a,) nicht nach oben [unten| beschrinkt, setzen wir limsup,_,. a, = oo [bzw.
liminf, . a, = —o0].

Schreib- und Sprechweisen: Man schreibt auch kurz lim sup,, a,, oder lim sup a,,, sowie
lim,,_,oan, lim,a,, lima, und spricht vom “oberen Limes”, entsprechend fiir liminf mit
lim (“unterer Limes”).

Bemerkung: (a) Es gibt stets Teilfolgen (ay(,)) und (aim)) von (a,) mit

Uy — limsupa, (n — 00), ainy — liminfa,, (n — o0).

m—oo m—o0

(b) Ist (a,) beschrinkt, so ist limsupa, der gréte und liminfa, ist der kleinste

Héufungswert von (ay,). Ende
Beispiele: (1) Fir a, := (—n)" ist limsup a,, = 0o und liminf a,, = —oco. Die Folge hat 11\/515011 13

keine Haufungswerte.

(2) Fiir a,, :== (—1)" ist limsupa,, = 1 und liminf a,, = —1.

(3) Ist a,, > 0 fiir alle n € N, so gilt lima,, = 0 genau dann, wenn lim sup a,, = 0 ist.
(4) Gilt a,, - a € RU {00, —00}, so ist limsup a,, = liminf a, = a.

Allgemeiner gilt:
Ist (a,) eine reelle Folge und
A:={a € RU{oo, —00} : es gibt eine Teilfolge (ay()) mit army — a },
so ist limsup,, @, = max A und lim inf,, a,, = min A.

e

,n gerade

_ 1
(5) Sei die Folge (a,)nen gegeben durch a,, := { (( —|)— (-1 )n§1)> 1 ungerade Dann gilt
fur k € N:
1
a4k—1—E—>1 a4k+1:(4k:+1)(1—1)0—>0,
1
a4k+2:—(1— 4k+2)—>—1, (Z4k+3:(4/€+3)(1+1) — OO
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Wir haben also hier A = {1,0, —1, 00} und limsup,, a, = oo, liminf, a,, = —1. Man sieht
auch z.B. lim sup,, as, = 1, liminf,, as,+1 = 0.
6.9. Erganzung: Cauchyfolgen: Sei (a,) eine konvergente Zahlenfolge. Dann gilt:

(@) Ve >0 3ng € NVn,m > ng: la, — an| < e.

Beweis. Es gelte a, — a. Sei ¢ > 0. Dann finden wir ng € N mit Vn > nyg : |a, — a| < ¢/2.
Seien nun n, m > ngy. Dann gilt:

lan — am| = |an —a+ (a — ap)| < |a, —a|+ |a —ap| <e/2+e/2 =¢.
O

Definition: Eine Folge (a,), fiir welche die Eigenschaft (C') gilt, heiit Cauchyfolge (CF).

Bemerkung: Jede Cauchyfolge (a,) ist beschrénkt.

Beweis. Wahle ng mit Yn,m > ng : |a, — apn| < 1 und setze M =
max{|ay|, |as, ..., |an,|} + 1. Ist nun n € N, so gilt |a,| < M, falls n < ng. Fir n > ny ist

|an| < |an — CLno| +|am)| <M.
—_——

<1

Folgerung: In R und in C gilt, dass jede Cauchyfolge konvergiert.

Diese Eigenschaft heifit Vollstandigkeit. Der Vorteil ist, dass man so Konvergenz zeigen
kann, ohne den Grenzwert kennen zu miissen.

Beweis. Da eine Cauchyfolge (a,) beschrankt ist, hat sie nach Bolzano-Weierstrafl eine kon-
vergente Teilfolge ayn,) — a. Die Eigenschaft (C) impliziert dann Konvergenz der gesamten
Folge: Zu ¢ > 0 finden wir ein ng so, dass fiir alle n,m > ng gilt |a, — a,| < £/2 und
|ak(no) — a| < €/2. Fiir jedes n > k(no) gilt dann wegen k(ng) > ng:

e €
lan — al < an — Qrgng)| + |Arne) — al < 3 + 3= c.
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7 Reihen

7.1. Definition: Sei (a,),en eine Folge und sy := 27]:;1 ap = a; +as + ...+ ay fir jedes
N e N. Die Folge (sn)nven heifit (unendliche) Reihe und wird mit )~ a, bezeichnet. Die

Zahl sy heifit N-te Partialsumme oder N-te Teilsumme von Y~ a

Die Reihe > 7
divergiert].

-1 Gy, heilt konvergent [divergent], falls die Folge (sy)nyen konvergiert [bzw.

Ist Zzozl a,, konvergent, so heifit limy_.o, sy der Reihenwert von Zzozl a, und wird eben-
falls mit »>° | a, bezeichnet.

Bemerkung: (a) Die Folge (a,) kann hier reell oder komplex sein. Ist (a,) komplex, so
heiit die Reihe Y>> Rea, Realteil der komplexen Reihe Y > a, und Y 7, Ima, heiBt
Imagindrteil von Y > | ay,.

n=1

Eine komplexe Reihe konvergiert genau dann, wenn ihr Realteil und ihr Imaginarteil beide
konvergieren. In diesem Fall ist

Z ZRean+zZIman,

n=1

also
e (Z an> = Z Rea, und Im (Z an> = Z Ima,,
n=1 n=1 n=1 n=1

vgl. mit 6.2.

N

(b) Ist p € Z, so verfihrt man fiir Folgen (a,);2, entsprechend, indem man sy =

fiir N > p setzt und (sy)%-, betrachtet. Ein chhtlger Fall ist hierbei p = 0.

Beispiele: (1) Die geometrische Reihe ) - 2", wobei z € C, konvergiert genau dann,
wenn |z| < 1. Fir |z| < 1ist ) 2 2" = (1 —z)™! (Vgl 6.5(4)).

(2) >0, n(n+1) Fiir jedes n € N gilt: n(n+1) =1_ +1, also ist fiir jedes N € N:
1 1 1 1 1 1
e b =1 31 (N = 00).
T T SRR VA i i1 ot W)
Somit ist > 7, n(n+1) konvergent und Y, n(n+1) = 1.
(3) Die harmonische Reihe y - +. Fiir jedes N € N ist
—ig by +1+ IS S NS S
SoN — 9 N N—|—1 .. 9 =~ SN 2N—SN 2
. ~ 7 N / N~
o >N 2oy

Also ist (sy) divergent, denn sy — s € R wiirde sony — sy — s — s = 0 implizieren im
Widerspruch zu son — sy > 1/2 fiir alle N € N.
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7.2. Satz: Seien (a,) und (b,) Folgen und sy :=a; + ... +ayn, N € N,

(1) Monotoniekriterium: Sind alle a,, > 0 und ist die Folge (sy)nen beschrankt, so
konvergiert > >°  a

(2) Ist > 02 | ay konvergent und p € N, so konvergiert > >° . a, und es gilt

n=p+1

DS WD 918

n=p+1

(3) Ist - ", a, konvergent und definiert man ry := > o, a, fiir jedes N € N, so gilt
ry — 0 (N — 00), dh die “Reihenendstiicke” konvergieren gegen Null.

(4) Ist > 2 | a, konvergent, so folgt a, — 0.

(5) Sind > 7 a, und >~ b, konvergent und «, 5 € R (oder in C), so konvergiert
Yoo (aa, + pby,) und es gilt

Z(aan + Bb,) = az a, + BZ b,,.
n=1 n=1 n=1

Beweis. (1) folgt aus 6.4, angewandt auf die monton wachsende Folge (sy)nen.

]\)[ Setzt)man ON = Zf:[:pﬂ
— 0

(
(
(3) Wegen (2) gilt ry =D 07 @y — SN — D oy — 9oy =0.

(4) Es ist a,, = $,, — Sp—1 — 0 nach 6.5(3).

(5) folgt aus 6.3(5). O

a, fir N > p+ 1,80 ist o = Sy — ) = D oo Gy — Sp

7.3. Absolut konvergente Reihen: Die Reihe Y~ | a, heiBt absolut konvergent, falls
> > | |a,| konvergiert (dh also, falls die Reihe iiber die Absolutbetrége der a,, konvergiert).

Beispiel: Fiir |z| < 1 ist die Reihe "7 2™ absolut konvergent (wegen |z"| = |z|” und
Beispiel 7.1(1)).

Satz: Ist )~ a, absolut konvergent, so ist >~ a, konvergent und es gilt die “Dreiecks-
ungleichung fiir Reihen”:
Sl <

|an"

n=1

Beispiel: Die Reihe >~ | (_71)” ist konvergent, aber nicht absolut konvergent. Setzt man
ap = (=1)"/nund sy :=a; +...+ay fiir alle n, N € N, so stellt man fest, dass (son)nven

monoton fallend ist mit unterer Schranke s; = —1 und dass (S2y_1) yey monoton wachsend
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ist mit oberer Schranke s, = —1/2. Nach 6.4 konvergieren beide Folgen, und zwar wegen
(="

Son — Son_1 = asy — 0 gegen denselben Grenzwert. Somit konvergiert fo:l

Erganzung: Der Beweis des Satzes zur absoluten Konvergenz beruht auf der Beobachtung,
dass fiir N, M € N mit N > M nach Dreiecksungleichung und 7.2(3) gilt:

N N

DIRAESS \an\§i|an|—>O(M—>oo),

n=M+1 n=M+1 n=M

und dem

Cauchykriterium fiir Reihen: Eine Reihe > °°
jedem € > 0 ein ng € N gibt mit

1 Gn konvergiert genau dann, wenn es zu

VN>M2n0:‘ Z an’<€.

Setzt man namlich sy :=a; +as+ ...+ ay fiir N € N, so gilt wegen der Ergdnzung 6.9:

Z a, konvergiert <= (sy)nen konvergiert <= (sy)nen ist Cauchyfolge
n=1

< Ve>03dng e NYN, M >ng:|sy —syu| <e

— V€>03n0€NVN>MZnO:) Z an‘<5.

7.4. Majoranten- und Minorantenkriterium: Seien (a,) und (b,) Folgen.

1) Gilt |a,| < b, fur fast alle n € N und ist > - . b, konvergent, so ist > - . a, absolut
n=1 n=1
konvergent.

(2) Gilt a,, > b, > 0 fiir fast alle n € N und ist >~ b, divergent, so ist auch >~ a,
divergent.

Beweis. Fiir (1) verwende 7.2(1). (2) folgt aus (1). O
Belsplel Die Reihe >~ | (n+1 s konvergiert, denn 0 < (n+1) < i n+1 fir allen € N und
Yo n(n —7y konvergiert nach 7. 1(2). Somit konvergiert auch >, <. Weiter ist > -
konvergent fiir jedes ¢ € N mit ¢ > 2.
Ende Di
19.11.13

Bemerkung: (a) Ist (a,) eine komplexe Folge, so ist Y - | a,, genau dann absolut konver-
gent, wenn beide Reihen > 7 Rea, und > 7 Ima, absolut konvergent sind. Ist >~  a
absolut konvergent, so schreibt man auch 7 |a,| < oc.
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(b) Fiir eine reelle Folge (a,) sei b, := max{a,,0} und ¢, := max{—a,, 0}, so dass a, =
by, — ¢, und |a,| = by+c, fiir jedes n € N. Dannist ) | a, genau dann absolut konvergent,
wenn beide Reihen ) > b, und )", ¢, konvergieren. In diesem Falle ist >~ a, =

2211 bn — Ziil Cn.

7.5. Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen: Sei (b,) eine monoton fallende
Folge mit b, — 0. Setzt man a, := (—1)"b,, n € N, so konvergiert >~  a

Beweis. Wie im Fall b, = 1/n im Beispiel in 7.3. O

Bemerkung: Beachte, dass aus den Voraussetzungen folgt: b, > 0 fiir alle n € N.

Bemerkung: Monotonie ist hier wichtig! Setzt man nur voraus, dass b, > 0 fiir allen € N
und b, — 0, so ist die Aussage i.a. falsch (Beispiele in den Ubungen).

7.6. Wurzelkriterium: Sei (a,) eine Folge und « := limsup y/|a,| € [0, 00].

n—oo

(1) Ist w < 1,80 ist Y~ | @, absolut konvergent.

(2) Ist o > 1, so divergiert Y > | ay.

Bemerkung: Ist a = 1, so liefert das Wurzelkriterium keine Entscheidung. Denn Yot
ist divergent und a = limsup {/1/n = lim1/{/n = 1, hingegen ist S.°° | =5 konvergent

mit a = limsup {/1/n? =1lim1/({/n)* =

Beweis. Ist a < 1, so wihlen wir § € («a, 1). Dann gilt {/|a,| < g fiir fast alle n € N, also
la,| < 8" fiir fast alle n € N. Wegen € (0, 1) konvergiert » >°, 6", und die Behauptung
folgt aus 7.4(1).

Ist & > 1, so wahlen wir v € (1,«). Dann gilt {/|a,| > v > 1 fiir unendlich viele n,
also |a,| > 1 fiir unendlich viele n € N. Somit ist a, # 0, und nach 7.2(4) ist >~ a,
divergent. ]

Beispiel: Sei p € N. Wir untersuchen Konvergenz von » ° nPz" fir + € R mit dem
Wurzelkriterium. Hier ist a,, = nPz™ und

Van| = (/n)le] = Jz| (n — o).

Also ist > 7 nPa™ fiir |z| < 1 absolut konvergent und fiir |z| > 1 divergent. Fiir |z| = 1
gilt |a,| =n? — oo und > 7 nPa™ ist nach 7.2(4) divergent.
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7.7. Quotientenkriterium: Sei (a,) eine Folge mit a, # 0 fiir fast alle n € N und
¢y = |22 filr n mit a, # 0.

(1) Ist ¢, > 1 fiir fast alle n € N, so ist >~ | a, divergent.

(2) Ist limsupe, < 1, so ist Y~ | a, absolut konvergent.
Ist liminf ¢, > 1, so divergiert > 7 a,.

Bemerkung: Konvergiert (¢,) gegen a, so ist fiir @ < 1 die Reihe ) a,, absolut kon-
vergent und fiir & > 1ist >~ a, divergent. Im Falle o = 1 ist keine allgemeine Aussage
moglich (man betrachte wieder a,, = £ bzw. a, = ).

Beweis. (1) Es sei ¢, > 1 fiir n > ng. Dann ist |a,| > |a,—1| > ... > |a,,| > 0 fiir alle
n > ng, dh |a,| /4 0. Nach 7.2(4) divergiert Y > | a,.

(2) Ist o := limsupe¢, < 1, so wahle 8 € (a,1). Es gilt dann ¢,, < § fiir fast alle n € N, dh
wir finden ny mit ¢, < g fir alle n > ngy. Es folgt

|an| < Blan-1] < ... < B an| = B (|an|B7)

fur alle n > ny. Wegen 8 € (0,1) konvergiert » >, 4™, und nach 7.4(1) ist >~ | a,, absolut
konvergent.
Ist liminf ¢, > 1, so folgt ¢, > 1 fiir fast alle n und > 7 | a, divergiert nach (1). O

7.8. Die Exponentialreihe: Wir betrachten » ~ % fiir z € C. Die Reihe konvergiert
fiir z = 0: 0 % = 1. Setzt man fiir z # 0: a,, := 2"/n!, so gilt

n=0 nl

= i — 0.
n+1

an+1

Qn

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe also fiir jedes z € C absolut. Ins-
besondere ist die Reihe Y 7 xn—T,L fiir jedes x € R absolut konvergent.

Definition: Die Eulersche Zahl ist e :== > 7 2

n=0 n!"

Satz: Es gilt e = lim,, (1 + %) .

Beweis. Fir jedes n € N gilt:

we(10]) = X ()
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Fiir n — oo erhalten wir limsup,, a,, < e. Andererseits ist fiir fixiertes m € N und n > m:

o= (1 ‘)>Zk. (=) (-3 -,

woraus fiir n — oo folgt: liminf, a,, > b,,. Fiir m — oo erhalten wir liminf, a, > e. Es
folgt a, — e. ]

Bemerkung: Die Folge ((1+2)") __ ist monoton wachsend (verwende (BU)!).

neN
Allgemeiner gilt (14 2)" — > * i—’f fur jedes © € R (— spéter).
Wir erhalten wegen n! > 277! fiir jedes n € N die Abschitzung

1 1—n k
25—1+1'+—<e<1+22 —1+Zz

7.9. Umordnungen: Sei (a,) eine Folge und ¢ : N — N eine bijektive Abbildung. Setze
bp = Gy fiir jedes n € N. Dann heiit (b,) [bzw. Y ° | b,] eine Umordnung von (a,,) [bzw.

von »_ > ay).

Beispiel: (as, a4, a1, as, ag, as, as, ar, . . .) ist eine Umordnung von (a,,) (aber keine Teilfolge
von (ay)!).

Satz: Sei (b,,) eine Umordnung von (ay,).

(1) Ist (a,) konvergent, so konvergiert auch (b,,) und lim a,, = lim b,,.

(2) Ist >_ 7 | a,, absolut konvergent, so ist auch ) >~ | b, absolut konvergent und > | a,, =
2 et b

Beweis. (1) Setze a := lima,. Sei € > 0. Dann gilt |a,, — a| < ¢ fir fast alle n € N, also
auch |aym) — a| < e fiir fast alle n € N.

(2) Wegen der Bemerkung in 7.4 reicht es, den Fall a,, € R und a,, > 0 zu betrachten. Fiir
jedes N € N gilt

N max ¢({1,...,N}) N max p~1({1,...,N})
)SUEID SEITTTED SRS DS
n=1 k=1 n=1 k=1
Daraus folgt die Behauptung. ]

Riemannscher Umordnungssatz (ohne Beweis): Sei >~ | a, konvergent, aber nicht
absolut konvergent. Dann gibt es fiir jedes s € R eine Umordnung Y 7 b, von >~ a,
mit >~ b, = s. Es gibt auBerdem divergente Umordnungen von > | a,. Ende
Mo
25.11.13
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7.10. Das Cauchyprodukt: Seien ) ° - a, und > ° b, Reihen. Setze fiir jedes n € Ny:

Cp = Z akbn,k = aobn + albn,1 + ...+ anflbl + ano-
k=0

Die Reihe 7 ¢, heifit das Cauchyprodukt der Reihen Y ja, und > 07 b,.

Satz: Sind die Reihen ) > a, und > b, absolut konvergent, so ist auch ihr
Cauchyprodukt Y >° ¢, absolut konvergent und es gilt

S () (24)

Beweis. Auch hier reicht es, den Fall a,,b, € R und a, > 0, b, > 0 zu betrachten. Es gilt
dann fiir jedes N € N:

woraus die Behauptung folgt. [

Beispiel: Sei € R mit |z| < 1. Dann konvergiert > 2™ absolut. Das Cauchyprodukt
00 n . . .
von » >, a" mit sich selber ist

> (Z ) =Y van
=0 \ k=0 n=0
Nach dem Satz konvergiert diese Reihe absolut und es gilt

Sl = () =

7.11. Die Exponentialfunktion: Da die Exponentialreihe nach 7.8 fiir jedes z € C
konvergiert, konnen wir durch

[e.9]

E:C—C, ZHE(Z)::ZZ

n!

n

n=0
eine Funktion definieren, F heifit die komplexe Exponentialfunktion.
(0) Es gilt £(0) =1 und E(1) = e (nach 7.8).
(1) Fiir alle z,w € C gilt E(2)E(w) = E(z + w).
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[Cauchyprodukt fiir a,, = 2"/n! und b, = w™/n!; man hat dann

n= Y ah= Y Gyt = 3 () st = CEE

nach dem binomischen Satz, und 7.10 gibt die Behauptung,|
(2) Fiir alle 2z € C gilt E(z) # 0 und E(z)~! = E(—=z), sowie E(2)" = E(nz) fiir alle n € Z.

[Es ist 1 = E(0) = E(z + (—2)) = E(2)E(—=z), woraus E(z) # 0 und E(z)"! = E(—=2)
folgt. Der Rest folgt aus (1).]

1)
(3) Fiir alle z € R gilt E(z) € R und E(z) > 0; fiir x > 0 gilt E(z) > 1.
[Sei # € R. Dann ist E(z) € R klar und fiir z > 0 gilt

n

B(z)=Y % >1+2> 1.

n=0" "~
>0

Also ist fiir z < 0 nach (2): E(z) = E(—x)~' € (0,1).]
(4) Fir alle z,y € R gilt: x <y = E(z) < E(y).
[Ist < y, so gilt nach (1) und (3):

Ey)=Ey—=z)E(x) > E(x).

(y) = E(y —x) E(x) > E(x).]
>0 >0

(5) Es ist sup{E(x) : x € R} = oo und inf{E(z) : x € R} =0.

[Fiir jedes K > 0 gilt E(K) > 1+ K > K (woraus die erste Behauptung folgt) und also
auch 0 < E(—K) = E(K)™! < 1/K, woraus die zweite Behauptung folgt.]

(6) Fiir alle z € C gilt E(z) = E(z).

[Dies folgt aus der Definition, sowie der Tatsache, dass w, — w fiir eine komplexe Folge
(w,) impliziert: w, — w.]
(

7) Fiir alle z,y € R gilt E(z +iy) = E(x)E(iy) und |E(iy)| = 1.
[Die erste Gleichung folgt aus (1). Mittels (6), (1) und (0) gilt fiir y € R:

— \/E(iy)E(iy) = /E(iy)E(—iy) = \/E(iy — iy) = 1]

(8) Fiir alle 7 € R gilt {/E(z) = E(2)

[Bs gilt nach (2): B(2)" = ( £) — B(x))
(9) Fiir alle z € C gilt |E(2)| = E(Re 2).
[Nach (6), (1) und (8) ist:

=\/E(2)E(z) = VE(z + %) = VE(2Rez) = E(Rez).]
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Bemerkung und Definition: Wegen (2), (8) und 7.8 gilt fiir alle m € Z und alle n € N:

1 m
et = Bm), Ve=B(=), Ver=B(T) = (vo)".
n n
Man schreibt deshalb auch e* := FE(z) fiir jedes z € C. Eine andere Bezeichnung ist
exp(z) := E(z).
Wir zeigen noch die folgenden Abschatzungen:
(10) Fiir alle h € C gilt |E(h) — 1| < |h|E(|h]).
(11) Fiir alle h € C\ {0} gilt |22 — 1] < |a|E(|h]).

Beweis. Es ist E(h) = 1+h+g—f+g—? +.... Also

o " o[R! |h|”*
h)—1|=lzm\§!hlz o =1n !Z = [R[E([h]),
n=1 ’ n=1 ’

womit (10) gezeigt ist. Fiir h # 0 haben wir

E(h) - h|"® = A"t
O s> iy < S P < gy

n=1

7.12. Sinus und Cosinus: Wir definieren die Funktionen sin : C — C und cos : C — C
durch

sinz == —(e” —e ") und Cos 2 1= 5(622 + e ).

(0) Es ist sin0 = 0 und cos 0 = 1. [folgt aus 7.11(0)]

(1) Reihendarstellungen: Fiir jedes z € C gilt:

) B e (_1)n22n+1 B 23 Z5
SInz = nzzom—z—g—i—g—,
B e (_1)nz2n B 2,2 24 26
Das folgt aus
‘ 2 Z3 Z4 Z5 ZG Z7 28
Bliz) = iz =g =g v g g q e
2 23 Z4 25 6 Z7 28

. z
E(—ZZ) = 1—ZZ—5+Z§+4——25—6—+ZE+§+
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(2) Eulerformel: Fiir alle z € R gilt sinz € R und cosz € R, sowie
e = cosx +isinz und (sinx)? + (cosx)? = 1,also |sinz| < 1, |cosz| < 1.

[Aus (1) folgt sinx, cosxz € R. Weiter ist

Ree™ = 5(6“ +e*) =cosz und Ime” = §<em — ') =sinz.
i

Somit (cosz)? + (sinx)? = [e"|> = 1 nach 7.11(7).]
(3) Additionstheoreme: Fiir alle z,w € C gilt:

sin(z 4+ w) = sinzcosw + cos z sinw,
cos(z +w) = coszcosw — sin zsinw.

Das folgt sofort aus 7.11(1) (zur Ubung).

Wir zeigen noch die folgenden Abschatzungen:

(4) Fiir alle h € C gilt: |sinh| < |h|E(|h]).

(5) Fiir alle h € C gilt: |cosh — 1| < |h|E(|h]).

(6) Fiir alle h € C\ {0} gilt: |22 — 1] < |h|E(|h]).

(7) Fiir alle h € C\ {0} gilt: [<=2=1] < |h|E(|h]).

Beweis. Die Abschitzungen folgen aus (10) und (11) in 7.11, wenn man beachtet:

sinh = i(E(z'h) —1— (E(—ih) — 1)),

21
cosh—1 = %(E(z’h)—1+(E(—z‘h)—1)),
sin h E(ih) — E(—ih) 1 (E(ih) — 1 E(—ih) — 1
TR il _1:§(T_HT_1)’
cosh —1 i B(ih) — 1+ E(—ih) —1 i (E(ih)—1 E(—ih) — 1
h ) ih :§< ih _1_( —ih _1))

]

7.13. Potenzreihen: Sei z; € C. Eine Potenzreihe (PR) um zo hat die Form " ja,(z —
20)", wobei (ay)nen, eine Folge in C ist. Die a,, heiflen Koeffizienten der Potenzreihe und
zo heiit Entwicklungspunkt.

Wir nennen eine Potenzreihe reell, falls zo € R und alle a,, reell sind. Betrachten wir
reelle Potenzreihen mit Entwicklungspunkt xg € R und wollen reelle Zahlen einsetzen, so
schreiben wir héufig "> an(z — x0)™.
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Fragen: Fiir welche z € C konvergiert eine gegebene Potenzreihe? Fiir welche z € R
konvergiert eine reelle Potenzreihe?

Beispiele: Die Potenzreihen fiir exp, sin und cos konvergieren fiir jedes z € C.
Die geometrische Reihe Y7 /2™ ist fiir | 2| < 1 absolut konvergent und fiir |z| > 1 divergent.

Alle diese Reihen haben als Entwicklungspunkt zg = 0.

Bemerkung: Jede Potenzreihe )"  a,(z — z9)™ konvergiert fiir z = 2y, dh im Entwick-
lungspunkt. Setzt man z = 2 ein, erhalt man namlich ag-14+a; -0+ as -0+ ... = ap.

7.14. Der Konvergenzradius: Sei ), a,(z — )" eine Potenzreihe. Setzt man

1
R:= Formel von Cauchy-Hadamard
limsup,, ., V/|ax| ( Y )
mit den Konventionen % = oo und é = 0!, so gilt:

(a) Die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z — 2| < R.

(b) Die Potenzreihe divergiert fiir alle z € C mit |z — zo| > R.

Die Zahl R heifit Konvergenzradius (KR) der Potenzreihe. Ende Di

26.11.1
Bemerkung: Im Falle R = 0 konvergiert die Potenzreihe also nur fiir z = 2, und divergiert 0 3

fir alle z € C\ {z}.

Im Fall R = oo ist die Potenzreihe fiir jedes z € C absolut konvergent.

Bemerkung: Im Fall R € (0,00) lasst sich fiir z € C mit |z — 29| = R keine allgemeine
Aussage treffen:

(a) Die geometrische Reihe ) > 2" hat Konvergenzradius R = 1, sie divergiert fiir jedes
z € Cmit |z| = 1.

(b) Die Potenzreihe Y o° | 27 hat Konvergenzradius R = 1, fiir jedes z € C mit |z| = 1 ist
sie absolut konvergent.

Folgerung: (a) Konvergiert die Potenzreihe fiir ein z; € C, so konvergiert sie absolut fiir
alle z € C mit |z — 29| < |21 — 20| und fiir den Konvergenzradius R gilt R > |21 — 29|

(b) Divergiert die Potenzreihe fiir ein z; € C, so divergiert sie fiir alle z € C mit |z — zy| >
|21 — 20| und fiir den Konvergenzradius R gilt R < |z; — 2.

Beispiele: (1) Die Potenzreihen fiir exp, sin, cos haben jeweils Konvergenzradius oc.

(2) Die geometrische Reihe )" ;2™ hat Konvergenzradius R = 1, ebenso die Potenzreihen
> oo onPz™ mit p € N. Die Potenzreihe Y ° ;n"z" hat Konvergenzradius R = 0.

1Beachte, dass a := limsup {/|a,| € [0, 0] und dass also diese Konventionen fiir 1/« € [0, o] sinnvoll
sind, vgl. 6.7.
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Beweis des Satzes. Wir haben fiir z € C\ {z}:

limsup v/|a,(z — z0)"| = (limsup Y |an|> |z — 2o,

n—oo n—o0

und die Behauptungen des Satzes folgen aus dem Wurzelkriterium 7.6. ]

Bemerkung: Eine reelle Potenzreihe Y~ a,(z — 2)" mit Konvergenzradius R € (0, oo]
ist fir z € (xg — R, ko + R) absolut konvergent und fir z € R\ [zq — R, 2o + R] divergent.
Fiir z = o £ R ist keine allgemeine Aussage moglich!

7.15. Satz (Konvergenzradius iiber Quotienten): Sei ) >  a,(z — 2)" eine Poten-
zreihe mit a, # 0 fiur fast alle n € N. Gilt |az—:1| — «, wobel 0 < a < oo, so ist der
Konvergenzradius R = 1/a.

Beweis. Das folgt aus dem Quotientenkriterium (Bemerkung in 7.7). O

Beispiel: Fiir die Exponentialreihe ist a,, = 1/nl, also |2 | = %H —0und R =1/0 = 0.

Auf die Potenzreihen fiir sin und cos aus 7.12 lasst sich der Satz nicht anwenden.

Bemerkung: Hier erlauben lim sup |“*%| und lim inf |**4| i.a. keine Entscheidung!

Beispiel: a,, = (W)" fiir alle n € Ny. Dann ist
0 — 3" ,n ungerade, and Api1| 3" . n ungerade,
n 1 ,n gerade. a, | | 3! ,ngerade.

also lim sup |*2| = oo und liminf |*24| = 0, aber der Konvergenzradius ist R = 1.
n n

7.16. g-adische Entwicklung reeller Zahlen: Sei g € N mit g > 2. Fiir jedes x € [0, 1]
gibt es eine Folge (a,)nen in {0,1,...,9 — 1} so, dass gilt:

o
An

xTr = .
gn

n=1

Man schreibt dies dann als
r = 0.a1a9a3 . ..,

wobei aus dem Zusammenhang klar sein muss, was g hier sein soll.

Gebrauchlich sind vor allem die Dezimaldarstellung (g = 10) und (meist im Zusammenhang
mit Computern) die Dualdarstellung (g = 2).

Warnung: Die Folge (a,) ist nicht fiir jedes x € [0, 1] eindeutig bestimmt, z.B. gilt
0

3n
n=2

[e.e] o0

2

3n
n=2

+

1 1
3 3

(links steht 0.02222... und rechts steht 0.10000. .., wobei hier g = 3).
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Bemerkung: Fiir # > 1 findet man ein minimales & € N mit ¢* > x und kann z/¢* wie
oben darstellen. Danach verschiebe man den Punkt um £ Stellen nach rechts. Fiir z < 0
schreibt man vor die Darstellung von |x| ein Minuszeichen.

7.17. Ergénzung: Gleichméflige Konvergenz von Potenzreihen: Sei Y~ a,(z —
xo)" eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0, oo} und

fi(zo—R,zo+R) = Rz — f(z) = Zan(x—xo)”,

sowie fir jedes N € Ny:
N

fi(xo—R,zo+R) > R,z — f(z):= Zan(:ﬁ—xo)”,

n=0

Frage: Wie gut ist die Approximation, dh wie konvergiert fy fiir N — oo gegen f.

1.Antwort: Es gilt fiir jedes € (zg — R, 20 + R): fn(z) — f(z) (N — o0), also ist
(|fn(z)— f(x)]) ven Nullfolge fiir jedes x € (xg— R, xo+ R). Man sagt, “die Funktionenfolge
(fN)Nen konvergiert punktweise auf (zg — R, xo + R) gegen die Funktion f”.

2. Antwort: Ist r € (0, R) und = € [zg — r, 0 + 7], so gilt

@)~ f@I < S Jaalle 2o < Y Janl™ =t ax

n=N+1 n=N+1

und (ay)yen ist eine Nullfolge. Wir haben also gezeigt, dass es eine Nullfolge (ay) gibt
mit

Va € [wo — 1w+ 7] [fn(z) — f(z)] < an.
fiir alle N € N. Man sagt hierzu: “die Funktionenfolge ( fx)nyen konvergiert auf [xo—r, xo+7]
gleichmaj$ig gegen die Funktion f”.

Wenn wir € > 0 als gewiinschte Fehlerschranke gegeben haben und N so grofl machen, dass
ay < ¢ ist, so ist der Fehler | fx(x) — f(z)| < ¢ fiir jedes x € [xg — R, x¢ + R].

Fazit:
(a) Esgilt fy — f punktweise auf (zg — R, ¢ + R).

(b) Fiir jedes r € (0, R) gilt fy — f gleichméBig auf [xg — r,xo + 7].
Beispiele: (1) Fiir jedes 7 > 0 konvergiert die durch fy(z) :== 3.0 27 definierte Funk-
tionenfolge (fy) auf [—r,r] gleichméBig gegen exp. Entsprechendes gilt fiir die sin- und
cos-Reihen aus 7.12.

(2) Fiir jedes r € (0, 1) konvergiert die durch fy(z) := 32 2™ definierte Funktionenfolge
(fn) auf [—r, 7] gleichméBig gegen die durch f(z) = > 2™ = L definierte Funktion f.
Auf [0, 1) konvergiert (fy) punktweise gegen f, aber nicht gleichmafig!
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8 Stetigkeit

8.1. Definition: Sei ) # D C R und f : D — R eine Funktion. Die Funktion f heifit
stetig in xo € D, falls fiir jede Folge (z,,) in D mit z,, = zo gilt f(x,) — f(x0).

Die Funktion f heifit stetig in/auf D, falls sie in jedem xy € D stetig ist.
8.2. Beispiele: (1) exp, sin und cos sind stetig in 0.

Beweis. Sei (z,,) eine Folge mit z,, — 0. Wir finden M € R mit |z,| < M fiir alle n € N.
Nach 7.11(10), 7.12(4) und 7.12(5) gilt

| exp(z,,) — exp(0) |
~——

|sinz,, —sin (| < zn| exp(|zn]) < exp(M) |z, — 0.

(2) exp, sin und cos sind stetig auf R.

Beweis. Sei xy € R und (z,,) eine Folge mit x,, — . Dann gilt nach 7.11, 7.12 und (1):

|exp(z,) —exp(zo)| = exp(xg)|exp(x, —x¢) — 1] — 0,
—0
|sin(z,,) — sin(zg)| = |sin(x, — xo) cosxg + cos(z, — xo) sin xg — sin x|
< |cosxg| |sin(z, — zo)| +|sin | | cos(z, — o) — 1| = 0,
—_——— ~
—0 :>r0
| cos(z,) — cos(xg)| = |cos(z, — o) coszg — sin(x,, — o) sin g — cos x|

< Jcoszo|| cos(x, — xo) — 1| + | sinzo|| sin(x,, — zo)| = 0.

]

(3) Ist p € R[X] ein Polynom, dh p(X) = a,, X™ + a1 X™ 1 + ...+ a1 X + ao, so ist die
Funktion R — R, z — p(z) stetig. Dies folgt aus 6.3, genauso wie der folgende Satz.

8.3. Satz: Seien f,g : D — R Funktionen, die in zy € D stetig sind. Dann sind auch
f+g,f-9: D — Rin xj stetig. Ist g(x) # 0, so ist auchﬁ:D\{xED:g(x) =0} —-R
stetig in xg.
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Beachte: Ist g stetig in xy und g(zo) # 0, so gibt es ein § > 0 mit
(xog — 0, ko +0)N{zx € D :g(x) =0} =10,
dh mit g(z) # 0 fir alle z € D mit |z — x| < 0.

Beweis. Andernfalls findet man zu jedem n € N ein z, € D mit g(z,) = 0 und =z, €
(xo — 1/n,xzo + 1/n), dh mit |z, — z9| < 1/n. Wir haben also z,, — 2o und wegen der
Stetigkeit von ¢ in g auch 0 = g(x,) — g(z¢) # 0 Widerspruch! ]

Beispiel: Sind p € R[X] und ¢ € R[X]\ {0} reelle Polynome, so ist die rationale Funktion

P , _ p(x)
. R\ {zreR:q(x) =0} >R, z+— 7(2)
stetig. Ende
Mo
8.4. Grenzwerte bei Funktionen: Sei ) # D C R und f : D — R eine Funktion. Seien 02.12.13
a, € RU{oo,—c0} derart, dass eine Folge (x,) in D \ {a} mit x, — « existiert. Wir
schreiben

lim f(z) = 5,

Tr—o
falls fiir jede Folge (x,) in D\ {a} mit =, — a gilt: f(z,) — B.
Beispiele: Aus den Abschatzungen in 7.11 und 7.12 folgt etwa:
limexp(z) =1, lim exp(z) =00, lim exp(z) =0,
z—0 T—00 T——00

sin x exp(z) — 1 cosx — 1
lim g P@ L el
z—0 X z—0 x z—0 xX

Bemerkung: (1) g ist in dieser Definition eindeutig bestimmt (das liegt daran, dass es
mindestens eine Folge (z,) in D \ {a} mit z,, — « gibt).

(2) Der eventuell vorhandene Funktionswert f(«) spielt keine Rolle.

Definition: Ist @« = x5 € R und gibt es eine Folge in D \ {z} mit =, — ¢, so heiit zg
ein Haufungspunkt von D. Fiir jedes xo € R und jede Menge D C R gilt:

xo ist Haufungspunkt von D <= Vo > 0Us(xo) N (D \ {xo}) # 0.
Beispiele: 0 ist ein Haufungspunkt von (0,1) oder von {1/n : n € N}, aber 0 ist kein
Haufungspunkt von Z.

Bemerkung: Ist o € D kein Haufungspunkt von D, so gibt es ein § > 0 mit
Us(xo) N (D \ {xo}) =0, dh mit Us(zo) N D = {xo}.
Ein solches zg heifit isolierter Punkt von D.

Eine Funktion f : D — R ist in jedem isolierten Punkt xy von D stetig.
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Beweis. Ist (x,) eine Folge in D mit =, — =z, so folgt =, = z¢ fiir fast alle n, also
f(z,) = f(zo) fir fast alle n und somit f(z,) — f(xo). Also ist f in zq stetig. O

Satz: Die Funktion f : D — R ist stetig genau dann, wenn fiir jedes zog € D, das
Héaufungspunkt von D ist, gilt: lim, .., f(z) = f(xo).

z? Lz el0,1)

Beispiel: Sei D =[0,1]U{2} und f: D - R, f(x):=<¢ 1/2 ,z=1
0 ,z=2
(i) o € [0,1): Ist (z,) eine Folge in D mit x,, — xq, so gilt z,, € [0,1) fiir fast alle n, und

somit f(z,) = 22 — 2. Also ist f stetig in .

(i) xp = 1: Ist (x,) eine Folge in D \ {1} mit x,, — 1, so gilt ebenfalls x,, € [0,1) fiir fast
alle n, also f(z,) = 2 — 1. Somit gilt lim,,; f(z) =1 # 5 = f(1) und f ist in o = 1
nicht stetig.

(ili) zo = 2 ist ein isolierter Punkt von D (man nehme etwa ¢ = 1/2). Also ist f in xy = 2
stetig.

8.5. e-0-Kriterium: Sei ) # D C R, f : D — R eine Funktion und 2y € D. Dann ist f in
xo stetig genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 so gibt, dass

fir alle z € D mit |z — x| < 6: |f(z) — f(z0)| < e.

Beweis. Es gelte “e-¢”. Sei (z,,) eine Folge in D mit z,, — 2o und € > 0. Dann finden
wir ein 6 > 0 mit |f(z) — f(zo)] < € fir alle x € D mit |x — 29| < 6. Wegen z,, — x
gilt |z, — x| < § fiir fast alle n. Es folgt |f(z,) — f(zo)| < € fiir fast alle n. Damit ist

f(x,) — f(xo) gezeigt.
Wenn “e-0” nicht gilt, finden wir ein £ > 0 und zu jedem n € N ein z,, € D mit

20 — 20 < 1/n[=3] und | f(z.) - f(zo)] > <.

Es gilt dann z,, — xq, aber f(z,) 4 f(xo). Somit ist f in xy nicht stetig. O

8.6. Satz zur Komposition stetiger Funktionen: Seien D, D, C R, f: D; — R und
g : Dy — R Funktionen. Es sei f(D;) C Dy, 9 € Dy und yo := f(z0). Ist f stetig in z
und g stetig in yg, so ist go f : D7 — R stetig in x,.

Beweis. Sei (x,) eine Folge in Dy mit x, — (. Da f in x, stetig ist, folgt y,, := f(z,) —
f(zo) = yo. Da g stetig in yy ist, folgt

(g0 f)(@n) = g(f(zn)) = g(yn) = 9(yo) = g(f(20)) = (g © f) (o).
Also ist g o f in z( stetig. [
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Beispiel: Sei p € N. Die Funktion g, : [0,00) — R xr — {/x ist stetig (nach 6.5(1)). Da
f 1z~ 2? stetig ist, ist auch x — gy 0 f(z) = Va2 = ]a:| auf R stetig.

Die Funktion expo(f +sin) : R — R, z + exp(z? + sinx), ist auf R stetig.

8.7. Stetigkeit von Potenzreihen: Sei )"  ja,(z — ()" eine reelle Potenzreihe mit

Konvergenzradius R, wobei 0 < R < oo. Dann ist die Funktion
f:(ro—R,20+R) =R, xz+ f(z Zanx—xo

auf D := (xg — R, xy + R) stetig.

Der Satz folgt z.B. aus Ergéanzung 7.17 und der Tatsache, dass fiir eine gleichmafig konver-
gente Folge stetiger Funktionen die Grenzfunktion wieder stetig ist. Man kann aber auch
direkt argumentieren.

Beweis. (nicht in der Vorlesung) Es reicht, 2o = 0 zu betrachten. Sei x € (—R, R) und
|z] <r < R. Dann gilt |z 4+ h| < |z|+ |h| < r fir b € R mit || <7 — |z], und wir erhalten
unter Verwendung von 4.11(1) fiir a = x + h und b = x:

[e.9]

flx+h)— flx) = Zanx—l—h Zanx":Zan[(x+h)"—m"]
- nzl(anhzgsm" oy k)—h;<an;$—l—h” ).

Mithilfe der Dreiecksungleichung ist dann
00 n—1
Fath) =@ < 1Y (lan S (] + 1))
n=1 k=0

oo
< (B> nlanrm
n=1

Die Potenzreihe > n|a,|z" hat ebenfalls Konvergenzradius R, definiert also eine Funk-
tion ¢ : (—R, R) — R. Somit

[f(z+h) = f(z)| < |hlg(r) — 0 (h—0),

und f ist in z stetig. ]
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8.8. Zwischenwertsatz (ZWS): Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R stetig. Es

sel yo zwischen f(a) und f(b) (dh yo € [f(a), f(b)], falls f(a) < f(b), und yo € [f(b), f(a)],
falls f(a) > f(b)). Dann gibt es ein zg € [a, b] mit f(xg) = yo.

Beweis. Ohne Einschrankung sei f(a) < f(b) (andernfalls betrachte —f und —yp). Wir
konstruieren induktiv eine Intervallschachtelung (7,,) mit I,, = [a,,b,] so, dass b, — a,, =
(b —a)/2" und yo € [f(an), f(b,)]. Setze dazu Iy := [a,b] (IA) und im Induktionsschritt

Cp = % und

[Cn,bn] , falls f(cn) <yo

Setze zo = lim, a,, = lim, b,. Da f stetig ist, folgt f(x¢) = lim, f(a,) = lim,, f(b,) und
wegen yo € [f(an), f(bn)] fiir jedes n € N dann auch yy = lim,, f(a,) = lim,, f(b,). O

{ [an, c.] -, falls f(e,) > o
In+1 =

Folgerung: Ist I ein Intervall und f : I — R stetig, so ist f(I) ein Intervall.

Bemerkung: Eine Teilmenge J C R ist genau dann ein Intervall, wenn fiir alle ¢,d € J
mit ¢ < d gilt: [¢,d] C J.

Beweis der Folgerung. Seien ¢,d € f(I) mit ¢ < d. Sei yo € [¢,d]. Wir finden a,b € I mit
f(a) = cund f(b) = d. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein zy zwischen a und b mit
f(zo) = yo. Somit ist yo € f(I), und [c,d] C f(I) ist gezeigt. O

Beispiel: Ist p € R[X] ein normiertes Polynom von ungeradem Grad m, so gilt p(R) = R.

Beweis. Wegen des Zwischenwertsatzes reicht es zu zeigen, dass p(x) — oo fiir z — oo und
dass p(xr) — —oo fiir # — —oo. Die Behauptungen sind klar fiir m = 1. Sei also m > 3
und p(z) = 2™ + a1 2™+ ot arx +ap. Fiir @ > 1+ |apo1| + |am_2| + . . . + |a1] + |ao]
gilt dann

p(z) > 2™ = |amr |t = |amoa|r™ T — = |ay |z — |ag|
> 2™ — a1 |t = |ama|e™ T — = a2 — |ag|z™
> :Em_lgx—(|am_1|+|am_2|+...+|a1|+|a0|))
>1
> 2™t 500 (x— 00).
Die Aussage flir v — —oo zeigt man dhnlich. O]

8.9. Einseitige Grenzwerte: Sei D C R und f : D — R eine Funktion. Sei xy € R ein
Haufungspunkt von D N (zg, 00) [bzw. von D N (—o0, xg)]. Wir schreiben

lim f(z) =0 €RU{o0,—c0} [bzw. Iggni f(z) =0 € RU{o0, —00}],

T—=T0+
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falls fiir jede Folge (x,,) in DN (zg, 00) [bzw. in DN (—00, zo)] mit z, — zo gilt: f(x,) — .

Im Falle der Existenz heifit lim, .+ f(z) rechtsseitiger Limes und lim, ., f(z) heifit
linksseitiger Limes von f in xg.

Bemerkung: Man kann sich fiir den rechtsseiten Limes auf monoton fallende Folgen und
fiir den linksseitigen Limes auf monoton wachsende Folgen (z,,) beschrianken!

Schreibweisen: lim, . 0 f(z), limg ., f(z) fir lim, ..+ f(z) und lim, ., f(2),

limg g, f(2z) fir im, . — f(x).

1 € (0,1)
0,1

x
’ . Dann gilt
0 .2 ¢(0,1) &

Beispiel: Sei D = R und f : R — R gegeben durch f(x) := {
lim, oy f(z) =1 und lim, o f(x) = 0.

Satz: Sei f : D — R eine Funktion und zy € D Haufungspunkt sowohl von D N (—o0, )
als auch von D N (xg,00). f ist stetig in zg genau dann, wenn gilt:

lim f(z) = f(zo) = lim f(x).

r—xo+ T—To—

8.10. Monotone Funktionen und Stetigkeit: Sei ) # D C R und f : D — R eine
Funktion. f heiit monoton wachsend [bzw. monoton fallend], falls fiir alle z1,z9 € D gilt:

xy <9 = f(21) < f(x2) [bzw. f(21) > f(22)].

f heifit streng monoton wachsend [bzw. streng monoton fallend), falls fur alle 1,29 € D
gilt:

r1 < 9 = f(x1) < f(x2) [bzw. f(x1) > f(x2)].
f heit monoton, falls f monoton wachsend oder monoton fallend ist, und f heifit streng
monoton, falls f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Beispiele: exp : R — R ist streng monoton wachsend.
Die Funktion R — R,  ~ 2? ist nicht monoton.

>
DieFunktionf:]R—)]R,x.%{l x>0

ist monoton wachsend, aber nicht streng
0 ,z<0

monoton wachsend.

Satz: Sei / C R ein Intervall und f : I — R streng monoton wachsend [bzw. fallend).

(a) Dann ist f injektiv und die Umkehrfunktion f=! : f(I) — R ist ebenfalls streng
monoton wachsend [bzw. fallend].

(b) Ist f zusétzlich stetig, so ist f(I) ein Intervall und f~': f(I) — R ist stetig.

20

Ende Di
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Beweis. zu (a): Injektivitat ist klar. Ist f streng monoton wachsend, erhalten wir durch
Kontraposition:
Vo, 20 € I f(x1) > f(ag) <= 11 > 9,

woraus strenge Monotonie von f~! folgt.

zu (b): Wir verwenden 8.9 zum Nachweis der Stetigkeit. Sei yo = f(zo) € f(I) und (y,) =
(f(x,)) eine monotone Folge mit y,, — yo. Nach (a) ist dann auch (x,) eine monotone
Folge, die durch z; und xy beschrankt ist, und somit gegen ein o € I konvergiert. Da f
stetig ist, folgt v, = f(x,) — f(«). Somit ist f(a) =y = f(zo) und xg = «, und wir haben
Y yn) = 20 — 20 = [ (yo) gezeigt. O

8.11. Der Logarithmus: Es gilt exp(R) = (0, 00). Die Abbildung exp : R — (0, 00) ist
bijektiv und stetig.

Definition: Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp : R — (0,00) heifit
(natiirlicher) Logarithmus In : (0,00) — R, dh also Inz := Inz := exp~!(z) fiir z € (0, 00).

Somit ist In(exp(z)) = z fiir alle x € R und exp(lny) = y fiir alle y € (0, 00).

Eigenschaften: In ist streng monoton wachsend und stetig. Es gilt In((0,00)) = R, In(1) =
0 und In(e) = 1, sowie Inx — oo fiir z — oo und Inx — —oo fiir  — 0+.

Fir alle z,y > 0 gilt
In(zy) =Inz+Iny und In(zx/y)=Inz—Iny.
Es gilt namlich

exp(lnz +1Iny) = exp(lnz)exp(lny) = 2y = exp(In(zy)),
exp(Inz —Iny) = exp(Inz)exp(—Iny) = zexp(lny)™' = z/y = exp(In(z/y)).

8.12. Die allgemeine Potenz: Wir definieren fiir a > 0 die allgemeine Potenz:

a® :=exp(rlna) fir jedes x € R.

Bemerkung: Nach 7.11 stimmt dies flir € Z mit der bisherigen Definition tiberein. Fiir
r = 1/n mit n € Nist (ebenfalls nach 7.11) a'/" = /a. Firx =p/q € Qmit p€ Z, g€ N

folgt aus 7.11:
aP/1 = W — (%)p'

Fiir a = e erhalten wir e* = exp(x) wie in 7.11. Wir schreiben in Zukunft in der Regel e”
statt exp(x).

Eigenschaften: Fir a,b > 0, z,y € R gilt:
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5) In(a®) = In(e®"?) = zlnq;
6 (ay>:(3 — e:cln(ay) (i) ewylna — oy

(1)
(2)
(3)
(4) a=% = e~oIna = (erlne)=1 = (g7)~1 = 1 /q?;
()
(6)
(7)

8.11
7 (ab)m _ emln(ab) oL 6:plnaemlnb = a®b*.

Der allgemeine Logarithmus: Sei a > 1. Dann ist die Funktion R — (0, 00), x — a”,
streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

Die Umkehrfunktion log,, : (0,00) — R heit Logarithmus zur Basis a. Es ist also log, (a”) =
 fiir alle € R und @'°8¥ = y fiir alle y € (0, 00).

Iny
Ina”

Satz: Fiir alle y € (0, 00) gilt log, y =
Denn afs = exp(ﬁ—z Ina) =exp(lny) =y.

8.13. Abgeschlossene Mengen: Sei D C R.
D heifit abgeschlossen, falls fir jede Folge (z,,) in D mit z,, — xy € R gilt: 2y € D.

Beispiele: (1) Folgende Mengen sind abgeschlossen:

R, 0, [a,b], (—o0,al, [a,0), {1/n:n e N} U{0}.
(2) Folgende Mengen sind nicht abgeschlossen:

(a,b), (a,b], [a,b), (a,00), (—o0,a), {1/n:n e N}.

Bemerkung: D ist abgeschlossen genau dann, wenn jeder Haufungspunkt von D zu D
gehort.

8.14. Satz: Sei () # D C R, D abgeschlossen und beschrankt, sowie f : D — R eine stetige
Funktion. Dann ist f(D) abgeschlossen und beschrénkt, und es gibt 1,25 € D mit

fir alle z € D gilt: f(x1) < f(z) < f(22)
(dh “f nimmt auf D Maximum und Minimum an”).
Ohne Beweis.

Folgerung: Sind a,b € R mit a < b und ist f : [a,b] — R stetig, so gibt es ¢,d € R mit
¢ < dund f([a,b]) = [c,d]. (Verwende hier aulerdem 8.8.)

Beispiel: D = [1,53] und f(z) := z®sin(e” + Inx).
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9 Trigonometrische und Hyperbel-Funktionen

9.1. Die Zahl 7: Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung und interessieren uns fiir
Nullstellen der Cosinus-Funktion. Nach 7.12 gilt fiir jedes z € R:

oo g 2 gt b
cosx:;(—l) 2n)] :1—?+I—a+...

Die Reihe ist alternierend. Wie beim Leibnizkriterium 7.5 konnen wir durch Abbrechen
der Reihe bei n = ny Abschétzungen nach oben oder nach unten angeben, wenn nur die
Folge (z*"/(2n)!),>n, monoton fallend ist. Wegen

2n 22(n+1)

el = o) T (2n+2)(2n+1) > 2*

gilt dies fiir ng = 1, wenn 22 < 12, dh |z| < 2/3 ist.
Also gilt fiir alle z € [0,2v/3]:

x?  xt x?

1—?+QZCOSZE21—5.

Insbesondere ist cosv/2 > 0 und cos(\/§\/ 3 — \/§) < 0.2 Nach dem Zwischenwertsatz 8.8
gibt es mindestens ein xy € [\/5, V243 — \/§] mit coszy = 0.

Definition: Wir definieren 7/2 als die kleinste Nullstelle des Cosinus im Intervall [0, 2],
also -
5= inf{zy € [0,2] : coszyg =0} = min{zg € [0,2] : cosxy = 0}.

Beachte: Es gilt

V2<m/2<V2\/3-V3<2<2V3
und V2 ~ 1.41421, sowie v/2v/3 — V3 ~ 1.59245. Ende

Mo
Bemerkung: Nach 7.12 gilt 09.12.13
e x2n+1
sinx = HZ:O<—1)HW7 fur alle T € R

2Es ist nmlich /2 Nullstelle von 1 — "”—22 und es gilt 1— 3”2—2 + ‘;—i = 0 genau dann, wenn (2% —6)? = 12, dh
also wenn 22 = 6 + v/12. Wir interessieren uns fiir das Intervall [0,2+/3], also bleibt nur z = /6 — /12 =
V23 — /3 als Nullstelle.
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Die Argumente in der Vorbetrachtung zeigen dann

3
sinxzx—% >0 fiuralle z € [0,\/6].

Wegen sin® x + cos? z = 1 folgt also sing = 1.

9.2. Eigenschaften: Aus den Additionstheoremen in 7.12 erhalten wir:
1) sinm =0, cosm = —1;

2) Vxr € R: sin(x + m) = —sinz, cos(x + m) = — cos x;

5) Vo € R: sin(m + 2) = —sin(7m — z), cos(m + x) = cos(m — z);

2
)
)

3) sin 2w = 0, cos 2w = 1;
)
)

6) Vx € R: sin(§ + x) = sin(§ — x), cos(§ +x) = —cos(§ — x);
)

(
(
(
(4) Vx € R: sin(z + 27) = sinz, cos(z + 27) = cosz (dh sin und cos sind 27-periodisch).
(
(
(

7) Vx € R: sin(z + §) = cosz.

Hieraus konnen wir alle Nullstellen von sin und cos bestimmen:

(8) Fiir x € R gilt: cosz = 0 <> es gibt k € Z mit x = (2k +1)7.
(9) Fiir z € R gilt: sinz = 0 < es gibt k € Z mit x = k.

(10) Fiir k € Z gilt: cos(km) = (—=1)* und sin((2k + 1)7/2) = (=1)*.

Schlieflich geben wir noch an:

(11) sin§ = cos § = ‘/75

Auflerdem erinnern wir an:

(12) Fiir alle z € R gilt sin(—z) = —sinx und cos(—z) = cos z.

9.3. Monotonie bei sin und cos: Es reicht, die Funktionen auf dem Intervall [0, 7/2] zu
betrachten. Dabei ist sinz > 0 fir x € (0,7/2] und cosz > 0 fiir z € [0,7/2). Es folgt
cosz = /1 —sin’x < 1 = cos0 fiir z € (0,7/2], und fiir z,x + h € (0, 7/2] mit h > 0 gilt
also
cos(z + h) = cosx cos h — gin xsin b, < cos z,
=
<1 >0
dh cos ist auf [0, 7/2] streng monoton fallend.

Folglich ist sinx auf [0,7/2] streng monoton wachsend (wegen sinx = /1 — cos?z fiir
x € [0,7/2]).
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9.4. Arcussinus und Arcuscosinus: Wegen 9.3 und 9.2(6) ist cos : [0, 7] — [—1, 1] streng
monoton fallend, nach 8.2(2) ist diese Abbildung stetig und wegen 8.10 ist sie bijektiv.

Die Umkehrabbildung arccos : [—1,1] — [0, 7] heiBt Arcuscosinus.

Eigenschaften: arccos : [—1,1] — [0, 7] ist streng monoton fallend, stetig und bijektiv.
Es gilt arccos(—1) =, arccos0 = 7/2, arccos 1 = 0.

Wegen 9.3 und 9.2(12) ist sin : [—7/2,7/2] — [—1,1] streng monoton wachsend. Auch
diese Funktion ist stetig und bijektiv.

Die Umkehrfunktion arcsin : [—1,1] — [—7/2, 7/2] heifit Arcussinus.

Eigenschaften: Die Funktion arcsin : [—1,1] — [—7/2, 7/2] ist streng monoton wachsend,
stetig und bijektiv. Es gilt arcsin(1) = 7/2, arcsin0 = 0 und arcsin(—z) = — arcsinx fiir
alle z € [—1,1].

Achtung! Wegen 9.2 sind fiir jedes k € Z auch die Abbildungen
cos : [km, (k + 1)7] — [—1,1], sin: [(2k — D)7 /2, 2k + 1)7/2] — [—1,1]

streng monoton, stetig und bijektiv. Fiir k£ # 0 sind ihre Umkehrabbildungen verschieden
von den eben definierten Funktionen arccos und arcsin!

9.5. Der Tangens: Die Funktion

sin x

tan:R\(%—l—wZ) — R, z tanz:= -

heiflt Tangens. (Beachte, dass die Menge 7 +7Z genau die Nullstellen des Cosinus enthélt. )

Eigenschaften: Es gilt tan0 = 0, tan7/4 = 1, sowie fiir alle x im Definitionsbereich, dh
fiir alle z € R\ (5 + 7Z):

tan(—x) = —tanx tan(z + m) = tan .

Somit ist der Tangens eine m-periodische Funktion.

Auflerdem ist tan auf (—7/2, 7/2) streng monoton wachsend mit tanz — oo fiir v — 7/2—
und tanx — —oo fir x — —7/2+.

Folglich ist tan : (—7/2,7/2) — R streng monoton wachsend, stetig und bijektiv. Die
Umkehrfunktion arctan : R — (—m /2, 7/2) heifit Arcustangens.

Eigenschaften: Es gilt arctan 0 = 0, arctan 1 = 7/4 und arctan(—z) = — arctan x fiir alle
r e R
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Bemerkung: Sei k € Z. Man sieht leicht, dass die Umkehrabbildung von tan : (km —
7/2,km + 7/2) — R gegeben ist durch

R — (kr —7/2,km +7/2),x — km + arctan z.

9.6. Anwendung (Polarkoordinaten): Fiir jede komplexe Zahl z € C\ {0} gibt es
genau ein r € (0,00) und genau einen Winkel ¢ € (—m, 7] mit z = re?. Dabei heifit
r = |z| Ldnge von z und ¢ =: arg z heiit das Argument von z.

Satz: Fiir jedes Paar (a,b) € R? mit a®*+b* = 1 gibt es genau ein ¢ € (—m, 7| mit cos = a
und sin ¢ = b.

Bemerkung: Dabei ist ¢ = arcsin b, falls a > 0 ist, und ¢ = arccosa, falls b > 0 ist. Sind
a,b < 0, so ist ¢ = arccos |a| — 7 = arcsin |b| — 7.

Alternativ hat man ¢ = arctan(b/a) fir a > 0, ¢ = br/2 fiir a = 0 (dann b € {—1,1}),
sowie p = 7 + arctan(b/a) fir a < 0, b > 0, und ¢ = —7 + arctan(b/a) fir a,b < 0.

Bemerkung: Es gilt ¢ = 1 genau dann, wenn ¢ € 277 ist. Insbesondere gibt es zu jedem
z € C\ {0} unendlich viele 1) € R mit z = |z|e®.

Multiplikation komplexer Zahlen: Seien z = re?, w = se®¥ € C\ {0} mit o, €
(—m, 7). Dann gilt
2w = rse' @Y

dh Multiplikation mit w dreht z um den Winkel ¢) = argw. Ist aber ¢+ & (—m, 7|, so ist
arg z + argw # arg (zw)! Als Beispiel betrachte man z = w = —1 + ¢ mit argz = argw =
3r/4 und argz + argw = 37/2 # —7/2 = arg(—2i) = arg(wz) oder w = z = —1 mit
argz = argw = 7w und arg z + argw = 27 # 0 = arg 1 = arg (wz).

9.7. Hyperbelfunktionen: Definiere fiir x € R:
coshz := %(ew +e ), sinhx := %(ex —e ")
(Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus).
Dann gilt cosh0 = 1 und sinh 0 = 0, sowie
Vo € R: cosh(—x) = coshz, sinh(—z)= —sinhuz.
AuBlerdem gilt

coshx — 0o, sinhz — oo fliir z — o0

coshz — oo, sinhz — —oc0 fir = — —oo,

sowie
cosh?z —sinh?z =1 fiir alle z € R.
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Reihendarstellungen: Fiir alle x € R gilt

e :L,Zn . e w2n+1
COth:ZOW’ Slnhxzzom.

Folgerung: Die Funktionen
cosh : [0,00) = [1,00) und sinh:R — R

sind streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

Additionstheoreme: Fiir alle z,y € R gilt

cosh(x +vy) = coshxcoshy + sinhxsinhy,
sinh(x +y) = sinhxcoshy + coshzsinhy.

Definition: Die Funktion

sinh z er —e

tanh : R — R, x — tanhz := = ,
coshx e*+e®

heifit Tangens hyperbolicus.

Es ist tanh(—z) = —tanh fiir alle x € R und tanh 0 = 0. Aulerdem gilt tanhx — 1 fiir
x — oo und tanhx — —1 fir x — —o0.

Die Funktion tanh : R — (—1, 1) ist streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

9.8. Areafunktionen: Die Umkehrfunktionen von sinh : R — R, cosh : [0, 00) — [1, 00)
und tanh : R — (—1,1) heilen Arsinh : R — R (Areasinus), Arcosh : [1,00) — [0, 00)
(Areacosinus) und Artanh : (—1,1) — R (Areatangens). Diese Funktionen sind jeweils
streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

9.9. Weitere Funktionen: Es gibt noch weitere Funktionen, auf die wir hier nicht naher
eingehen, z.B. cotx = 1/tanz, secx = 1/ cosz, sechz = 1/ cosh z etc.
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10 Differentialrechnung

In diesem Abschnitt sei I C R stets ein Intervall (mit mindestens zwei Punkten).

10.1. Differenzierbarkeit: Sei f : I — R eine Funktion und z( € I.

Idee: Approximation von f “in der Ndhe von xy” durch eine lineare Funktion (da lineare
Funktionen leichter zu behandeln sind):

flz) = flxo)

r — To

f(x) = f(xo) + (z = o) = f(x0) + az — o).

Anschaulich sollte dafiir a die “Steigung” von f in z( sein.

Definition: f heiit in xy € I differenzierbar (dbar), falls der Limes lim,_,,, fe)=f@o) o R

T—x0

existiert. Dieser Grenzwert heifit die Ableitung von f in xy, Bezeichnung: f'(z).

Die Funktion f heilit auf I differenzierbar, falls f in jedem x € I differenzierbar ist. In
diesem Fall heifit [ : I — R, x — f'(x), die Ableitung von f auf I.

Bemerkung: Es ist lim, ., %ﬁmo) = limy_o w AuBlerdem ist
lim, 4, f@) =) _ genau dann, wenn

T—x0

Ve > 030 > 0Vz € I mit |z — x| < I :|f(z) — f(xo) — alx — x0)| < e|z — 0]

Beispiele: (1) f: I — R, f(z) = c € R, ist auf [ differenzierbar mit f' = 0 auf I.
(2) f:R =R, f(x) = |z| ist in 2y = 0 nicht differenzierbar, denn fiir h # 0 ist

f(h)—f(O)_@:{ 1 ,h>0
h h ~1 h<0

Also existiert limy,_,o L (h);f © hicht.

(3) I =R, n € N, f(x) = 2" f ist auf R differenzierbar mit f'(v¢) = na{ ' fiir jedes
xo € R. Fiir z # x( ist ndmlich nach 4.11(1)

e n—1
0 = E "Rk el (v = xo).
T — X =0

(4) exp, sin, cos, sinh, cosh sind auf R differenzierbar mit exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ =
— sin, sinh’ = cosh und cosh” = sinh. Fiir z, h € R mit h # 0 gilt ndmlich nach 7.11(1) und

8.4: h .
T - -1
¢ h © —e eh —e® (h = 0),
——

-1
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sowie nach 7.12(3) (Additionstheoreme) und 8.4:

sin(zx +h) —sinx  sinxzcosh+ coswsinh —sinw
h B h
cosh —1 sin i
= sinxT+cos:U — cosz (h — 0).
—— ~—~——
—0 —1

Die Beweise fiir cos, sinh und cosh sind analog.

Satz: Ist f in xg differenzierbar, so ist f in xq stetig.

Beweis. Da I ein Intervall ist, ist zo € I Haufungspunkt von I. Fiir x € I\ {2} ist dann

f(x) — f(20)

r — Xy

f(z) — f(xo) =

(x —x0) = f(70) - 0=0 (z — ).
Also ist f in xq stetig. ]

10.2. Ableitungsregeln: Seien f,g : I — R Funktionen, die in 2y € I differenzierbar
sind, und «, 8 € R. Dann gilt:

(1) af + By ist differenzierbar in o € I und
(of + Bg) (o) = af (o) + By (wo)-
(2) fg ist differenzierbar in z und
(f9)'(wo) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g'(x0)  Produktregel.

(3) Ist g(xzo) # 0, so gibt es ein § > 0 mit g(z) # 0 fiir alle x € I N Us(xy) =: J. Die
Funktion % . J — Rist in zq differenzierbar und

(g)/ (20) = ['(x0)g(z0) — f(20)g'(0)

9(x0)?

Quotientenregel.

Beweis. (1) ist klar wegen 6.3 und 8.4.
(2) Flir x € I'\ {xo} gilt

(F9)(@) = Fo)lwo) _ ) = Flen) v\ o ola) = alao)

T — T T — T x—x

woraus fiir x — zo die Behauptung folgt (beachte, dass g(z) — g(zo) fiir  — x9, da g
nach 10.1 in z, stetig ist).

29



(3) Wegen (2) reicht f = 1. Die Existenz von d erhalten wir aus 8.3, da g in zq stetig ist.
Beachte, dass J ein Intervall ist. Fur € J \ {zo} ist

(a0)—g(x)
1/g(x) = 1/g(z0) _ "=,

T — g(z)g(x)’

woraus fiir z — ¢ die Behauptung folgt. Wieder beachte man g(z) — g(x¢) fiir . — zo. O

Beispiele: tan = %2 und tanh = 82 sind auf R\ (7Z + 7/2) bzw. auf R differenzierbar,

cos cosh
und es gilt:
tan’ = SN +tan® auf R\ (7Z + 7/2), tanh’ = =1 — tanh? auf R
cos? ’ cosh? '
Es ist namlich
sin sin’ cos — sincos’  cos? 4 sin? 1
tan’ = (—)" = 5 = — = — = 1+tan®.
cos cos cos cos

Der Beweis fiir tanh ist analog.

10.3. Kettenregel: Sei f : I — R in xy € [ differenzierbar und J C R ein Intervall mit
f(I) € J.Seig:J — Rin yy := f(xo) differenzierbar. Dann ist go f : I — R in zg
differenzierbar und

(g0 f)(20) = g'(f(x0)) - [ (o)

(“a4uflere Ableitung mal innere Ableitung”).

Beweis. Die Idee ist zu schreiben

9(f(@)) = g(f(x0)) _ 9(f(2)) = g(f(w0)) [f(x) = f(wo)

T — T f(z) — f(xo) T — T

Da man dabei eventuell durch Null dividiert, setzen wir

9(y)—g(yo)
q:J—>R,q(y)r={ y v YT
g (yO) Y = Yo

Dann gilt q(y) — ¢'(vo) fiir y — o, also auch ¢(f(x)) — ¢'(f(x0)) fiir z — xg, da f in xg
stetig ist. AuBerdem gilt g(y) — g(vo) = q(y)(y — yo) fiir alle y € J, also

o (@) =9 0)) _ iy S0 = I (0)

r — XTo T — Tg

= ¢'(f(x0)) - f'(w0) (2 — ).
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Beispiel: Sei a > 0 und h(z) = a” fir x € R. Dann ist h auf R differenzierbar und fiir
jedes = € R gilt:
B (z) = (a*) = a”Ina.
Ende

Mo

10.4. Satz iiber die Umkehrfunktion: Sei f : [ — R stetig und streng monoton auf /. 16.12.13

Ist f in xg € I differenzierbar und f'(xq) # 0, so ist die Umkehrfunktion f=': f(I) - R
in yo := f(xg) differenzierbar und

(N
filxo) — f(f(w0))

Beweis. Nach 8.8 ist f(I) ein Intervall. Sei y € f(I) und x := f~!(y). Dann gilt

(f ) (o) =

fHy) = £ (wo) T — Ty 1
= — Y = %),
Y=Y f(@) = f(zo) f' (o) ( o)
da wegen der Stetigkeit von f~1 aus y — yo folgt x — x. ]

Beispiele: Die Funktionen In : (0,00) — R, arctan : R — (—n/2,7/2), Arsinh : R — R,
Artanh : (—1,1) — R sind differenzierbar. Dabei ist In die Umkehrfunktion von f(x) = e”
und f'(z) = e*, also

1
In'y = (e™¥)™! = = fiir jedes y > 0.
Yy

Weiter gilt

1 1
arctan’(y) = T Arsinh’(y) = TyQ7 yeR
1
Artanh’(y) = — ly| < 1.

Die Funktionen arcsin : (—=1,1) — (—7/2,7/2), arccos : (—1,1) — (0,7) und Arcosh :
(1,00) — (0, 00) sind differenzierbar mit

1 1
arcsin’(y) = ———, arccos'(y)=-——, Jy|<1
W - = =

Arcosh'(y) = ?, y > 1.

Anwendung: Fiir jedes z € R gilt:

lim (1 + £>n = ¢e”.
n

n—oo
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Beweis. Fiir n > —x ist die linke Seite = exp(nIn(1 + %)). Also reicht zu zeigen
T
nln(l+ =) =z (n— o0).
n

Das ist klar fiir z = 0. Fiir  # 0 erhalten wir

In(1+ 2 In(1+hA)—Inl 1
fi RO o, O R) =l'(l)=>| =1
n—00 % h—0 h tlt=1
woraus die Behauptung folgt. ]

Anwendung: Fir a € R betrachten wir z — z® auf (0, c0). Unter Verwendug der Schreib-
weise L f(z) fiir f/(z) haben wir

i(xa> _ i(ealnx) _ ealnx g _ Oéxafl
dz o de B r '

10.5. Lokale Extremstellen: Sei D C R mit D # (), f : D — R eine Funktion und
T € D.

Definition: g hat in x¢ ein lokales Maximum [Minimum], falls es ein 6 > 0 gibt mit
vz € DN Us(xo) : g(x) < g(xo) [ baw. g(x) > g(x0)],

dh Vo € D: |x — 20| < = g(z) < g(zo) [ bzw. g(x) > g(x0)].
Ein lokales Maximum/Minimum wird auch als relatives Maximum/Minimum bezeichnet.

Ein relatives oder lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

10.6. Satz: Die Funktion f : I — R habe in 2y € I ein lokales Extremum und sei in g
differenzierbar. Gibt es ein § > 0 mit Us(zg) C I, so ist f'(zo) = 0.

Bemerkung: Ist M C R eine Menge, so heiflen Punkte xy € M, fiir die es ein § > 0 mit
Us(xo) € M gibt, innere Punkte von M.

Da [ ein Intervall ist, ist zyp € I genau dann ein innerer Punkt von I, wenn xy ¢&
{sup I,inf I} gilt.

Beweis des Satzes. Wir nehmen an, dass f in z( ein lokales Maximum hat (sonst betra-
chte —f). Wir konnen weiter annehmen, dass das ¢ aus 10.5 mit dem ¢ aus dem Satz
tibereinstimmt (sonst betrachte das Minimum von beiden). Fir z € (x,x¢ + §) gilt
dann f(z) < f(xo), also %{{gxo) < 0 und damit f'(zg) = lim,_,4,, LE=1E0) < 0. Fiir

r—x0

z € (zg — 0,10) gilt f(z) < flzo) und LE=LED) > 0 woraus f/(z9) > 0 folgt. O

T—xQ
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10.7. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (MWS): Sei f : [a,b] — R stetig und
auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein £ € (a, b) mit

1) = fl@)

e ==5—

Beweis. Wir betrachten zundchst den Fall f(a) = f(b). Nach 8.14 finden wir 21, x5 € |[a, b]
mit f(x1) < f(x) < f(xq) fir alle z € [a,b]. Somit hat f in x; ein lokales Minimum und
in x5 ein lokales Maximum.

Fall 1, z; € (a,b): Dann wenden wir 10.6 an und erhalten f’(z1) = 0.

Fall 2, z; € {a,b}, x5 € (a,b): Wir wenden 10.6 an und erhalten f’(x) = 0.

Fall 3, z1, 2 € {a,b}: Dann ist f konstant und f’(z) = 0 fiir jedes = € (a,b).

Im allgemeinen Fall setzen wir g(z) := f(z) — W(m —a) fur x € [a,b] und wenden
das Gezeigte auf g an (es ist g(a) = f(a) = g(b)). Wir erhalten & € (a,b) mit

f(b) = f(a)

0=g(€) = f(6) - =5 —

wie gewiinscht. n

10.8. Folgerungen: Seien f,g: I — R auf I differenzierbar.
(1) f ist auf I konstant <= f' =0 auf I.
(2) Ist f" = ¢’ auf I, so gibt es ein ¢ € R mit f = g+ c auf I.

(3) Ist f/ >0 [bzw. f" <0, f' >0, f' < 0] auf I, so ist f auf I monoton wachsend [bzw.
monoton fallend, streng monoton wachsend, streng monoton fallend].

Beweis. (1) “<=”: Nach MWS ist f(b) = f(a) fiir alle a,b € I.
(2) Wende (1) an auf f —g.
(3) Ist f" > 0 auf I, so gilt fir z,y € I mit x < y:

fly) = f(x)

e GEL

fiir ein € € (z,y). Es folgt f(y) > f(z). Die anderen Aussagen beweist man analog. O
Anwendung: Sei a € R und ¢ : I — R eine differenzierbare Funktion mit ¢’ = a¢ auf I,

sowie zo € I. Dann gilt ¢(z) = ¢(z0)e@ ™) fiir jedes x € I: Setzt man ¢ (x) := ¢(x)e **,
x € I, so ist ndmlich 1 differenzierbar auf I mit ¢y’ = 0 auf 7, und somit

o(x)e ™ = (x) = Y(x) = P(xg)e” **° fiir jedes = € I.
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Somit hat fiir feste zy € I, ¢ € R das Anfangswertproblem
y/ =ay auf Iu y(l’o) = ¢,

genau eine differenzierbare Losung ¢ : I — R, gegeben durch ¢(z) = ce®@%) z € I.

10.9. Die Regeln von de I’Hospital: Seien a € R, b € RU{oo} und L € RU{—00, c0}.
Seien f, g : (a,b) — R auf (a,b) differenzierbar mit ¢’(x) # 0 fiir alle « € (a,b). Weiter sei
lim,_,, 52 = L.
g'(z)
(a) Ist lim, . f(z) = lim,; g(z) = 0, so gilt
f(x)

7@) — L (x—0D).
(b) Ist lim,_,; g(z) = £o00, so gilt

-

(D) —L (z—0D).

Beweis. nur (a) und b € R: Setze f(b) = ¢g(b) = 0. Sei (z,,) Folge in (a, b) mit x,, — b und
n € N. Setze h(z) := g(x)f(x,) — f(z)g(x,) fir z € [z,,b]. Dann ist h auf [z,,b] stetig
und in (x,,b) differenzierbar mit h(z,) = 0 = h(b). Nach MWS finden wir ein &, € (z,,b)
mit A'(&,) = 0, dh mit

Die Behauptung folgt nun fiir n — oc. ]

Beispiele: (1) Fiir a,b > 0 gilt

lim a4 b = lim @’lna—b nb:lna—lnb.
x—04+ x rz—0+ 1
(2) Es ist
1 1
tim 27— i 1T
T—00 I T—00 1
(3) Es ist
1 1
lim zlne = lim — = lim [z = lim (—z) =0.
z—0+ z—0+ 1/1‘ z—0+ —1/{[2 z—0+4

(4) Aus (3) folgt mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion:

lim 2% = lim €% =¢% = 1.
z—0+ z—0+
Bemerkung: Hier ist es jeweils so, dass erst die Existenz des letzten Limes die Existenz
des ersten Limes garantiert (vgl. die Regeln oben). Ende Di
17.12.13
Der folgende Satz kann in Anwendungen niitzlich sein.
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10.10. Satz: Sei f : [a,b] — R eine Funktion und zy € (a,b). Weiter sei f auf (a,zo)
und (zo, b) differenzierbar. Existiert der Grenzwert « := lim,_,,, f'(x) € R und ist f in x
stetig, so ist f in xg differenzierbar mit f’(z¢) = « und f’ ist in z, stetig.

Beweis. Fiir x € (a,b) \ {zo} gilt nach dem Mittelwertsatz

fz) = flzo)

r — 2o

= ['(§(x))

fir ein &(x) zwischen x und zy. Fiir © — x( hat man £(z) — x¢ und also f'({(z)) — «
nach Voraussetzung. N

e/ x>0

Beispiel: Die Funktion f: R — R, f(z) := { ist auf R stetig differenzier-

0 ,r <0
bar. Es gilt
-2 —1/z
o) xT% ;x>0
flw) = { 0 r<0
Wegen lim, o4 f(2) = lim,_ope /% = 0 ist f in 0 stetig. Wegen lim,_o. f'(z) =

lim, o4 r72e7 /% = lim, ,o s%¢™* = 0 % ist f nach dem Satz in 0 differenzierbar mit

f(0) =0 und f’ ist stetig auf R.

r?sin(1/x) ,2#0
0 ,r =10

Beispiel zur Warnung: Die Funktion f: R — R, f(x) := { ist auf

R differenzierbar. In Punkten zy # 0 ist dies klar und es gilt

f'(z) = 2xsin(1/x) — cos(1/x), x #0.
Wir untersuchen f auf Differenzierbarkeit in zy = 0: Fiir  # 0 gilt

fz) = f(0) ‘f(ﬂC)—

L2 IO rsin(1 /), (J)"’(0>‘ — Ja|[sin(1/2)] < |&] = 0 (z = 0),

also ist f in O differenzierbar und f’(0) = 0. Man beachte, dass der Limes lim, o f'(z)
nicht existiert!

10.11. Hohere Ableitungen: Sei I C R ein Intervall und f : I — R sei auf I differen-
zierbar.

Definition: (a) f heifit in zg € I zweimal differenzierbar, falls f’ in zq differenzierbar ist.

Dann heifit
[ (o) = (') (o)

3Man kann via 10.9 zeigen, dass lim,_, ij = 0 ist. Eine andere Moglichkeit ist die Abschitzung
e =310 sk /k! > s3/3! fiir s > 0, aus der folgt 0 < s2¢7* < 3!/s — 0 fiir s — co. Allgemeiner gilt fiir
jedes n € N: limg_, o s"e™° = 0.
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die 2. Ableitung von f in xg.

f heiit auf I zweimal differenzierbar, falls f" auf I differenzierbar ist. Dann heifit f” = (f’)
zweite Ableitung von f auf I.

Entsprechend definiert man im Falle der Existenz f"(z¢), f® (x¢) etc. bzaw. f”, f&, ...

(b) Sei n € N. f heifit auf I n-mal stetig differenzierbar, falls f auf I n-mal differenzierbar
ist und f, f', f",..., f™ : I — R stetig sind. Dafiir schreiben wir f € C™(I).

AuBerdem: f € C°(I) = C(I), falls f auf I stetig ist, und f € C>(I), falls f € C™(I) fiir
jedes n € N gilt, dh wenn f auf I beliebig oft differenzierbar ist.

Beispiele: (1) Fiir f: R — R, f(z) = ¢, gilt f € C>(R). Hier ist ™ (x) = ® fiir jedes

neN zelR.

(2) Es gilt sin, cos € C*°(R). Hier ist sin’ = cos, sin” = cos’ = —sin, sin” = —sin’ = — cos
und sin®® = — cos’ = sin, etc. Genauso sind sinh, cosh € C®(R).

(3) Die Funktion f(z) = £ ist auf R\{1} beliebig oft differenzierbar mit " (z) = #

fir jedes n € Ny (Induktion!).

(4) Fiir die Funktion f aus dem Beispiel in 10.10 gilt f € C*°(R): Es ist klar, dass f auf
(—00,0) und auf (0, 00) beliebig oft differenzierbar ist. Fiir jedes n € N gilt:

1\, ,—1/x
.y _ § pa(ze x>0
o ={ Pl
wobei p,, ein Polynom ist (fiir n = 1 ist pi(s) = s* und also p;(1) = 2, vgl. Beispiel in
10.10 oben; die allgemeine Aussage zeigt man durch Induktion nach n: Ist p,, gefunden mit
f0)(x) = p,(1/x)e~/* fiir x > 0, so haben wir
fY(z) = pl (1/x) - (—2 e V" + p(1/z)e V" 272 >0,

also pi1(s) = —s*p,(s) + $%pn(s)). Wir wenden den Satz 10.10 jetzt wiederholt an (dh
sukzessive auf f, f', f”, etc.), wobei wir beachten, dass fiir jedes n € N gilt:

1
1 (7’1) — | — _l/x = | e
S £ = Jg () = B (o) =0

Wir erhalten so, dass f, [, f”, etc. auf R stetig differenzierbar sind.

10.12. Satz von Taylor: Sei n € Ny, f € C*(I) und f™ sei auf I differenzierbar. Seien
x,xo € I. Dann gibt es ein £ zwischen z und zy mit

[ (o) F® (o)

1! n!

Z" O (o) AR 1

= (x —20)" + —— (1 — x)" .

— k! \(n +1)! _ )
n-tes Tayfgrpolynom Restglied
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Bemerkung: Fiir n = 0 ist das der Mittelwertsatz, den wir auch im Beweis verwenden.

Definition: Fir n € Ny schreiben wir

n f(k) (z0)
k!

(:E—xo)k, rel,

To(fs20)(x) =

k=0
fiir das n-te Taylorpolynom von f bei Entwicklung um xy.
Beweis des Satzes. Es reicht g = 0 und h := x — zo > 0. Wir definieren ¢ : [0,h] — R
durch "
,_ ~ f® () e (h—a)™!
g(z) = f(h) — Z I (h— ) —mm,

k=0

wobei wir m € R so wihlen, dass ¢g(0) = 0 ist. Dann haben wir g(h) = 0 und (wegen

9(0) =0)
), e
(n+ 1)1

k=0

Nach Voraussetzung ist g in [0, h] differenzierbar , so dass wir nach MWS ein ¢ € [0, A
finden mit ¢'(§) = 0. Wegen (nachrechnen!)

(h — )"

n!

g (@) = (f" () —m)
folgt dann m = f"* (&) und wir sind fertig. ]

Bemerkung: Falls f € C>(I), so ist f um xy in eine auf I konvergente Potenzreihe
entwickelbar, falls fiir jedes x € I gilt:

To(f;x0)(x) = f(z)  (n— o0).

Gleichbedeutend damit ist, dass fiir jedes x € I das entsprechende Restglied fiir n — oo
gegen Null geht.

Beispiel: Wir betrachten f(z) := In(1 — z) fir < 1 und 2o = 0. Hier ist f'(z) = — 1=
und also nach 10.11(3) fiir jedes k € N: f®)(z) = —((f__;)),i. Wir erhalten somit fiir jedes
n € N:
T =20 a1
k=1
Das Restglied ist hier
1 wn+1

(1= n+1
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Da ¢ zwischen 0 und  liegt, erhalten wir 0 < 1% < %2 < 1 fiir z € (0, sl und 0 < 1%l <

|z| < 1 fur z € [—1,0]. Somit geht das Restglied fur n — oo zumindest fir z € [—1,
gegen Null, und
N 1
n(l— T 1,
DT ey

Tatsdchlich gilt dies auch fir z € (1/2,1) (vgl. 10.14 unten, dort wird Konvergenz gezeigt
fuir z € (—1,1); fir + = —1 kann man auch Ergénzung 10.16 unten verwenden). Wir
notieren als Spezialfall (z = —1)

]

N[ =

i (_lj)k =—1In2.

k=1

Warnung: Nicht jede Funktion f € C*°(7) ist durch ihre Taylorreihe darstellbar!

“e x>0
0 <0’
f™(0) = 0 fiir jedes n € Ny, also auch T,,(f;0)(z) = 0 fiir alle n € N, = € R. Fiir kein
x > 0 gilt somit T,,(f;0)(z) — f(x)!

Beispiel: Wir betrachten f : R — R, f(x) = { c in rp = 0. Es gilt

10.13. Lokale Extrema: Sein > 2, I C R ein Intervall, f € C"(I) und xy € I ein innerer
Punkt von I (dh kein Randpunkt). Weiter sei

f(xo) = f'(z0) = ... = f(n_l)(fo) =0 und f"(x) #0.

(a) Ist n gerade und f™(zq) > 0 [bzw. f™(xy) < 0], so hat f in zy ein lokales Minimum
[bzw. ein lokales Maximum].

(b) Ist n ungerade, so hat f in xg kein lokales Extremum.

Bemerkung: In der Anwendung ist meist n = 2. Ist f’(x¢) = 0, so gilt:

fur f”(zo) > 0 hat f in ein lokales Minimum,
fir f”(zo) < 0 hat f in ein lokales Maximum,

fir f”(zo) = 0 erhédlt man keine Entscheidung.

Beweis. f™ ist stetig auf I mit £ (xq) # 0, somit gibt es § > 0 mit
FME)f™ (o) > 0 fiir alle £ € Uy(xo) C 1.

Nach dem Satz von Taylor und der Voraussetzung gibt es fiir jedes x € Us(zo) ein & € Us(zo)

mit )
S n
1)~ flao) = o @y
Nun betrachte man das Vorzeichen der rechten Seite. 0 Ende
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Beispiel: Sei p > 1, a > 0. Bestimme das Maximum von f(z) := ax — 2P /p iiber = > 0.

Es gilt f(0) = 0 und f(z) — —oo fir x — oo. Fir z > 0 ist f/(z) = a — 27! und

f"(z) = —(p — 1)aP~% < 0. Weiter ist f'(xo) = 0 genau dann, wenn xo = /=1 ist. Der
Funktionswert an dieser Stelle ist f(a/®P~Y) = (1 — %)ap/ (=1 > 0. Dies ist das gesuchte
Maximum.

Bemerkung: Allgemeiner sei f € C*(I) mit f” > 0 auf I [bzw. mit f” <0 auf I]. Solche
Funktionen heiflen konvexr [bzw. konkav]. Es gilt dann:

Ist 29 € I mit f'(zg) = 0, so hat f in z( ein globales Minimum [bzw. ein
globales Maximum].

Es ist dann nédmlich f’ auf I nach 10.8 monoton wachsend, also f’ < 0 links von xy und
f" > 0 rechts von zy, dh (wieder nach 10.8) also f monoton fallend links von z, und
monoton wachsend rechts von zy. Wir erhalten so f(x) > f(x¢) fir alle z € I.

AuBerdem ist f € C?(I) konvex genau dann, wenn fiir alle z,y € I und X € (0,1) gilt:

S =Nz +Ay) < (=N f(2) +Af(y),

dh wenn die Funktion auf jedem Teiliintervall [z, y] unterhalb der Geraden durch f(z) und
f(y) liegt.

Beispiel: f : R — R, f(z) = € — z ist in C*(R) mit f'(x) = e* — 1, f"(z) = e” > 0.
Die Funktion f ist konvex und hat bei der einzigen Nullstelle 2o = 0 von f’ ein globales
Minimum.

10.14. Ableitung von Potenzreihen: Sei Y °  a,(x — zo)" eine reelle Potenzreihe mit
Konvergenradius R € (0,00], I := (zg — R,z + R) und

f:I—=R, z— f(x):= Zan(z — x)".
n=0
Dann ist f auf I differenzierbar, und fiir jedes x € I gilt

f(z) = Znan(l’ — )"

Beweis. Wir konnen xy = 0 annehmen. Die Potenzreihen > °°  na,z" ' und > 7, n(n —
1)|a,|z"~2 haben Konvergenzradius R, und wir bezeichnen die auf I dargestellten Funk-
tionen mit g bzw. ¢. Sei nun x € [ und h # 0 mit |z| + |h| < R. Dann gilt

Mot W= J0) ey S, (R o
S .



Wir miissen zeigen, dass dies fiir h — 0 gegen Null geht.

Ist n > 2, so finden wir nach MWS zunéchst ein £ zwischen x und x + h und dann ein 7,
zwischen & und x so, dass

(x +h)" — 2"
h

Folglich gilt fiir jedes n > 2:

— e = (€ =2 = n(n — 1)(€ - 2)n" .

< n(n = Dh|(|z] + [h])"

" — ™
‘(I'—F) L _nxnfl

h

Wir erhalten somit

flz+h) - f(x)
h

—g(x)‘ < |RY - n(n = Danl(e] + |B1)*" = [hle(|2] + [A]).

Fir h — 0 gilt nun (|z| + |h|) = ¢(|z]), und es folgt limj,_o w = g(x). O

Bemerkung: Der Satz besagt, dass man Potenzreihen im Inneren des Konvergenzintervalls
gliedweise differenzieren kann. Da f’ wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R ist,
kann man den Satz wiederholt anwenden und erhélt damit: f € C°°([) und fir alle £ € N
gilt:

fO) = nn-1)n-2)-...-(n—(k=1))an(z —z0)" ", wel
n=~k
Fur x = z( erhélt man
P (ze) =k(k—=1)(k—=2)-...- (k= (k—1))ay = klay.

Somit gilt

f(k) ()
k!

ay = fir alle k € N,

und wir erhalten die Darstellung

< £0) (0
fa) =S L e e

n!

n=0

so dass die Potenzreihe die Taylorreihe der dargestellten Funktion ist.

Beispiel: Fiir z € (—1,1) gilt

1 1 e ©°
arctan’(r) = T2 =1 — Z(_x2)k _ Z(_l)%%‘

_(—~2
(=) = =
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Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist 1. Der Konvergenzradius der Potenzreihe
2k+1
S0 (—1)FZ = st ebenfalls 1. Setzt man

2k+1
o0 k$2k+1
= —1 ) e(—1,1),
o) = NV gy wE (L)

so ist g nach 10.14 auf (—1, 1) differenzierbar, und es gilt

= Z(—l)kx% = arctan’(z), xz € (—1,1).
k=0

Wegen arctan 0 = 0 = ¢(0) ist also

(oo}
arct an E

k=0

2k+1

re(—1,1).

Eine &hnliche Argumentation zeigt

n(l —z) Z— e (—1,1).

10.15. Identitatssatz fiir Potenzreihen: Sei r > 0 und [ := (xy — 7,29 + r). Seien
fig: I — R gegeben durch

= Zan(m —x9)", g(x):= an(a: —xz)", x€,
n=0 n=0

wobei die Potenzreihen auf I konvergieren. Es gebe eine streng monotone Folge (2, )men
in [ mit z,, — x¢ fiir m — oo und f(z,,) = g(z,,) fir jedes m € N. Dann gilt a,, = b,, fiir
alle n € N.

Bemerkung: Insbesondere gilt also:
f=gaufl = VneNy:a,=b,,

aber die Voraussetzung lasst sich sehr abschwachen.

Beweis. Wir diirfen ¢ = 0 und b,, = 0 annehmen (durch Betrachtung von f—g und a,, —b,).
Annahme: es gibt ng = min{n € Ny : a,, # 0}. Dann gilt f(z) =>"" a,(z — x¢)" und

n=ng

f(@m)

Also ist nach Voraussetzung a,, = lim,, . Ton—r0)0 = 0 im Widerspruch zur Annahme.

]
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Beispiel: Wir wollen ein Intervall I mit 0 € [ und eine differenzierbare Funktion y bes-
timmen mit y'(z) = zy(x), € I, und y(0) = 1 und machen einen Potenzreihenansatz
y(z) = D7 jana™ fur x € I = (—R, R), wobei R der Konvergenzradius der Potenzreihe
sei. Wegen y(0) = 1 ist ag = 1.

Wenn R > 0, so ist nach 10.14: ¢/(x) = >>7  nay,a™ ! fir z € I. AuBlerdem ist

oo [ee]
= E a,z" ! = E Unot™ t, xel.
n=0 n=2

Durch Koeffizientenvergleich (dh nach 10.15) erhalten wir a; = 0 und
NGy = Gp_o, N > 2.

Durch Induktion erhilt man hieraus az = a5 = a; = ... = 0 und ag, = (28k!)~! fiir
k=0,1,2,.... Somit

= 1 sa?\k 2
_ — () = P2
Vo) =3 g = 2 gly) — weR
k=0 k=0
und dies gentigt tatsachlich den geforderten Bedingungen.

10.16. Erganzung: Abelscher Grenzwertsatz: Wir stellen z.B. fest, dass die
Arcustangens-Reihe auch noch fiir x = 41 konvergiert (Leibnizkriterium), und wiirden
gerne x = 1 einsetzen. Das ermdglicht der folgende Satz:

Sei ">, by, konvergent. Dann gilt

o [oe)
lim E b,x" = E b,
r—1—

n=0 n=0

Beachte, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe wegen der vorausgesetzten Konvergenz
von y 2 b, nicht < 1 sein kann und also > 1 ist.

Fiir x = 1 erhélt man also in der Arcustangens-Reihe:

e ( l)k 2k+1

™ , _ S 11
Z:arctanlzrligl_arctan(x)—:cll)r{l_kz; k1 —§2k+1—1—§+g—?+....

Wenden wir den Satz auf die Logarithmus-Reihe

m(l-2)=-Y " |z <1,
n

n=1

an, erhalten wir

Ende Di
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Beweis des Abelschen Grenzwertsatzes. Wir fixieren ein N € N mit N > 2. Fiir x € (0, 1)
gilt dann

N N N
dy(z) = by — Y bpa" = by(l—a")
n=0 n=0 n=1

wobei fiir n > 1 nach 4.11(1):

n—1
1—2" = (1—x)ij.
=0

Also haben wir fiir z € (0,1) und Ny € N mit Ny < N:

N n-1 N-1 N
dy(z) = (1—2x) ZbeJ: (1—2) Zm]an
n=1 j=0 7=0 n=j+1
No-1 N-1 N
= (1—-2) Zx]Zb—Fl—xZ ijn.
7=0 n=j+1 j=No n=j+1
Setzen wir ¢, := > . b,, so haben wir ¢,, — ¢ := Y > b, fiir m — oco. Die Folge

(¢m)men, 1st also beschrénkt, etwa |c,,| < M fiir alle m € Ny. Wir haben nun

No—1 No—1

’Zx] ij|cN—cj|§N0-2M

n=j+1 J=0
und
N-1 N N-1 o0
‘(1—1:)2:1?2@1g(l—x)Zx]|cN—cj]< 1—562 pax ey — ¢,
j=No  n=j+1 j=No k=0 °
also

<(1-—2)- —c
ldy(z)| < (1 —x) 2MN0+N§2?%{N|CN cjl.

Sei ¢ > 0. Da (¢,,) eine Cauchyfolge ist, finden wir ein Ny so, dass fir alle N > j > Ny
gilt: |ey — ¢;] < &/2. Wir haben dann fiir = € (0, 1):

’Zb be
=0 n=0

=:r(x)

ldy (z)| < (1 —2)2M Ny + ¢/2.

N—oo

Fir z € (0,1) mit 1 — 2 < ¢/(4MNy) ist dann |r(z)| < e. Damit ist lim,,;_r(z) = 0
gezeigt. [
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10.17. Erganzung: Das Newton-Verfahren: In 10.1 bei der Definition der Differenzier-
barkeit haben wir gesagt, dass sich die lineare Approximation einer Funktion oft leichter
behandeln lasst als die Funktion selber. Das folgende ist dafiir ein Beispiel.

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f : I — R, fiir die man eine Nullstelle berechnen
mochte, dh also ein z* € I mit f(z*) = 0 (wir nehmen an, dass f in I genau eine Nullstelle
hat).

Zu einem gewdhlten Startwert xo € I betrachtet man statt f die linearisierte Funktion
x +— f(zo) + f'(z0)(x — xp) und bestimmt fiir diese eine Nullstelle x;. Dies ist moglich,
wenn f’(z9) # 0 ist; dann ist z1 = xo — f'(xo) ' f (o).

Man hofft, dass x; eine Naherung fiir z* ist, und bestimmt rekursiv

Thar =k — f(@1) " fae), k€ N,

(unter der Voraussetzung, dass immer f’(zy) # 0 ist), in der Hoffnung, dass die Folge ()
gegen x* konvergiert.

Bemerkung: (1) Das Newton-Verfahren konvergiert unter den Voraussetzungen f € C'(1)
und f’(z*) # 0 im allgemeinen nur, wenn x4 schon geniigend nahe bei z* liegt, dann jedoch
“schnell”.

(2) Wenn f € CY(I) ist mit f'(z*) # 0 und (x,) konvergiert, so ist lim z; eine Nullstelle
von f.

Satz: Sei f: I — R differenzierbar, z* € I mit f(z*) =0 und f'(z*) > 0. Ist zy > 2* und
f" auf [z*, o] monoton wachsend, so konvergiert das Newton-Verfahren gegen z*.

Beweis. Wie man leicht sieht, gilt x; > x* fiir jedes k. Fir jedes k € Ny gilt:
Tepr — 2 = xp — " — [ () f ()
und nach dem MWS
flaw) = flaw) — f2*) = f(E)(zx — 27)
fir ein € € (2%, 2y,), also

Tra1 — 2" = (1= f1(&)/f (@) (wr — 27) < (1= f'(«")/ (o)) (1 — ).

/

~
=:a€[0,1)

Wir erhalten z — 2* < of(zg — 2*) — 0 fiir k — oo. O

Beispiel: m € N, a > 0 und f(z) = 2™ — a. Fur jeden Startwert zo > {/a konvergiert das
Newton-Verfahren gegen %/a.
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11 Integration

11.1. Ober- und Untersummen, oberes und unteres Integral: Seien a,b € R mit
a < bund sei f:[a,b] = R beschrankt, dh f([a,b]) = {f(x) : € [a,b]} beschrankt.

Definition: 7 := {zg,z1,...,x,} heifit eine Zerlegung von [a,b], falls a = xo < 27 < ... <
z, = b.

Sei m := inf f([a,b]) und M := sup f([a,b]). Sei Z = {xg,x1,...,2,} ein Zerlegung von
la,b]. Fir j =1,2,...,n setze

I, = [zj_1,z4], || =x;—x;_1, m;:=inff(l;), M;:=sup f(l;), sowie
sf(Z) = ij]m Untersumme von f bzgl. Z,
j=1

Si(Z) = ZMj\Ij| Obersumme von [ bzgl. Z.
j=1

Esist m <m; < M; < M, also wegen |[;| > 0:

S omlLI <> ml LI <> M| <Y T M|
j=1 j=1 j=1 j=1
Somit gilt fir jede Zerlegung Z von [a, b]:
(%) m(b—a) <s(Z) < S¢(Z) < M(b—a).
Satz: Seien 7, Z, Zerlegungen.

(1) ISt Zl g ZQ, SO gllt Sf(Zl) S Sf(ZQ) S Sf(ZQ) S Sf(Zl)
(2) Es gilt s;(Z)) < S(Zs).

Beweis. (1) Wende (x) an auf diejenigen Teilintervalle von Z;, die durch Punkte von 7
weiter unterteilt werden.

(2) Setze Z := Z1 U Zy. Wegen Z; C Z und Zy C Z gilt dann nach (1) und (%):

$1(2)) < 54(2) < S5(2) < S(Z).

Nach (%) kénnen wir definieren:

sy =sup{ss(Z) : Z ist Zerlegung von [a, ]},
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das untere Integral von f iiber [a,b] und

Sy = inf{S¢(Z) : Z ist Zerlegung von [a, b]}
das obere Integral von f iber [a,b].
Wegen (%) und (2) gilt dann

(%) m(b—a) <sp < Sy < M(b—a).

[Zunéchst folgt aus (2) durch Supremumsbildung iiber Z: s¢ < S¢(Z») fiir jede Zerlegung
Zy. Dann bilde man das Infimum iiber alle Z,.]

11.2. Definition: Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R beschrdnkt. Dann heifit
[ (Riemann-)integrierbar (ib), falls s; = S gilt.

In diesen Falle heifit
/ f i = / F() do 1= Sy(= s5)

das (Riemann-)Integral von f iber [a,b].

Wir setzen
Rla,b] :=={f : [a,b] = R : f ist beschrénkt und iiber [a, b] integrierbar }
(Menge der tiber [a, b] integrierbaren Funktionen).

Beispiele: (1) Sei c € R und f(z) = ¢, © € [a,b]. Dann ist m = M = ¢ und aus (xx) folgt
sy =S =c(b—a). Also ist f integrierbar und

/abcdx =c(b—a).

(2) Seia=0,b=1und f(z):= { (1) ’i E {8’ H Cg st Z = {xg,x1,...,2,} Zerlegung

von [0,1] und sind m;, M;, I; wie oben, so haben wir m; = 0, M; = 1 fiir alle j %, also
s¢(Z) =0 und S;(Z) = 1. Folglich ist

SfZO#lZSf,

und f ist nicht integrierbar iiber [0, 1].

4Hier wird benutzt, dass jedes Intervall (mit mindestes zwei Punkten) rationale und irrationale Zahlen
enthalt.
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11.3. Satz: Seien f,g € RJa,b].
(1) Gilt f < g auf [a,b], so ist fabfda: < fabgd:c.
(2) Fir a, f € Rist af + g € Rla,b] und

/ab(af—i-ﬂg)dxzoz/abfdx—i—ﬁ/abgdx.

(3) Setzt man v := sup{|f(x)| : « € [a, b}, so gilt
b
| [ r)dz] <2t -a)
Beweis. (1) ist klar. (2) ist klar fiir ¢ = 0 und o > 0. Fiir ¢ = 0 und o = —1 folgt die
Aussage aus S_§(Z) = —s4(Z), s_§(Z) = —S¢(Z). Fiir a = f = 1 haben wir
§1(2) + 89(Z) < 5719(Z) < Sp4g(2) < 55(2) + 54(2)
fiir jede Zerlegung, woraus
Sf +Sg S 8f+g S Sf+g S Sf +Sg

folgt. Hieraus folgt die Aussage im Fall o = 5 = 1.
(3) Sind M und m wie in 11.1, so folgt aus (x):

‘/ab f(z) dm‘ < max{M,—m}(b — a).

Beachte nun v = max{M, —m}. O

11.4. Satz: Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Es gilt f € R|a, b] genau dann,
wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z gibt mit S¢(Z) — s¢(Z) < € bzw. genau dann,
wenn es eine Folge (Z;)en von Zerlegungen gibt mit lim; S¢(Z;) — s¢(Z;) = 0. In diesem
Fall ist

b
/ f(z)dr = lim S¢(Z;) = lim s¢(Z;).
a l—o00 l—o00
Beweis. Das folgt aus der Definition mithilfe von 11.1 Satz (1). O

Wir betrachten insbesondere Z,, := {zo, 1, ...,x,} fiir n € N, wobei z; :==a+ j(b—a)/n
fir j =0,1,...,n. Sind I;, M; und m; wie in 11.1, so gilt |;| = (b — a)/n fiir jedes j und

(%) 85(Z0) = 34(Z0) = 2 S (My = my) < (0= a) max

Das werden wir in 11.5 und 11.6 ausnutzen.
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11.5. Satz iiber stetige Funktionen: Ist f € C|a, b], so ist f integrierbar, dh f € R]a, b].

Beweis. Wir verwenden 11.4 und (**x). Es reicht also zu zeigen max;—y,__,(M; —m;) — 0
fiir n — oo. Nach 8.14 finden wir jeweils z;, Z; € I; mit M; —m; = f(x;) — f(Z;). Wegen
|z; — %;| < |Ij| = =2 reicht es somit zu zeigen, dass f gleichmdfig stetig ist, dh zu jedem

€ > 0 gibt es ein § > 0 so, dass
Vo, € [a,b] mit | —Z| <§: |f(z)— f(Z)] <e.

Sei ¢ > 0. Ist die Aussage falsch, so finden wir zu jedem n € N Punkte z,,7, € |a,b]
mit |z, — Z,| < 1/n und |f(z,) — f(Z,)| > . Nach Bolzano-Weierstrafl finden wir eine
konvergente Teilfolge (xy(,)) von (z,) mit Limes x € [a, b]. Dann konvergiert (Zj(,)) eben-
falls gegen xo. Da f in wq stetig ist, folgt f(zrm)) — f(Tkwm)) — 0 im Widerspruch zu
| f (@) — f(Zrew))| = € fiir alle n. O

11.6. Satz: Ist f : [a,b] — R monoton, so ist f € Rla,b].

Beweis. Sei f monoton wachsend (sonst betrachte — f und verwende 11.3(2)). Wir verwen-
den wieder (x * x). Hier ist M; = f(z;) und m; = f(z;_1). Somit haben wir

n

b— b—
Si(Za) = 5(Z0) = = () = flaj1)) = == (f() = f(a)) =0
j=1
fiir n — oo, und die Behauptung folgt aus 11.4. [

Beispiele: (1) Sei b > 0 und f : [0,b] — R, f(z) = z. Nach 11.6 ist f € R[0,b]. Wir
berechnen das Integral. Sei Z, wie eben im Beweis, also z; = jb/n fiir j = 0,1,...,n.
Dann gilt M; = f(z;) = z; = jb/n und m; = (j — 1)b/n, sowie

= v Pan+1) b?
5(2) = Y fainl =Y s = 5HE) o),
P =1

) = Y il =Y 0 -1 = 5" o),

n
i=1

und mithilfe von 11.4 folgt fob rdxr = % Ende
(2) Fiir n € Nund b > 0 ist « — 2" iiber [0, b] integrierbar. Fiir 0 < a < b und n € N sind %001 ”

x+— 7" und z — Inz {iber [a, b] integrierbar.
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11.7. Riemann-Summen: Sei f : [a,b] — R beschrankt und Z = {zg,z1,...,2,} eine
Zerlegung, sowie I;, M;, m; wie in 11.1. Dann heif3t

12]| == max{[ £ j = 1,2,....n}
die Feinheit von Z.

Ein n-Tupel § = (&, ...,&,) heifit passender Zwischenvektor, wenn &; € I; fur jedes j =
1,...,n gilt. Fiir einen solchen heif3t

01(2,€) =Y f(&)]
j=1
eine Riemannsche Summe. Wegen m; < f(&;) < M; gilt dabei s¢(Z) < 04(Z,§) < S¢(2).

Satz: Sei f € R[a,b] und (Z));en eine Folge von Zerlegungen mit ||Z)]| — 0, sowie (¢W)
eine Folge von passenden Zwischenvektoren. Dann gilt

b
Jim af(Zl,gU)):/ fdax.
l—o00 a

(ohne Beweis)

Bemerkung: Haben alle Folgen Riemannscher Summen, deren Feinheit gegen Null geht,
den Limes o € R, so gilt f € R|a,b] und fab f(z)dx = a.
Beweisidee. Zeige fur eine Folge (Z;) mit || Z;|| — 0, dass gilt

Se(Z) = a (l = 00), sp(Z)— a(l—o0),

und verwende 11.4. Beachte dazu, dass man o4(Z,&) — s¢(Z) bzw. S¢(Z) —04(Z, ) durch
Wahl geeigneter ¢ beliebig klein machen kann. ]

11.8. Satz: Sei [ ein Intervall und f : I — R eine Funktion.

(1) Seien a,b,c € I mit a < ¢ < b. Dann gilt f € R[a,b] genau dann, wenn f € R[a, c| und
f € Rle,b]. In diesem Fall ist

b c b
/fdx:/fdx+/fdx.
(2) Sei f € R[a,b] fiir alle [a,b] C I, und sei ¢ € I. Setzt man
y
F:I—)R,yHF(y)::/ f(z)dx,

wobei [? f(z)dx = — fycf(x) dz fir y < cund [ f(z)dz := 0 gesetzt ist, so gilt fiir alle
a,bel:

/ f@)dz = F(b) — Fla).
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Beweis. (2) folgt aus (1). Zum Beweis von (1) sei zunéchst f € Rla,b] und ¢ > 0. Wir
finden eine Zerlegung Z von [a, b] mit S¢(Z) — sp(Z) < €. Wegen Satz 11.1(1) kénnen wir
davon ausgehen, dass ¢ € Z gilt. Setzen wir dann Z; := Z N [a,c] und Z := Z N [e, b], so
gilt fiir k = 1,2:
S1(Zk) = 57(Z) < 5¢(2) = s1(2) <e.

Nach 11.4 ist also f € R[a,c] und f € R|c,b].
Ist umgekehrt f € Rla,c] und f € R|e, b], sowie € > 0, so finden wir Zerlegungen Z; von
la,c] und Zy von [e,b] mit S¢(Zx) — s¢(Zy) < ¢/2 fiir k = 1,2. Wir setzen Z := Z; U Z,
und erhalten

e €

S1(2) = 51(2) = S1(Z1) + 54(Z2) = 5¢(Z1) = 54(Z2) < 5 + 5 =¢

Die Behauptung folgt also wieder mithilfe von 11.4. Schliellich haben wir

b
/ fdx = sup{ss(Z): Z Zerl. von [a,b]} = sup{ss(Z) : Z Zerl. von [a,b] mit ¢ € Z}

= sup{ss(Z )—|— s¢(Zy) : Zy Zerl. von |a,c], Zy Zerl. von [c, b]}
= sup{ss(Z1) : Zy Zerl. von [a,c|} + sup{s;(Z2) : Z3 Zerl. von [c,b]}

= /fder/fdx

wobei die erste Gleichheit die Definition ist, die zweite aus Satz 11.1(1) folgt, die dritte
die Uberlegungen im Beweis oben benutzt und die vierte die Gleichung sup(A + B) =
sup A + sup B fir A, B C R verwendet. ]

Bemerkung: Ist f € R[a,b] und g : [a,b] — R so, dass g(x) = f(x) fir alle bis auf endlich
viele z € [a,b], dann gilt ¢ € Ra,b] und f;f(:l:) dr = fabg(x) dz. Andert man also eine
integrierbare Funktion an endlich vielen Stellen, so bleiben Integrierbarkeit und Wert des
Integrals erhalten. [Es reicht f = 0. Wegen 11.8 reicht es, g(x) = 0 fiir alle = € (a, b] bzw.
alle z € [a,b) anzunehmen. Dieser Fall ist leicht.]

Folgerung: Sei g : [a,b] — R so, dass es n € N und eine Zerlegung a = zg < 11 < 23 <
. < T, = bmit
o g:(z;_1,7;) = R ist stetig fiir j = 1,2,...,n,
e die einseitigen Grenzwerte lim, ., g(x) und lim,_,,,; g(x) existieren und sind reell
firj=1,...,nbzw. j=0,...,n— 1.

Dann ist g € R[a,b] und
b n x;
/ g(x)dr = Z/ g(x)dx
a j=1 Tj—1

Die Voraussetzungen sorgen niamlich dafiir, dass man ¢ : [z,_1,2;] = R durch Andern in
den Randpunkten zu einer stetigen Funktion auf [z;_;, ;] machen kann. Dann verwende
11.8.
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Solche Funktionen g : [ab] — R heiflen stickweise stetig. Sie spielen in der Regelungstechnik
z.B. als “Steuerfunktionen” eine Rolle.

11.9. Satz: Sei f € R[a,b] und F' wie in 11.8(2), sowie zy € [a, b]. Dann gilt:
(1) F ist stetig in xg, dh

/:O+h (@) dz — / f@)dz (h— 0).

(2) Ist f stetig in xg, so ist F' differenzierbar in xy mit F'(x¢) = f(xo), dh es gilt

1 xo+h

E/ fx)de — f(xo) (h—0).
Zo

Hierbei betrachten wir fiir xg = @ nur h — 0+ und fiir oy = b nur h — 0—.

Beweis. (1) Wir wéhlen v > 0 mit | f(z)| < v fur alle z € [a,b]. Fiir h # 0 mit xg, 20+ h €

[a, b] haben wir nach 11.8 und 11.3(3):

tAMﬁhf@de—llmjﬂwdx‘:

(2) Sei e > 0. Da f in zq stetig ist, finden wir 6 > 0 mit |f(x) — f(zo)| < € fiir € [a, b] mit
|z — x| < 4. Fur |h] < § mit 29,9 + h € [a, b] gilt wegen h™? f;ﬁh ldz =1 und 11.3(3):

xo+h
/ () da:‘ < ylh| =0 (h = 0).

‘h /xo+h f(x)dr — ‘ _ ‘h /w0+h<f(x) f(zg)) d:p’ < — |h| - |hle <e.

Daraus folgt die Behauptung. ]

Beispiel: Sei n € N und f(x) := 2" sowie G(x) := T
differenzierbar mit G'(z) = f(x), x € R. Fiir [a,b] C R ist f € R]a, b] Definiert man F'
wie in 11.8(2), so ist F' auf [a, b] differenzierbar mit F’ = f auf [a,b]. Nach 10.8 ist G — F
konstant, also

bn+1 - an+1

n—+1

11.10. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Sei f : [a,b] — R stetig.
(1) Ist G : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion mit G’ = f auf [a, ], so gilt

[ =6 - a) (= c] = 6w).

(2) Setzt man F : [a,0] = R, & — F(z) := [T f(§) d&, so ist F auf [a, b] differenzierbar mit
F' = f auf [a,b)].
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Beweis. (2) haben wir in 11.9 gezeigt. (1) folgt aus (2) wie im Beispiel 11.9. O

11.11. Stammfunktionen: Sind f, F' : [ — R Funktionen, wobei F' auf I differenzierbar
ist mit £ = f auf I, so heiit F' eine Stammfunktion von f auf I.

Bemerkung: Der Hauptsatz 11.10 besagt, dass man zur Berechnung von Integralen
stetiger Funktionen Stammfunktionen verwenden kann und dass stetige Funktionen
Stammfunktionen besitzen. Fiir eine Stammfunktion von f : I — R schreibt man we-
gen 11.10(1) auch [ f(z)dx (unbestimmtes Integral).

Zwei Stammfunktionen von f : I — R unterscheiden sich nach 10.8(2) nur durch eine
additive Konstante.

Beispiele: Auf I =R gilt [coszdx = sinx + ¢, wobei ¢ € R eine feste Konstante ist.

Auf I = (—00,0) oder I = (0,00) gilt [ 1 dz =In|z|. Dies ist fiir z > 0 klar. Fiir z < 0 ist

nach Kettenregel:

d 1
Zlnlr| = — (1) = ~.
Snel = e (-1) = -

Erinnerung: Eine Funktion f : I — R heifit stetig differenzierbar auf I und wir schreiben
f e CHI), falls f auf I differenzierbar ist und f’: I — R stetig ist.

Bemerkung: Ist f € C'(I), so gilt [ f'dz = f auf I.

Beispiel: Sei f : [0,1] — R gegeben durch f(z) := {
(0,1] ist f in x differenzierbar mit
3 1 1 1
! _ . I Y -
fi(x) = 2\/§sm(x) \/Ecos(x).

Beachte, dass diese Funktion auf (0, 1] nicht beschrénkt ist.
Die Funktion f ist in 0 differenzierbar mit f’(0) = 0, denn fiir jedes h € (0, 1] gilt

‘M':\/ﬁ‘smG)( <Vh =0 (h—04+),

dh limy,_op L850 =g,

Die Funktion f ist auf [0, 1] differenzierbar, aber f & C'([0,1]), da f’ nicht stetig ist. f’ ist
hier sogar unbeschrénkt, insbesondere also f' ¢ R[0, 1].

Die beiden folgenden Integrationsregeln ergeben sich tiber den Hauptsatz aus Differentia-
tionsregeln.
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11.12. Partielle Integration: Seien f, g € C*(I). Dann gilt

/f’gdx:fg—/fg'dx auf 1.
Ist I = [a,b], so gilt

lﬂummwz —[%myxm

Beweis. Es gilt (fg) = f'g + fg¢' auf I. Somit hat f'g + f¢' die Stammfunktion fg auf
I, woraus die Behauptungen folgen (fiir die zweite Formel verwenden wir den Hauptsatz
11.10). O

Beispiele: (1) [z ¢* do=_x € —

11.13. Integration durch Substitution: Seien [, J C R Intervalle, f : I — R stetig
und g € C(J) mit g(J) C I. Dann ist

[ e wi= [ saas

Ist ¢'(t) # 0 fiir alle t € J, so ist g auf J streng monoton und

auf J.

/f )dx = /f o) auf g(J).
Ist I = [a,b] und g(a) = a, g(B) = b sowie J = { [Fg,ﬁa]] :z i g , so gilt

lﬂwwmzlfﬂmmytﬁ

Beweis. Wihle eine Stammfunktion F' von f auf I. Dann ist G := Fog eine Stammfunktion
von h:=(fog)-¢g auf J (denn G' = (Fog) = (F'og)g = (fog)g). Also ist

/h(t) dt = G(t) = F(g(t)) = /f(fv) Az |z=g(t)

auf J. Ist ¢’(t) # 0 fiir alle t € J, so ist nach dem Zwischenwertsatz entweder ¢’ > 0 auf
J oder es ist ¢ < 0 auf J. In jedem Fall ist g streng monoton auf J und besitzt also eine
Umkehrfunktion g=! : g(J) — J (beachte auch, dass g(J) ein Intervall ist). Dann ist

[roa], =G @) = Flots @) = Fla) = [ fa)da

auf g(J). Schlielich verwenden wir den Hauptsatz. O
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Merkregel: Ist y = y(x) eine differenzierbare Funktion, so schreibt man fiir die Ableitung
y' auch 2. In [ f(z)dx substituiere nun x = g(t), dh fasse x als Funktion von ¢ auf. Dann
ist % = ¢/(t) und man erhélt (formal!) “dz = ¢'(t)dt” (dies ist nur eine Schreibweise, da
“dx” oder “dt” hier keine mathematische Bedeutung tragen).

Beispiele: (1) 01 62::“1 dx, substituiere ¢t = e”, also x = Int. Dann ist dz = dt/t und aus
x:0— 1 ergibt sich £ : 1 — e. Wir erhalten:

1 22 1 e
/ o dx:/(1+t‘2)dt:(t—t—l)ize—l/e.
0 1

61‘

(2) fol V1 — 22 dzx, das ist der Flacheninhalt eines Viertelkreises mit Radius 1. Substituiere
x =sint. Dann ist dx = costdt und aus x : 0 — 1 ergibt sich ¢ : 0 — 7/2. Wir erhalten

1 /2
/ \/1—:172d:1::/ \/1—sin2tcostdt:/

/2
0

cos® t dt,

=+vcos? t

da cos > 0 auf [0, 7/2] ist. Nun schreiben wir
cos(2t) = cos’t — sin*t = cos®t — (1 — cos®t) = 2cos’t — 1,

also cos?t = £(1 + cos(2t)), und erhalten

w/2 1 /2 w/2 T
/ cos2tdt:—(/ 1dt—i—/ cos(2t)dt> =—.
0 2\ Jo Jo 4

>

1
2

g

=0
Der Flacheninhalt eines Kreises mit Radius 1 is also 7.

(3) [ we " dx, substituiere u = 22, also 2z dz = du bzw. xdr = %, Dann ist

/x6_$2 dr = 1/6_“ du
2

Mittels partieller Integration kann man nun berechnen:

3 2 2 2 IZ 2 2 122 2 1 2

e dxr = ¢ cxze ¥ dr=——e" 4+ e dr = ——e " — ="
~— W—’f 2 2 2

g !

= ——e

u=x2

Man kann auf diese Weise Stammfunktionen bestimmen von z"e~*" fiir ungerade n € N.
Fiir gerade n € N gibt es diese Stammfunktionen nicht in geschlossener Form.

4) | H% dz, substituiere e* = y, also z = Iny und dx = %, wobei man y > 0 beachte:

1 1
de= | ————d
/1+ex v /<1+y>y Y
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Zur Umformung des Integranden macht man den Ansatz

1 A B

+ :
Q+yy vy 14y
Multipliziert man mit y und setzt y = 0, so erhalt man A = 1. Multipliziert man mit 14y

und setzt y = —1, so erhélt man B = —1. Das ist ein Spezialfall der Partialbruchzerlegung
(— néchstes Semester). Wir haben also
/ L g /1 Ly (Iny — (1 +y)) In(1 4 ¢*)
— — — = (lny — In =T —1n e ).
T+ y)y e y Tty e / e P

11.14. Satz: Seien f,g € Rla,b] und D := f([a,b]).
(1) Sei L > 0 und h: D — R eine Funktion mit

Vs,t € D :|h(t) — h(s)| < L|t — s|. (L)
Dann gilt ho f € R[a,b].
(2) Es ist |f| € R[a,b] und

b b
‘ / f dx‘ < / |f|dx (Dreiecksungleichung fiir Integrale).

(3) Es ist fg € R[a,b|.
(4) Ist ¢ > 0 und gilt |f(z)| > c fiir alle x € [a,b], so ist 1/f € R]a, b].

Bemerkung: Eine Funktion h mit (L) heifit Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.
Eine solche Funktion ist insbesondere stetig (sogar gleichméfig stetig).

Beweis. (1) Sei Z = {x,x1,...,2,} eine Zerlegung und I;, M;, m; wie in 11.1, sowie
M; :=sup(ho f)(I;) und ;= inf(ho f)(I;).
Wir haben nun

W, — iy = sup{h(f(2)) — W(F(@)) : 2,7 € L} < L(M; — my).
<LIf (@)1 (@)
Man erhélt Spof(Z) — Spof(Z) < L(Sf(Z) — s¢(Z)), und ho f € RJa,b] folgt mithilfe von
11.4.
(2) Wende (1) an auf h(t) = |t|. Es gilt ||t| — |s|| < |t — s]| fiir alle t, s € R, dh (L) gilt mit
L =1. Also ist |f| € R[a,b]. Weiter ist

‘/abfdx‘:max{/ab\{/dm,/ab(\—ﬁdx}g/abﬁmx,

<IfI <Ifl
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(3) Wegen fg = 3((f + 9)*> — (f — g)?) reicht es, f* € R[a,b] zu zeigen. Da f beschrankt
ist, gibt es v > 0 mit |f(x)| <~ fiir alle x € [a,b]. Also gilt D C [—~,~]. Fiir s,t € D gilt
somit:

|2 = s?| = [t + s[[t — s| < (|t] + [s])]t — s| < 29[t — 5.
Mit h(t) =% in (1) folgt f? € Rla,b].
(4) Nach Voraussetzung gilt D C (—o0, —c| U [¢, 00). Somit ist fiir ¢, s € D:

1 1] |s—t 1
- < —|t—s.
t s Is|[t] — ¢2
Mit h(t) := 1/t in (1) folgt die Behauptung. O
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12 Erganzungen zur Integration

Wir erinnern an den Begriff der gleichméBigen Konvergenz aus 7.17: Eine Folge (f,)nen
von Funktionen f, : [a,b] — R heiit auf [a,b] gleichmdfig konvergent gegen eine Funktion
f:[a,b] — R, falls es eine Nullfolge () so gibt, dass fiir jedes n € N gilt:

Ve € [a,b] : | fu(z) = f(2)] < an,

12.1. Konvergenzsatz fiir Integrale: Sei f : [a,b] — R eine Funktion und (f,),en eine
Folge von Funktionen f,, € Rla,b], die auf [a, b] gleichméBig gegen f konvergiert. Dann gilt
f € Ra,b] und

lim abfn(x)dx:/abf(x)dx [: /abggofn(x)dx].

n—oo

Bei gleichmafliger Konvergenz kann man also Limes und Integral vertauschen.

Beweis. Wir verwenden 11.4. Sei € > 0. Wahle n € N mit

Vi € [a,8] 1 | fol@) — F(2)] < 3(b€_a) —: 5

und eine Zerlegung Z mit Sy, (Z) — sy, (Z) < /3. Sind I;, M; und m; wie in 11.1, so haben
wir fiir jedes j (vgl. Beweis von 11.5):

Mj —m; = sup{|f(z) — f(2)] : 2,7 € I;}.
Wegen
[f (@) = f(@)] < |f(2) = fal@)] + [falz) = fu(@)] + [ fu(@) = F(2)] < 20 + [ fu(z) — fu(2)]

erhalten wir

SH(Z) = 5,(2) < 26(b— a) + Sy, (Z) — 55, (Z) = % +i=¢

so dass f € Rla,b] aus 11.4 folgt. Wegen 11.14(2) haben wir

‘/abfndx_/abfdx‘ S/abwdxé(b—a)an,

woraus Konvergenz der Integrale folgt. ]
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Beispiele: (1) Sei b > 0 und f,(x) := e **/" fiir € [—b, b] und n € N. Dann konvergiert
(fn) auf [—b, b] punktweise gegen f : [—b,0] — R, f(z) = 1. Fiir jedes z € [-b,b] und n € N
gilt dabei

fulz) = f(x) =1 ="M <1 —e /" = .

Wegen «,, — 0 konvergiert (f,,) auf [—b, b] gleichmé&Big gegen f, also

b b
/ AL rp— / ldex =2b (n— 00).
b b

(2) Sei f, :[0,2] — R definiert durch

n’x ,x € [0,1/n]
fol) =< n*(2/n—2z) ,x € (1/n,2/n]
0 ,x € (2/n,2]

Dann gilt f02 folz)dzr =1 fiir jedes n € N, und fiir jedes = € [0, 2] konvergiert die Folge
(fn(z)) gegen 0. Setzt man f : [0,2] — R, f(z) = 0, so konvergiert die Folge (f,) auf
0,2] punktweise gegen f. Die Folge der Integrale ( f02 fn(z) dx) konvergiert jedoch nicht

gegen f02 f(x)dx = 0. Insbesondere konvergiert (f,,) also auf [0, 2] nicht gleichmdf$ig gegen
f (das kann man natiirlich auch direkt einsehen). Dieses Beispiel zeigt, dass Satz 12.1 ohne
Gleichmafigkeit der Konvergenz im allgemeinen falsch ist.

(3) Sei f, : [0,7] = R, f,(z) = sin(nz). Dann gilt
(fTL(W/Z)) = (17 07 _17 Oa 17 07 _17 07 s -);
insbesondere ist (f,,) auf [0, 7] nicht punktweise konvergent. Trotzdem gilt

1 ™ 1

/O7r fo(z)de = /7r sin(nz) dr = — [ — cos(nx)} =—(1-(-1D)") — 0 (n— o00).

0 n 0 n

Aus Konvergenz der Integrale kann also nicht auf punktweise Konvergenz der Integranden
geschlossen werden.

12.2. Anwendung (Vertauschen von Limes und Differentiation): Sei (f,,) eine Folge
von Funktionen f, € C'[a,b] und f,g : [a,b] — R derart, dass (f) auf [a,b] gleichmaBig
gegen ¢ konvergiert und dass (f,) auf [a,b] punktweise gegen f konvergiert. Dann gilt
f € Cla,b] und [’ = g auf [a,b)].

Beweis. Zunéchst ist g nach 12.1 integrierbar, als gleichmafliger Limes stetiger Funktionen
aber auch stetig. Fiir jedes x € [a, b] gilt nach 12.1:

/: P dt — /:g(t) dt
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Andererseits steht links nach dem Hauptsatz f,(x) — f,(a) und nach Voraussetzung gilt

lim f(2) = fu(a) = f(z) = f(a).

n—oo
Also ist .
f@) = f@) = [ gdt, x€la
und nach dem Hauptsatz ist f € C'[a,b] mit f' = g auf [a, b]. O

Man kann diesen Satz dazu verwenden, die gliedweise Differenzierbarkeit von Potenzreihen
einzusehen. Dann braucht man den Beweis nicht direkt zu fiihren wie in 10.14.
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13 Uneigentliche Integrale

Die folgenden Vereinbarungen sollen fiir den Rest des Kapitels gelten:

Ist I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion, so sei f iiber jedes Intervall
la,b] C I integrierbar.

Es seien stets a,b € R, « € RU{—oc} und € RU{o0} mit @ < b und a < S.

13.1. Konvergenz uneigentlicher Integrale: Sei f : [a, ) — R (bzw. (a, b] — R) eine
Funktion. Das uneigentliche Integral ff f(z)dx (bzw. folj f(x)dzx) heifit konvergent, falls

der Limes lim,,5_ [ f(z)dz (bzw. lim, . frb f(x)dr) existiert und reell ist. In diesem
Fall setzt man

[ s@ar = [wa (o [ = i [ )

Ein nicht konvergentes uneigentliches Integral heift divergent.

Beispiele: (1) Sei v > 0. Dann gilt fiir jedes r > 1:

"1 { Inr ,y=1

_— dl‘ = 1—~
T —1 9
1 T T— 7Y 7& 1

also ist floo x~ 7 dx konvergent genau dann, wenn v > 1 ist. In diesem Fall ist das Integral
=1/(y—1).
(2) Fir r > 0 gilt

|
/ dr = arctanr — g (r — 00).
0

1+ 22
Also st [ ==z da konvergent und = 7/2. Ende
(3) Sei v > 0. Dann gilt fiir € (0, 1): 12\%001 y
11 p —Inr ,y=1
— axr = 7,,,177 5
- He AL

also ist fol 27 dx konvergent genau dann, wenn v < 1 ist. In diesem Fall ist das Integral
=1/(1=").
(4) Analog zu (2): fo L dz ist konvergent und = 7/2.

—o0 14x2
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Definition: Sei f : («, 8) — R eine Funktion. Das uneigentliche Integral [ f ’ x) dz heifit
konvergent falls es ein ¢ € (a, ) so gibt, dass die uneigentlichen Integrale fa f ) dz und

f B x) dz beide konvergent sind. In diesem Fall setzt man

/jf(x)d:r; = /acf(x)d:c—l—/cﬁf(:c)dx

und die Definition ist unabhéngig von ¢ € (« 5).
Das Integral [’ f i x) dz heiBt divergent, falls [ f by r) dx nicht konvergent ist.

Beispiele: (5) Sei v > 0. Nach den Beispiclen (1) und (3) ist [~ 27 da divergent.
(6) Nach den Beispielen (2) und (4) ist [~

oo 1157 dx konvergent und = 7.

(7) J°o @ dw ist divergent, da [° 2 da divergent ist. Z.B. konvergiert aber f_bb xdr = 0 fiir
b — oo gegen 0.

Bemerkung: Wir betrachten im folgenden nur den Fall von Funktionen f : [a,5) — R.

Entsprechendes gilt jeweils auch fiir Funktionen f : (o, ] — R bzw. f: (o, 5) — R.

13.2. Satz (Cauchykriterium): f 6 x) dx konvergiert genau dann, wenn es zu jedem
e>0ein ¢ = c(e) € (a, 5) gibt mit

Yu,v € (¢, B) : <e.

x) dx

(ohne Beweis)

Beispiele: fooo % dx ist konvergent.

Zunachst beachten wir Sl% — 1 fiir x — 0+, weshalb das Integral bei 0 nicht uneigentlich
ist. Fur v > u > 0 gilt:

Usinz v 1
‘/ dx’ = ’/ — sinz dx’
v f/
g
cos v Y cosx
=[] ) ]
X u ” X
Ccos U COoS v Ylcosx
jeosul | [eosel " feosal
U v w X
1 1 17v 2
< Lyl
u v zlu w

Sei € > 0. Fir v > u > 2/e gilt dann | [ 922 da| < 2/u < e.
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(2) Fur g € [0,1) ist [~ 2” sin(2?) dz konvergent. Beachte, dass der Integrand hier nicht

gegen Null geht fir z — oo und fiir § € (0,1) sogar unbeschriankt ist. Das Integral ist

nur bei § = oo uneigentlich Wieder betrachten wir v > u > 0 und substituieren zunachst
=a* dha =y, de= bevor wir partiell integrieren:

2{7
v 1 ’l)2

—1
/xﬁsin(ﬁ)dm = —/ yBTsiny dy
u 2 Jo N~~~

{ )

1 p-1 @ B—1 [V s
= 5[—31 2 Cosy]u2+—4 , y = cosydy.

Nun schatzen wir ab:

v -1 -1 1_
‘/ xﬁsin(:f)dx’ < u2 4 ﬂ/ 5 ® dy

uP1 0'81
+[-3

- Lzzulﬁ'

Wegen 1 — > 0 gilt 5 — 0 fiir u — oo, und man kann wie unter (1) argumentieren.

13.3. Absolut konvergente uneigentliche Integrale: f B x) dz heifit absolut konver-
gent, falls ff | f(x)| dx konvergent ist.

Beispiel: f >°sinz gr ist nicht absolut konvergent. Fiir & € Ny gilt nimlich

kD7 | sin | o 1 2
dx > | sin z| dx =
ke T 0 (k+1Dr  (k+ 1)
—_—

=2

also fur n € N:

(+D™ | sin | & 2
dx > —— 5 0 (n— o0).
0 x ~ (k+1)m

Mithilfe von 13.2 kann man zeigen (dhnlich wie bei Reihen, vgl. 7.3 und 7.4):

13.4. Satz: (1) Ist f ’8 x) dz absolut konvergent, so ist f B (x) dz konvergent und

< / (@) de,

Ist | f| < g auf [a,3) und [ g ¥ g(x) dz konvergent, so ist i ? () dx absolut konvergent.

x)dx

(2) Majorantenkriterium

(3) Minorantenkrlterlum
Ist f>g>0aufa, () und [ g 7 g(x) dz divergent, so ist f f(x) dx divergent.
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Beispiele: ( f1 = dz; setze f(z) == 2= und g(z) := 2732, Dann gilt |f(x)] =

f(z) < g(x) fur Jedes x > 1. Da [ 273/? dz konvergiert, konvergiert auch [ f(z) dz und
es gilt:
/ f(z)dx < / g(x)dx = 2.
1 1

v dx; setze g(x) = 1/z. Dann gilt f(x)/g(x) = ﬁ — 1 (x — o00) und

22+ Tz
(z)
=:f(x
wir finden ¢ > 1 mit f/g > 1/2 auf [¢,00), dh es gilt f(z) > g(z)/2 = (2x)~" fiir alle
x > ¢ (man kann hier ¢ = 7 nehmen, wie man direkt einsieht) Da [(2x)~" dz divergiert,
divergiert auch [7° f(z) dz, und somit divergiert auch [ f(z) dx.

2 Ji

Warnung: Sind ff f dz und ff g dx konvergent, so muss ff fg dz nicht konvergieren!

Ausblick Laplacetransformation: Sei f : [0,00) — R, ¢t — f(t), eine Funktion, die
auf jedem Intervall [0, b] stiickweise stetig ist (insbesondere ist also f iiber jedem Intervall
[0,b] integrierbar). Weiter sei f beschrankt, also etwa |f(t)] < M fir alle ¢t > 0. Ist
s > 0, so ist das Integral Z{f}(s) fo *St f(t) dt absolut konvergent: Es gilt ndmlich
|e_5tf( )| < Me " und fir r > 0:

/Me—stdt:M[—
0

und e=*" — 0 fiir » — oo wegen s > 0. Wir erhalten

‘/OOO e (1) dt‘ < %

Zur Analyse von Zeitsignalen f betrachtet man nun Z{f}(s) als Funktion von s (—
Komplexe Analysis und Integraltransformationen néchstes Semester).

:_1_—51"
=5 A=),

e“]r M
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14 Grundzige der linearen Algebra

14.1. Beispiel: Zur Motivation betrachten wir das folgende elektrische Netzwerk mit elek-
tromotorischer Kraft U:

——L__1

Ry

I

Wir stellen die beschreibenden Gleichungen nach den Kirchhoffschen Regeln auf:

o Knotenregel: In jedem Knoten ist die Summe der zuflieBenden Strome gleich der
Summe der abflieBenden Strome.

o Maschenregel: In jeder Masche ist die Summe der Spannungsabfille tiber den
Widerstanden gleich der Summe der elektromotorischen Kréfte.

Dabei nehmen wir an, dass U und Rp, R», ..., Rg bekannt sind, und wollen die Strome
11,15, ..., Is bestimmen. Durch Betrachtung der Knoten A, B, C, D bzw. der Maschen
ABC, ABD, BCD, ADC erhalten wir die Gleichungen

Il —]3 —]4 - O
—]2 +13 +]5 — O

—]1 +]2 +[6 = 0
Iy —1I; -z = 0

R\ +Rsls +Rsls = U
R3]3 —R4I4 —R5]5 - O

RQIQ +R5I5 _R6]6 = O

R 1 +R4ly +Relg = U.

Das ist ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit acht Gleichungen fiir die sechs Unbekann-
ten I, ..., Is. Die natiirlichen Fragen sind zunachst die nach Existenz und Eindeutigkeit
der Losung und ggf. die nach deren Berechnung.
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Bemerkung: Man kann hier sehen, dass zB Addition der ersten drei Gleichungen (bis
aufs Vorzeichen) die vierte Gleichung ergibt und Addition der letzten drei Gleichungen die
fnfte ergibt. Es gibt hier also redundante Gleichungen. Wir kommen auf dieses Phanomen
zuriick.

Lineare Gleichungssysteme treten in vielen Zusammenhangen auf. Wir werden sie in der
Form AZ = b schreiben, wobei der Vektor & gesucht wird und der Vektor b und die Matrix

A gegeben sind. Im Beispiel ist & = (11, I, ..

b=(0,0,0,0,U,0,0,U) € R® und A ist die Matriz

., Ig) € R® gesucht, die rechte Seite ist

1 0 -1 -1 0 0
0 -1 1 0 1 0

11 0 0 0 1

0 0 0 1 -1 -1 .
R, Ry B, 0 o0 o |SR
0 0 Ry —Ri —R: 0

0 R, 0 0 R —Rg

R 0 0 R, 0 R

mit acht Zeilen und sechs Spalten. Wir kiimmern uns zunachst um die Struktur von R”
und C".

14.2. Verkniipfungen in R” und C": Sei n € N. R” ist die Menge aller n-Tupel
(21,2, ..., x,) reeller Zahlen (dh z; € R fir j = 1,2,...,n) und C" ist die Menge aller
n-Tupel (z1, 22, . .., 2,) komplexer Zahlen (dh z; € C fiir j = 1,2,....n).

Wir schreiben im folgenden oft K fiir den Skalarkorper, wobei K fiir R oder C steht. Also
,n}.

Kn:{(l’l,ﬁj'g,...,l’n)2CC'jEKf1'iI‘j:172,”.

Wir erklaren Verkniipfungen

+: K" x K" — K", S Kx KY— K
durch
(X1, T2,y xn) + (Y1,Y25 - -+ Yn) (1 4+ Y1, 00 + Y2, - oy Tp + Yn)
a-(x1, 20, .., 1) = (axy,0z,...,0x,),

dh also durch komponentenweise Addition bzw. komponentenweise Multiplikation mit a.
Der Punkt - fiir die Multiplikation mit Skalaren wird gewtchnlich weggelassen.

Fiir die Anschauung besonders wichtig sind R? und R3.

Beispiele im R?: (1,1) + (0,1) = (1,2), 2- (1,-1) = (2, —2).
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14.3. Vektorraumaxiome: Setzen wir V' = K", wobei n € N, so haben die in 14.2
definierten Verkniipfungen 4+ : V xV — V und - : KxV — V die folgenden Eigenschaften:

(V1) (z+y)+z=x+ (y+ 2) fir alle z,y, z € V (Assoziativitat),

(V2) x4+ y =y -+ fir alle z,y € V (Kommutativitit),

(V3) es gibt eine 0 € V mit x + 0 = z fir alle z € V' (Existenz der Null),

(V4) fiir jedes x € V gibt es ein —x € V mit x 4+ (—z) = 0 (Existenz des Negativen),
(V5) (af)r = a(fx) fir alle a, f € K, z € V' (Assoziativitat der Multiplikationen),

(V6) a(z+y) = art+ay und (a+p5)r = ax+pz firalle o, § € K, z,y € V (Distributivitét),
(V7)

7) lz =z fiir alle z € V' (Kompatibilitét).

N

Definition: Ist V # () eine Menge mit Verkniipfungen + : VxV — Vund - : KxV — V|
fiir welche die Eigenschaften (V' 1)—(V'7) gelten, so heifit V' ein Vektorraum iber K oder ein
K-Vektorraum (K-VR). Die Elemente eines Vektorraumes heilen Vektoren.

Beispiele: R” ist ein R-Vektorraum, C" ist ein C-Vektorraum, aber auch: C" ist ein R-
Vektorraum, insbesondere ist C ein R-Vektorraum.

Allgemein: jeder C-Vektorraum ist auch ein R-Vektorraum.

Bemerkung: Ist V ein K-Vektorraum, so ist das Element 0 € V in (V3) und fiir jedes
x € V das Negative —x in (V4) eindeutig bestimmt. Auerdem gilt fiir allez € V: 0-2 =0
und —z = (—1) - z.

Beweis: Die Aussagen zu (V3) und (V4) zeigt man wie in 4.1. Sei nun z € V. Es ist
0-2=0+0)-2=(0-2)4 (0-x), also

020 24 (=0-2) = (0-2+0-2)+(=0-2) 2 0.2+ 02+ (—0-2)) Z 0-24+0 ) 0.2

Weiter ist
(V7) .

z+(-1)-z =12+ (-1)-2 = (1+(-1)-2=0-2 =0,
also (—1) -z = —u.
14.4. Wichtiges Beispiel: Sei n € N. Ein n-Tupel z = (z1, 22, ..., z,) € K" konnen wir
auch auffassen als Abbildung (Funktion)

z:{1,2,...,n} - K mittels z(j) ==z, fiir j=1,2,...,n

Allgemeiner sei nun I # () eine Menge (haufig ist zB I C R ein Intervall) und

K’ := Menge aller Abbildungen = : I — K.
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Setzt man fiir 7,y € K/ und o € K:

r+y: I =>K  t—xt)+y(t),
a-xz: 1=K, t— ax(),

so ist K’ bzgl. dieser Verkniipfungen + : K/ x K/ — K/ und - : K x K — K! ein
K-Vektorraum.

Beispiele: (1) I = [a,b] mit a < b reell: Die Menge KI*¥ aller Funktionen f : [a,b] — K
ist ein K-Vektorraum. Fiir f,g € KI*! und a € K sind f 4+ ¢ und of punktweise erklirt
(wie sonst ja auch schon!).

(2) I = N: KN ist die Menge aller Folgen in K, dh
KN = {(21,29,...) 1 x; € K fiir jedes j € N}
ist ein K-Vektorraum. Die Verkniipfungen sind hier

(1,22, ...) + (Y1, Y2, .- .) = (x1 + Y1, 22 + Y2, .. .), a1, 29,...) = (ax1, o, .. .).

14.5. Untervektorraume: Sei V ein K-Vektorraum.
Definition: Eine Teilmenge U C V heifit Untervektorraum oder linearer Teilaum von V,
falls U bzgl. der Verkniipfungen + und - von V' ein K-Vektorraum ist.

Satz: Eine Teilmenge U C V ist Untervektorraum von V' genau dann, wenn

(i) U # () ist und
(ii) fir allexz,y €e U, a €e Kgilt: t+y € U und ax € U,

dh genau dann, wenn U nichtleer ist und abgeschlossen unter den Verkniipfungen + und -.

Bemerkung: Die Bedingung (i) kann man ersetzen durch 0 € U.

Beispiele: (0) Jeder Vektorraum V' hat die trivialen Untervektorraume {0} und V.
(1) {(x,0,0) : 2 € K} = K x {0} x {0} ist ein Untervektorraum von K3.
(2) Sind z,y € K", so ist {ax + Py : a, f € K} ein Untervektorraum von K.

(3) K := {(z1,20) € R* : 22 + 22 < 1} ist kein Untervektorraum von R? nicht
abgeschlossen unter +.

(4) C := {(x1,22) € R? : 21 > 0,25 > 0} ist kein Untervektorraum von R?. C' ist zwar
abgeschlossen unter +, aber —x ¢ C fiir x € C'\ {0}.

(5) Die nichttrivialen Untervektorrdaume von R? sind genau die Geraden durch 0, in R?
kommen Ebenen durch 0 hinzu.
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(6) Ist [a,b] C R, so sind C[a,b], C'[a,b] und R|a,b] Untervektorrdume von RI®.

Bemerkung: Sind U;, U, Untervektorrdume des Vektorraumes V', so sind auch U; N Us
und Uy 4+ Uy := {uy + uz : uy € Uy, uy € Us} Untervektorraume von V.

14.6. Affine Teilraume: Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V' heif3t affiner
Teil- oder Unterraum von V| falls es einen Untervektorraum U von V und ein wy € V' gibt
mit

W=wy+U={wy+u:uecU}.

Bemerkung: Ist W = wy + U ein affiner Teilraum, so folgt
U={w—wy:weW}={w —ws:wy,wy € W}.
Ist umgekehrt W C V' nicht-leer und
U:={w; —wy:wy,ws € W}

ein Untervektorraum von V', so ist W ein affiner Teilraum von V und W = w + U, wobei
man w € W beliebig wahlen kann. Ende

M
Bemerkung: In R? sei (a,b) # (0,0). Dann ist U := {(z,y) € R? : ax + by = 0} ein 27001 14

Untervektorraum (Gerade durch (0,0) und W := {(z,y) € R? : ax + by = 1} ein affiner
Teilraum. Ist speziell (a,b) = (1,1), so ist U die durch y = —x gegebene Gerade und W
ist die durch y = —x + 1 gegebene Gerade, man sieht hier z.B. W = (1,0) + U.

14.7. Der lineare Aufspann: Ist V' ein K-Vektorraum, n € N und sind vy, vs,...,v,
Vektoren aus V', so heifit jeder Vektor der Form

E a;v; mit o, a,..., 0, €K
=1

eine Linearkombination (LK) der Vektoren vy, vq, ..., vy.

Satz: Ist V ein K-Vektorraum und () 2 M C V, so ist

lin(M) := {Zajvj :n € No,a; € K v EM}

J=1

ein Untervektorraum von V', genannt der lineare Aufspann von M (oder der von M erzeugte
Untervektorraum).
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Bemerkung: (1) lin(M) besteht aus allen Linearkombinationen von Vektoren aus M.
(2) Offenbar ist lin(M) der kleinste Untervektorraum von V', der M enthélt. Insbesondere
ist U ein Untervektorraum von V' genau dann, wenn lin(U) = U gilt.

Beispiele: (1) In V = R? gilt lin({(1,0)}) = R x {0}.

(2) In V = R? gilt lin({(1,0), (0,1)}) = R? =1in({(1,0), (0, 1), (1,1)}.

(3) Fiir K aus Beispiel 14.5(3) gilt lin(K) = R2.

(4) Fiir C' aus Beispiel 14.5(4) gilt lin(C) = R

14.8. Lineare Unabhangigkeit: Sei V' ein K-Vektorraum.

Definition: Man nennt n Vektoren vy, vs,...,v, € V linear unabhdngig, falls fiir alle
ay,Qo, ..., o € K gilt:

n
gajvj:O — o1 =as=...=0a,=0.
7=1

Man sagt dazu, dass man den Nullvektor nur als triviale Linearkombination der
U1, V2, ..., U, erhalten kann (wenn némlich alle a;; = 0 sind, ist natiirlich auch Z?Zl ;v =

0).

Sind vy, v9, ..., v, nicht linear unabhangig, so heiflen sie linear abhangig. Die Vektoren
V1, Vs, ..., U, sind also genau dann linear abhangig, wenn man aq, as,...,«a, findet, die
nicht alle = 0 sind, mit Y 7, a;jv; = 0.

Beispiele: (1) v ist linear unabhéngig genau dann, wenn v # 0 gilt.

(2) In R? sind (1,0), (0, 1) linear unabhéngig, aber (1,0), (0,1), (1,1) sind linear abhéngig,
denn (1,0) 4+ (0,1) — (1,1) = (0,0).

(3) In K" sind die Einheitsvektoren €, é,, ..., €, linear unabhéngig. Hierbei ist
&:=(0,...,0, _1_ ,0,...,0) firj=1,2..,n
j-te Stelle
. 1 =k . B .
Mithilfe des Kroneckersymbols &;;, = 0 j4 ist also €; = (0,)}_;-

(4) In C*(R) sind sin, cos linear unabhingig. Sind némlich a, 3 € R mit,
asin4+fcos =0, dhmit asinx+ fcosz =0 firalle z € R,

so erhilt man o = 0 durch Einsetzen von x = 7 und 8 = 0 durch Einsetzen von x = 0.

(5) Betrachtet man in Beispiel 14.1 die ersten vier Zeilen der Matrix als Vektoren im R®, so
sind diese linear abhingig, da ihre Summe den Nullvektor ergibt. Ebenso sind die letzten
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vier Zeilen der Matrix als Vektoren linear abhéngig, da die Summe der letzten drei die
fiinfte ergibt.

14.9. Zeilenumformungen: Seien n Vektoren vy, v, ..., v, aus dem K™ gegeben, deren
lineare Unabhéngigkeit wir untersuchen wollen. Dabei sei v; = (vj1, V)2, ..., V) fiir j =
1,2,...,n. Wir schreiben die Vektoren vy, vs, ..., v, als Zeilen in eine Matrix A, dh
Vi1 V12 ... Uim
A= Vo1 V22 ... UVam
Un1 Un2 ... Unm

Die Matrix A ist eine n x m-Matrix mit n Zeilen und m Spalten. Wir schreiben dafiir
A e K™,

Die Matrix A bringen wir in eine Form, an der wir die lineare Unabhangigkeit der Zeilen
ablesen konnen, mittels der folgenden Zeilenumformungen fiir eine gegebene n x m-Matrix
B mit Zeilen wq, ws,...,w, € K™

(Z1) Ersetze eine Zeile w; durch aw;, wobei v € K\ {0};
(Z2) Ersetze eine Zeile w; durch w; + fwy, wobei § € K und k # j;
(Z3) Vertausche die Zeilen w; und wy, wobei j # k.

Bemerkung: Die Zeilen von B sind genau dann linear unabhangig, wenn die Zeilen der
umgeformten Matrix linear unabhéangig sind.

Satz: Jede Matrix A € K"*™ kann man durch endlich viele Zeilenumformungen in eine
Matrix C' € K™*™ tiberfithren, die in Zeilenstufenform (ZSF') ist. Dabei heifit

Ci1 €Ci2 ... Cim
C _ Cy1 C22 ... Com
Cnl Cn2 ... Cpm

in Zeilenstufenform, falls es ein r € {0,1,...,n} und 1 < k; < kg < ... <k, < m gibt mit

fir j =1,2,...,rgilt cjp =0 fir k =1,2,...,k; — 1 und v; := cj, # 0;
firj=r+1,...,ngitcy =0firalle k =1,2,...,m.

Man braucht dafiir sogar nur Umformungen der Art (Z2) und (Z3).

100



Beispiel fiir Zeilenstufenform mit n = 5 und m = 8 und r = 4, hierbei seien vy, 72, V3,74 #
0 und x* ist ein beliebiger Eintrag:

0 v * % % x *
0 0 0 7 * = *
0 0 0 0 3 * * =«
00 0 0 0 0 ~ =*
000 0 0 0 0 0

Zum Beweis des Satzes betrachtet man zunachst die erste Spalte von C.

1) Ist ¢11 # 0, so setzt man 7, := ¢;; und zieht fir j = 2,...,n von der j-ten Zeile das
cj1/m-fache der ersten Zeile ab (dh man wendet (Z3) an). Man erhélt so eine neue
Matrix C' mit Nullen in der ersten Spalte unterhalb von 7;:

Y1 Ci2 o Cim
~ 0 Cog - Com,
C= ,
0 Ch2 " Cnpm

und macht mit der Matrix weiter, die man durch “Streichen” der ersten Zeile und
ersten Spalte von C' erhalt.

2) Ist ¢;1 = 0 und ¢j; # 0 fiir ein j € {2,...,n}, so vertauscht man die erste und die
j-te Zeile (dh man wendet (Z2) an und mache bei 1) weiter.

3) Ist ¢y =0 fir alle j = 1,2,...,n, so wendet man das Verfahren an auf die Matrix,
die durch “Streichen” der ersten Zeile von C entsteht.

Das Verfahren wird nun solange wiederholt, bis Zeilenstufenform erreicht ist. “Streichen”
soll hier nur bedeuten, dass die entsprechenden Zeilen bzw. Spalten nicht mehr verandert
werden.

Folgerung aus dem Satz: Die n Zeilen der Matrix A sind genau dann linear unabhéngig,
wenn fiir eine zugehorige Matrix in Zeilenstufenform r» = n gilt, dh also genau dann, wenn
in der Zeilenstufenform keine Nullzeilen auftreten. Dies kann wegen » < m hochstens dann
sein, wenn n < m ist. Das bedeutet, dass m + 1 oder mehr Vektoren im K-Vektorraum K™

immer linear abhangig sind. Ende Di

28.01.14
Beispiel: Wir untersuchen die Vektoren v; = (1,3,-2,4), v = (=1,—1,5,-9), v3 =
(2,0,—13,23), vy = (1,5,1,—2) € R* und erhalten nacheinander die Matrizen

1 3 -2 4 1 3 -2 4 1 3 =2 4 1 3 -2 4
-1 -1 5 =9 0 2 3 -5 02 3 -5 02 3 -5
2 0 —-13 23 0 -6 -9 15 00 0 O 00 0 -1
1 5 1 =2 0 2 3 —6 00 0 -1 00 0 O
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Die Vektoren vy, vy, v3,v4 sind nicht linear unabhangig.

Bemerkung: Man sieht aber auch, dass Zeilenumformungen den linearen Aufspann der
Zeilen einer Matrix nicht éndern. Ein Blick auf die dritte Matrix zeigt, dass vz eine Lin-
earkombination der Vektoren vy, vq, vy ist (es wurden bis dahin nur Umformungen der Art
(Z2) vorgenommen, dh es wurden keine Zeilen vertauscht!): es gilt also

lin(vy, vo, v3, v4) = lin(vy, va, vy).
Auflerdem sieht man, dass vy, vg, v4 linear unabhéngig sind.

Beispiel: Wir wenden das Verfahren an auf die ersten vier Zeilen der Matrix A aus 14.1:

1 0 -1 -1 0 O 1 0 -1 -1 0 O
0o -1 1 0 1 O 0o -1 1 0 1 0
-1 1 0 0 0 1 0o 1 -1 -1 0 1
o o0 o0 1 -1 -1 o 0 o0 1 -1 -1
1 0 -1 -1 0 O 1 0 -1 -1 0 0
0o -1 1 0 1 0 0 -1 1 0 120
o 0 0 -1 1 1 0O 0 0 -1 11
o 0 0 1 -1 -1 0O 0 0 0 00

Es wurden hierbei keine Zeilen vertauscht. Die ersten drei Zeilen sind also linear un-
abhéngig, alle vier Zeilen sind linear abhéngig. Die vierte liegt somit im linearen Aufspann
der ersten drei Zeilen.

14.10. Zeilennormalform: Eine Matrix, die in Zeilenstufenform ist, kann man durch
Zeilenumformungen auf Zeilennormalform (ZNF') bringen. Dabei heiit C' = (¢;;,) € K™*™
in Zeilennormalform, falls zusétzlich (mit den Bezeichnungen von 14.9) gilt:

fir j =1,2,...,r gilt: 75 = cjp;, = lund ¢p; = 0 fiir [ = 1,2,...,5 — 1 (dh
oberhalb von cji, stehen auch nur Nullen).

Beispiel mit n =5 und m =8, r =4 aus 14.9:

01 = 0 0 x 0 =
00010 x 0 =«
00001 x 0 =
0 00 O0O0O0 1 =«
0O 00O0O0OO0TO0DDO

Beispiel: Fiir die konkrete Matrix im Beispiel in 14.9 formen wir weiter um:

13 -2 4 13 -2 4 1 0 —13/2 23/2 1 0 —13/2
02 3 -5 01 3/2 —5/2 01 3/2 -5/2 01 3/2
00 0 -1 00 0 1 00 0 1 00 0
00 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0
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14.11. Basen und Dimension: Sei V' ein K-Vektorraum.

Definition: Sei n € N. Die Vektoren by, bs, ..., b, € V heiflen (geordnete) Basis von V, falls
sie linear unabhéngig sind und lin{by, bs,...,b,} = V gilt. V heifit endlich-dimensional,
falls V' in diesem Sinne eine Basis hat, und V heifit unendlich-dimensional sonst.

Satz und Definition: Ist V' endlich-dimensional, so enthalten je zwei Basen von V' die
gleiche Anzahl von Elementen. Diese Zahl heifit die Dimension von V', geschrieben dim V.

Beispiel: Es gilt dimK"” = n und eine Basis ist gegeben durch die FEinheitsvektoren
€1,€9, ..., En.

Bemerkung: V' ist unendlich-dimensional genau dann, wenn es zu jedem n € N linear
unabhangige Vektoren vy, v, ..., v, € V gibt.

Beispiel: Die Menge Pla,b] der Polynomfunktionen p : [a,b] — R ist ein unendlich-
dimensionaler R-Vektorraum: Da Summen und Produkte von Polynomen wieder Polynome
sind, ist P[a,b] ein Untervektorraum von RI*!. Fiir jedes k € Ny sei p; gegeben durch
pe(x) = 2*. Dann sind fiir jedes n € N die Polynome pg,p1, ..., p, linear unabhingig,
denn fir ag, aq, ..., a, € R mit

appo + aqpr + ... + app, =0 auf [a, b

folgt g = g = ... = o, = 0, da nur das Nullpolynom unendlich viele Nullstellen hat (vgl.
5.4).

Bemerkung: Ist n € N und by, 09, ...,b, eine Basis von V', so gibt es zu jedem v € V
eindeutig bestimmte oy, as, ..., a, € K mit

v = a1b1 + O[ng —+ ... —f-Oznbn = ZO[jbj,
j=1

die aq, ao, . .., a, heilen Koordinaten von v bzgl. der Basis by, bs, ... b,.

Beweis. Existenz folgt aus v € V = lin{by, by, ...,b,}. Sind a;,&; € K fiir j = 1,...,n mit
Z?:l ajb; =v = Z?Zl a;b;, so folgt

j=1
und weiter a; = @ fir alle 5 = 1,...,n, da by, by, ..., b, linear unabhéngig sind. O
Satz: Sei V' ein K-Vektorraum und seien wvi,vq,...,v, € V. Dann ist die Dimension
dimlin{wvy, v, ..., v,} des linearen Aufspanns von vy, vs,...,v, gerade die Maximalzahl
linear unabhangiger Vektoren unter den vy, vo, ..., v,.
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Beispiel: Im R? sei v} := (1,1,0), ¥ := (1,0,0) und @5 := (0,1,0). Dann sind @y, ¥ linear
unabhéngig, aber U3 € lin{ty, vh} und o7, ¥y ist Basis von lin{}, U, U3} = lin{¢h, ¥s}. Es
ist dim lin{ ¥y, ¥y, U3} = 2. Auch v, U3 bzw. ¥, U5 sind hier Basen von lin{v;, ¥y, U3 }.

Warnung: Fiir einen C-Vektorraum V ist es fiir die Dimensionsbestimmung wichtig, ob
man ihn als C-Vektorraum oder als R-Vektorraum betrachtet, dh ob man Linearkombi-
nationen mit komplexen oder nur mit reellen Koeffizienten zulasst. So gilt C-dimC = 1,
aber R-dim C = 2 (wie schon an der Veranschaulichung von C als komplexe Zahlenebene
zu sehen ist). Eine Basis des R-Vektorraumes C ist gegeben durch 1,7.

Ebenso ist die Dimension von C™ als C-Vektorraum = n und eine Basis ist €1, €5, ..., €,.
Die Dimension von C" als R-Vektorraum ist hingegen = 2n und eine Basis ist z.B.
€1,€2,...,En,1€1,1€9,...,1€,.

14.12. Lineare Gleichungssysteme: Seien n,m € N. Wir schreiben ein lineares Gle-
ichungssystem (LGS

a1+ appxret+ ... +a1T, = bl
a21T1+ Q29Tos+ ... +AomTy = bg
Ap1T1+  Ap2%o+ ... FAppTm = bn
mit gegebenen a,i, b; € K und gesuchten x1, o, ..., 2, € K in Matrixschreibweise als
ai;pr a1 ... QAim T bl
21 QA29 ... QA9m ) bg
An1 Gp2 .. Gpm Tm b,

oder als A7 = g, wobei 4 € K™ und b € K» gegeben und 7 € K™ gesucht ist. Hierbei
verwenden wir das Matriz- Vektor- Produkt:

Fiir A = (a)j_7n, € K™ und @ = (23)7L, € K™ ist

AT = <Zajkxk> - e K".
k=1

J]=

Beachte: Wir schreiben Vektoren ¥ = (1, s, ...,2,;) € K™, die wir bisher als m-Tupel

geschrieben haben, ab jetzt ggf. als Spaltenvektoren! Dies ist die iibliche Konvention. End
nde

Beispiel: Sei [ € {1,2,...,m}. Fiir den [-ten Einheitsvektor €, = (d;)7-; € K™ erhalten Mo//03.02.14

wir .
Ae; = (Z ajk5kz)

k=1

n
j=1 = (a’jl)?=1 S KTL’
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dh Ag; ist die [-te Spalte der Matrix A. Fiir n = m = 3 und [ = 2 ist etwa

a1; aiz2 A3 0 12
a1 Qg2  A23 1 | =1 ax
a3 dasz2 G33 0 a32

14.13. Eigenschaften des Matrix-Vektor-Produktes:
Fiir alle A, B € K™ und 2,y € K™, o € K gilt:
A(Z +7y) = AZ + Ay, (A+ B)¥ = A7 + BZ, A(aZ) = a(AZ) = (aA)Z,
wobei fiir A = (a;i), B = (bji) die Matrizen A + B, aA € K" gegeben sind durch
A+ B = (aj+ bjp)j_iiz, oA = (o),
dh an jeder Stelle (j, k) werden die Eintrige addiert bzw. mit « multipliziert.

Satz: Mit diesen Verkniipfungen ist K"*™ ein K-Vektorraum der Dimension n - m. Eine
Basis ist gegeben durch die Matrizen

Bpg = (03p0kq)j=1h=1 p=1,...,n,g=1,...,m.

Die Matrix B,, hat gerade an der Stelle (p, q) eine Eins und sonst Nullen.

14.14. Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems: Seien A € K™ und
b € K" gegeben. Wir setzen

KernA:={ZcK": A7 =0} CK™ und BildA:={A7: 7 e K™} C K"
Kern A ist die Losungsmenge der homogenen Gleichung AT = 0. Die Gleichung A% = b
heiflt inhomogen und b heit Inhomogenitat der Gleichung.

Satz: (1) Kern A ist ein Untervektorraum von K™ und Bild A ist ein Untervektorraum von
K"

(2) Bild A ist der lineare Aufspann der Spalten von A.

(3) Sind Z,7 € K™ mit AT = b = A, so ist T — 7 € Kern A. Ist 7 € Kern 4, so ist
A(Z 4 Z) = b. Insbesondere ist die Losungsmenge der inhomogenen Gleichung, wenn sie
nicht-leer ist, ein affiner Teilraum von K.

Beweis. (2) Fiir jeden Vektor & = (x1, 22, ..., 2,) € K™ gilt

m

F=) m&, also AF=A mé)=> Aé, )
=1 =1 =1 |te Spalte von A

(vgl. Beispiel aus 14.12). (1) und (3) folgen aus 14.13. O
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Folgerung: (1) Wir erhalten die Gesamtheit der Losungen der inhomogenen Gleichung
(falls es iiberhaupt welche gibt), indem wir zu einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung alle Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung addieren.

(2) Es gilt
AT = b ist losbar <= b€ BildA <= b ist LK der Spalten von A.

Ist AT=10 l6sbar, so ist die Losung eindeutig genau dann, wenn Kern A = {6} gilt.

Beispiele: (1) A ( ) = (!). Dann hat A7 = b keine Lisung.

-

(2) Sei A wie eben und b = ( . Dann ist AZ = b I6sbar und die Menge aller Losungen ist

der affine Teilraum
aeKy = 0 + lin 1
' 1 0
——

= Kern A

(3) Sei A= (2]) und b= (?). Dann ist 7 := (_11/2) die eindeutige Losung von A% = b.

Bemerkung: Ein lineares Gleichungssystem kann also keine, genau eine oder unendlich
viele Losungen haben.

14.15. Losungsalgorithmus: Seien AeK™mund b € K" gegeben. Zur Lésung erweitern
wir die Matrix A um b als (m + 1)-te Spalte, betrachten also (A|b) € K™ ™+ Fiir
A = (aj;) und b = (b;) ist

ayp a1 ... Qim bl

- ag1 @22 ... Qom bz
Ay =1 . . |
Ap1 Apo ... Qpm bn

Wir werden Zeilenumformungen verwenden (vgl. 14.9).

Beobachtung: Geht die Matrix (B | ¢) aus der Matrix (B | & durch eine Zeilenumformung
hervor, so gilt )
{# e K": B =¢} ={Ze€ K" : B¥ =},

dh die Losungsmenge der entsprechenden linearen Gleichungssysteme dndert sich nicht.

Allgemein gilt: Geht B aus B durch eine Zeilenumformung hervor und ist die k-te Spalte
von B Linearkombination anderer Spalten von B, so ist die k-te Spalte von B Linearkom-
bination der entsprechenden Spalten von B und zwar mit denselben Koeffizienten.

Algorithmus (Eliminationsverfahren nach Gauf}):
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(1) Matrix A um b als letzte Spalte erweitern.
(2) Die erweiterte Matrix (A | b) durch Zeilenumformungen auf ZNF (oder ZSF)
bringen.

(3) Losbarkeit und Loésung ablesen.

Zu Schritt (2) vergleiche 14.9 und 14.10.

Algorithmus Schritt (3), Ablesen der Lo&sbarkeit: Das lineare Gleichungssystem
AZ = b ist nicht 16sbar genau dann, wenn eine ZSF von (A|b) die Form C' = (cj) €
K™ (m+1) hat und es ein j € {1,...,n} gibt mit ¢;; = 0 fiir k =1,...,m und ¢;,,41 # 0.

Mit den Bezeichnungen aus 14.9 ist dies genau dann der Fall, wenn k., = m + 1 gilt.

Beispiel: siche Beispiel 14.14(1). Dort ist n =m =2, r =2, ky = 2, ky = 3.

Algorithmus Schritt (3), Ablesen der Losung: Man bringe die Matrix auf Zeilennor-
malform. Wir zeigen am Beispiel, wie man im Falle der Losbarkeit die Lésungen ablesen

kann. Dazu nehmen wir an, dass die berechnete Zeilennormalform von (A |b) die folgende
Gestalt hat (hier ist n =4, m = 5):

0 o 0 Bi|a
I az 0 Ba|c
0 0 1 63 C3
0 0 0 010

o O O

Man nehme die Variablen zu den Spalten, die “hinter” den Stufen stehen (im Beispiel die
dritte und die fiinfte Spalte), als freie Parameter (im Beispiel also etwa s = x3 und t = z5).
Schreibt man die Gleichungen wieder aus, so erhéalt man

Ty =c — S0 —tf1, xo=cCo—say—1thy, x4 =c3—1t0s.

Also ist die Losungsmenge von Az = b gegeben durch

C1 —aq —51
Co —Q2 —52
{ 0 |+s| 1 |+¢] o :s,teK}.
C3 0 —f3
0 0 1
— —b
—Q2 —[2
Hier gilt Kern A = lin{ 1 , 0 } und dim (Kern A) = 2. Die Losungsmenge
0 — s
0 1
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ist eine Ebene durch den Punkt

(&1
Ca
0
C3

0

Zum selben Ergebnis gelangt man mit dem (—1)-Erganzungstrick:

Ausgehend von der Zeilennormalform lasse man zunachst die Nullzeilen weg. Dann ergéanze
man unter den Zeilen mit “langeren” Stufen eine Zeile mit —1 und sonst Nullen (ggf.

mehrere solcher Zeilen s.u.) so, dass auf der Diagonalen nur +1 steht. Im Beispiel

10 (03] 0 61 C1
01 as 0 Boleco
00 0 1 B5|cs
00 0 0 0]O0

Dann nimmt man fiir jede (—1)-Spalte einen freien Parameter und kann die Losungsmenge
hinschreiben: letzte Spalte plus jeweils freier Parameter mal entsprechender Spalte, also

C1
Co
{ 0
C3

0

OO =

o = O

(651
(%)

0

aq

&%)

—1
0
0

A
B

0
0
L fs

+1

Man vergleiche dies mit der Darstellung oben.

Weiteres Beispiel zum (—1)-Erginzungstrick:

1 0 oy /31 C1
01 ap Bo|ce
00 0 010

(

1004151
01 ay By

Die Losungsmenge ist hier also gegeben durch

&

(=

o O

Bemerkung: Enthilt die ZNF links Nullspalten, so ergénze man fiir diese die (—1)-Zeilen

+ s

oben. Im Beispiel 14.13(2) also

(

01
00

1
0

aq

Qo

-1
0

+1

C1
Ca
C3

A
B

S OO O =

0

o O O

a1
&%)
—1

0 :s,tGK}.

Bs
-1

1 0 aq
1 O 1 (6]
Co 0 0 -1
00 O
B
B2 . }
0 cs,t e Ke.
—1

) o (00
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0
0

o= O OO

A

Ba
0
—1

A
o
0

Bs
~1

1
C2

0

C1
&
0
C3

0

Ende Di
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mit der abgelesenen Losungsmenge

14.16. Der Rang einer Matrix: Fiir eine Matrix A € K™ ist die Maximalzahl r linear
unabhéngiger Zeilen gleich der Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (man sagt auch
“Zeilenrang = Spaltenrang”). Die Zahl r heiit Rang der Matriz A, geschrieben Rang A.

Beweis. Man betrachte die ZNF von A. O

Bemerkung: Es gilt Rang A = dim Bild A.

Satz: Sind A € K™™ und b € K", so gilt:

-

A = b ist losbar <= Rang A = Rang (A |b),

dh ein lineares Gleichungssystem ist lI0sbar genau dann, wenn der Rang der Matrix A gleich

-

dem Rang der erweiterten Matrix (A |b) ist.

14.17. Dimensionsformel: Sei A € K"*™. Dann gilt

m = dim Bild A + dim Kern A = Rang A + dim Kern A.

Man vergleiche mit 14.15 (insbesondere mit der Form der Matrix, die beim (—1)-
Erweiterungstrick entsteht).

1 01

Beispiele: (1) A= | 1 1 0 |. Hier ist n = m = 3 und Rang A = 3, da die Zeilen
010

(oder auch die Spalten) linear unabhéngig sind. Somit ist dim (Kern A) = 3 — 3 = 0 und

Kern A = {0}. Ablesen lésst sich das natiirlich auch an einer ZSF:

1 01 1 0 1 1 0 1
110 01 -1 01 -1
010 01 0 00 1
11 2
(2) A= 1 0 1 |.Hierist n =m = 3 und Rang A = 2, da die ersten beiden Spal-
011

ten linear unabhangig sind, die dritte Spalte jedoch Summe der ersten beiden. Somit ist
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dim (Kern A) = 3 — 2 = 1. Durch Probieren findet man 1 € Kern A. Folglich ist

-1
1
Kern A =1lin{| 1 |]}.Zum selben Ergebnis kommt man mit einer ZNF und anschlieBen-
-1
der (—1)-Ergénzung:
11 2 1 0 1 11 2 1 01 . 1 0 1
1 01 0 -1 -1 011 011 - 01 1
011 0 1 1 000 000 00 -1

14.18. Lineare Abbildungen: Seien V, W K-Vektorraume.

Definition: Eine Abbildung ¢ : V' — W heifit linear, (bzw. genauer K-linear), falls fiir
alle z,y € V, a € K gilt:

Pz +y) =o(x)+¢(y), ¢lax) = ag(x).
Fiir ein solches ¢ heifit
Kemm¢ :={zx eV : ¢(zx) =0}

der Kern von ¢ und
Bild ¢ := {¢(x) : x € V'}

heifit Bild von ¢.

Beispiele: (1) Ist A € K™, so ist die Abbildung ¢4 : K" — K", ¥ — AZ, linear. Es ist
Kern ¢4 = Kern A und Bild ¢4 = Bild A.

(2) Die Abbildung R[a,b] = R, f — [ f(z)dz, ist linear.
(3) Die Abbildung C*([a,b]) — C([a,b]), f > f’, ist linear.
(4) Sind ag,a; € C(I), so ist die Abbildung C*(I) — C(I), y — 3" + a1y’ + apy linear.

Satz: Sei ¢ : V — W linear. Dann gilt:

(1) Kern ¢ ist ein Untervektorraum von V.

(2) Bild ¢ ist ein Untervektorraum von W.

(3) ¢ ist injektiv <= Kern ¢ = {0}.

(4) Ist ¢ injektiv und sind wy,vs,...,v, € V linear unabhingig, so sind
od(v1), d(v2), ..., ¢(v,) linear unabhéngig in W.
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Beweis. (4) Seien a1, ay,...,0,, € K mit 37 a;d(v;) = 0. Da ¢ linear ist, folgt
¢(> -1 jvj) = 0. Da ¢ injektiv ist, folgt > 7, a;v; = 0, und aus linearen Unabhingigkeit
von vy, vy, ..., v, folgt dann ay =y = ... =, = 0. O

Bemerkung: Ist Z ein weiterer K-Vektorraum und sind ¢ : V. — W und ¢ : W — Z
linear, so ist auch 9o ¢ : V — Z linear.

14.19. Lineare Abbildungen als Matrizen: Seien VW endlich-dimensionale K-
Vektorraume und ¢ : V' — W eine lineare Abbildung. In V und W seien Basen by, bs, . . ., by,

bzw. c1, co, . .., ¢, gegeben. Dann gibt es genau eine Matrix A € K™ mit der Eigenschaft
m n aq 51
¢(Zakbk> IZ@@ = Al : =1 :
k=1 =1 QAm Bn
Durch die Matrix A werden also die Koordinatentupel (aq, as, ..., a,,) € K™ von Vektoren

v € V bzgl. der Basis by, by, . . ., by, auf die Koordinatentupel (81, Bs, . .., 5n) € K" von ¢(v)
bzgl. der Basis ¢y, ¢o, ..., ¢, abgebildet.

A heifit dann Darstellung von ¢ bzgl. der Basen by, by ..., b, und cy,co, ..., cy.
Man erhélt die Matrix A wie folgt:

Zu jedem Basisvektor by, k = 1,...,m bestimme man die Koordinaten von
¢(bx) € W bzgl. der Basis ¢y, co, ..., ¢,. Diese bilden die k-te Spalte von A.

Beispiele: (1) Die Darstellungsmatrix von ¢4 aus Beispiel 14.18(1) bzgl. der Standard-
basen ist A.

(2) Die lineare Abbildung ¢ : K* — K3 sei gegeben durch
(1, 29, 23) = (221 — T2 + T3, =71 + 279 + X3, 71 — Ty + 273).

Wir bestimmen die Matrix A zu ¢ bzgl. der Basis 51, gg, 53 im Argument- und Zielraum,
wobei

1 1 0
b= 11, o= 0], b=|1
0 1 1
Es ist Ende
Mo
10.02.14
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=1-b,+0-by+0-bs,

=0-b,+3-by+0-bs,

<
—
o
(]
S~—
I
WO WO W O

d(bs) = =1-by 4 (=1) - by + 2 bs,
also
10 1
A= 0 3 -1
00 2
Verwenden wir hingegen 51, 52, bs nur “vorne” (dh im Argumentraum von ¢) und die Stan-

dardbasis “hinten” (dh im Zielraum von ¢), so erhalten wir als Darstellungsmatrix

1 30
1 0 3
0 31

Verwenden wir in Argument- und Zielraum die Standardbasis, so erhalten wir als Darstel-
lungsmatrix

2 -1 1
-1 21
1 -1 2

(3) Ein besonderer Fall ist die Darstellung der Identitat Id : K — K", ¥ — &, wenn man
in Argument- und Zielraum verschiedene Basen verwendet. Nehmen wir im Argumentraum
die Basis l;l, 52, b aus Beispiel (2) und im Zielraum die Standardbasis €7, é,, €3, so ist die
k-te Spalte der Darstellungsmatrix gerade l;k, dh die Darstellungsmatrix ist

110
B := 1 01
011

Nehmen wir hingegen im Argumentraum die Standardbasis und im Zielraum die Basis
b1, bg, b aus Beispiel (2), so ist wegen

. 1 - - g = 1 g b=d g N ]_ — — —
er = 5(51 +by—bs), &= 5(1)1 —by+0b3), €3= 5(—51 + by + b3)

die Darstellungsmatrix gegeben durch

1 1 1 -1
— 1 1

112



14.20. Das Produkt von Matrizen: Seien n,m,q € Nund A € K™ B ¢ K™*
Matrizen. Nach 14.18 sind die Abbildungen ¢4 : K™ — K" und ¢p : K¢ — K™ linear,
und ¢4 o ¢p : K9 — K" ist auch linear. Die Darstellungsmatrix von ¢4 o ¢ bzgl. der
Standardbasen ist gegeben durch das Matrizprodukt AB € K™*?, wobei fiir A = (ajx)j_;7,
und B = (b)jL,;—, die Matrix AB Eintrdge (c;;)7—,/_; hat mit

cﬂ:Zajkbkl, jzl,...,n,lzl,...,q.
k=1

Fir @ = (21,29, ...,2,) € K7 ist ndmlich

A(Bi) = (ajk)m(zq:bklxl)k:<§:ajkzq:bklxl>j
(5 (S, - (S

=1 k=1 I

Man beachte, dass hierbei die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von
B ist (ndmlich m), andernfalls ist das Matrixprodukt nicht definiert.

Bemerkung: Man erhélt die [-te Spalte von AB, indem man die Matrix A mit der [-ten
Spalte von B multipliziert (im Sinne des Matrix-Vektor-Produktes aus 14.12 und 14.13).

11\ (1-1\ (10

01/\o1 /) o1/
Eigenschaften des Produktes von Matrizen: Fiir alle A, Ay, € K"™*™, By, B, € K™*4
und alle o € K gilt:

Beispiel mit n =m = 2:

(Al + OéAQ)Bl = AlBl + OéAgBl, A1<Bl + OZBQ) = AlBl + OéAlBQ,

dh fiir festes B € K™*? ist K" — K"*9 A + AB linear, und fiir festes A € K"*™ ist
K™*4 — K"*4 B+ AB linear.

Auflerdem ist das Produkt von Matrizen assoziativ.

Warnung: Im allgemeinen gilt AB # BA! Damit beide Produkte existieren, muss zunachst
n = ¢ sein. Dann ist AB eine n X n-Matrix und BA eine m x m-Matrix. Gleichheit kann
also hochstens fiir n = m = ¢ gelten. Fiir n = m = ¢ = 2 ist aber z.B.

(o1) 0) = (o) 7 () = (o) (),
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Anwendung Basiswechsel: Im Beispiel 14.19(2) ist die lineare Abbildung ¢ : K* — K3
bzgl. der Standardbasis gegeben durch die Matrix

2 -1 1
F=1 -1 21
1 -1 2

Gehen wir im Argumentraum zur Basis I;l, 52, 53 iiber, so erhalten wir die entsprechende
Darstellungsmatrix fiir ¢, wenn wir mit der entsprechenden Darstellungsmatrix B der
Identitit Id : K3 — K3 aus Beispiel 14.19(3) von rechts multiplizieren:

-1 1 1 10 1 30
FB = 21 101 |=1103],

-1 2 011 031
man vergleiche mit der Matrix aus 14.19(2).

14.21. Invertierbare Matrizen: Fiir n € N heifit I, := (0;x)},=, € K" die Einheits-
matriz (wir schreiben auch kurz I, wenn n aus dem Zusammenhang klar ist).

Es gilt dann
IA=Al=A fir alle A € K"

und die zugehorige Abbildung ¢; : K® — K" ist die Identitat ¥ — 7.

Definition: Eine Matrix A € K"*" heifit requldr, falls Rang A = n ist, und invertierbar,
falls es eine Matrix B € K"*" gibt mit AB = BA = I.

Bemerkung und Definition: Ist A invertierbar, so ist die Matrix B in obiger Definition
eindeutig bestimmt, denn fiir eine weitere Matrix B mit diesen Eigenschaften folgt:

B =BI = B(AB) = (BA)B = IB = B. (*)

Diese Matrix B heifit Inverse von A (oder zu A inverse Matriz) und wird mit A~! bezeich-
net.

Rechenregeln: Seien A, B € K™ " invertierbar. Dann sind A~! und AB invertierbar, und
es gilt:
(A Ht=4 und (AB)"'=B7'A"t

Die zweite Regel ist die Hemd-Jacken-Regel (vgl. 3.6).
Satz: Sei A € K"*". Dann gilt:

A regulir <= BildA = K" <= KernA = {0} <= A invertierbar.
Fiir die induzierte lineare Abbildung ¢4 : K* — K" gilt:

¢4 surjektiv <= ¢4 injektiv <= ¢4 bijektiv.
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Bemerkung: Sind A, B € K™ mit AB = I, so sind A und B invertierbar und es gilt

A1 = B. So ist etwa ((1) })71 = ((1)*11) (vgl. Beispiel in 14.20).

Beweis. Gilt AB = I, so ist Kern B = {6} und Bild A = K", und nach dem Satz sind A, B

invertierbar. Fiir A~! = B verwenden wir ein Argument wie in (*). O

Berechnung von A~': Man 16se fiir jedes [ € {1,2,...,n} das Gleichungssytem AT = é].
Die Losung ist die I-te Spalte von A~!. Man kann diese Gleichungssysteme auch simultan
16sen.

Beispiel: Sei A = (“ 2) € K2*2 invertierbar und a # 0. Wir setzen § := ad — bc und sehen

an der dritten Matri;, dass & # 0 ist.
a b1 0 1 bla 1/a 0 1 b/a| 1/a 0
c d|0 1 0 d—bc/a|—c/a 1 0 d/a|—c/a 1

() (g )

—c/d a/d
Wegen L + L = d/§ ist also
a b\ _1(d b
c d S5\ —¢c a )

Den Fall ¢ # 0 behandelt man analog, er fiihrt auf dieselbe Formel. Wir sehen auch, dass
Invertierbarkeit dquivalent ist zu § # 0.

Anwendung Basiswechsel: Ist 51, cee l;n eine weitere Basis und B die Matrix mit Spalten
gk, k =1,...,n, so ist B die Darstellungsmatrix von Id : K" — K" bzgl. 51, .. .,l;n im
Argumentraum und Standardbasis im Zielraum (vergleiche Beispiel 14.19(3)). Die Matrix
B ist invertierbar und B~! ist gerade die Darstellungsmatrix von Id : K® — K" bzgl.

—

Standardbasis im Argumentraum und by, ...,b, im Zielraum (im Beispiel 14.19(3) gilt
BC =1, also C = B™).

Ist ¢ : K" — K" eine lineare Abbildung mit Darstellungsmatrix /' bzgl. der Standardbasis,
so ist die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der Basis by, ..., b, in Argument- und Zielraum
gegeben durch B~'FB. Mit F aus Beispiel 14.20 und B aus Beispiel 14.19(3) gilt etwa

B 'FB = A,

mit der Matrix A aus Beispiel 14.19(2).

Beispiel: Sei V' der C-Vektorraum der Polynome p = p(x) mit komplexen Koeffizienten
vom Grad < 2 und die lineare Abbildung ¢ : V' — V gegeben durch ¢(p) = p’ — p. Die
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Darstellungsmatrix F von ¢ bzgl. der Basis ej(z) = 1,ex(z) = z,e3(x) = 2% von V ist
wegen ¢(1) = —1, ¢(x) =1 — z, ¢(2?) = 22 — 2 gegeben durch

-1 1 0
F = 0 -1 2
0 0 -1

Eine andere Basis von V ist gegeben durch
()= (z+i) =2+ 2z —1, byr)=(x—i)=2>—2ix—1, by(z)=2a>+1,

und die Darstellungsmatrix von Id : V' — V mit b-Basis im Argumentraum und e-Basis im
Zielraum ist

-1 —-11
B = 2t =20 0
1 11

Wir invertieren B nach dem oben angegebenen Verfahren:

~1 -1 1][1 00 1 1 =1]-10 0
2% —2 0/0 1 0 0 —4i 2| 2 1 0
1 11/00 1 0 0 2| 101
1 10[-1/2 0 1/2 10 0]-1/4 —i/4 1/4
0 —4i 0 i1 —i 01 0[—1/4 /4 1/4
0 0 1| 1/2 0 1/2 00 1| 1/2 0 1/2

(man iiberzeuge sich am Ende unbedingt durch die Probe). Die Inverse von B ist also
gegeben durch

—1/4 —i/4 1/4
Bt=| —-1/4 i/4 1/4 |,
1/2 0 1/2
und die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der b-Basis in Argument- und Zielraum ist also
—1/4 —i/4 1/4 -1 1 0 -1 -1 1
B'FB = —1/4 /4 1/4 0 -1 2 20 —2i 0
/2 0 1/2 0 0 —1 1 11
—1—1 0 —i/2
= 0 —1+i /2
' —1 -1

Das bedeutet bll - bl = (—1 — Z)bl +ib3, b,Q — b2 = (—1 +Z)b2 - Z'bg, bé — b3 = _%bl + %bQ - bg,
bzw. ‘ ‘
B, = —iby + iby, b, =iby —iby, b= —%bl + %bg

(man mache auch hier die Probe).
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