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13 Grundzige der linearen Algebra

Zur Motivation betrachten wir das folgende elektrische Netzwerk mit Spannung U':

——L_1

I +

Wir stellen die beschreibenden Gleichungen nach den Kirchhoffschen Regeln auf:

e Knotenregel: In jedem Knoten ist die Summe der zuflieBenden Strome gleich der
Summe der abflieenden Strome.

o Maschenregel: In jeder Masche ist die Summe der Spannungsabfille tiber den
Widerstanden gleich der Summe der Spannungen.

Dabei nehmen wir an, dass U und Ry, R», ..., Rg bekannt sind, und wollen die Strome
I, I, ..., Is bestimmen. Durch Betrachtung der Knoten A, B, C, D bzw. der Maschen
ABC, ABD, BCD, ADC erhalten wir die Gleichungen

I L, -1 — 0
__[2 +Ig +I5 - 0

—I; +1s +1s = 0
I4 —]5 _IG — O

RiI; +RyI, +Rsl; = U
Rsls  —R4l, —Rsl; = 0

Ry, +RsI; —Rgls = 0

R +Ryly +Relg = U.

Das ist ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit acht Gleichungen fiir die sechs Unbekann-
ten I, ..., Is. Die natiirlichen Fragen sind zunachst die nach Existenz und Eindeutigkeit
der Losung und ggf. die nach deren Berechnung.

Bemerkung: Man kann hier sehen, dass zB Addition der ersten drei Gleichungen (bis
aufs Vorzeichen) die vierte Gleichung ergibt und Addition der letzten drei Gleichungen die
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fiinfte ergibt. Es gibt hier also redundante Gleichungen. Wir kommen auf dieses Phénomen
zuriick.

Lineare Gleichungssysteme treten in vielen Zusammenhéangen auf. Wir werden sie in der
Form AZ = b schreiben, wobei der Vektor i gesucht wird und der Vektor b und die Matriz
A gegeben sind. Im Beispiel ist @ = ([}, I,...,ls) € RS gesucht, die rechte Seite ist
b=(0,0,0,0,U,0,0,U) € R® und A ist die Matriz

0o 0 O 1 -1 -1
Rl RQ Rg 0 0 0

0 0 R3y —Ry —R; O

0 Ry O 0 Rs —Rs
Rl O O R4 O RG

c R8><6

mit acht Zeilen und sechs Spalten. Wir kiimmern uns zunédchst um die Struktur von R”
und C".

13.1. Verkniipfungen in R” und C": Sei n € N. R” ist die Menge aller n-Tupel
(w1, 29,...,xy,) reeller Zahlen (dh z; € R fiir j = 1,2,...,n) und C" ist die Menge aller
n-Tupel (21, 22, .. ., 2,) komplexer Zahlen (dh z; € C fiir j = 1,2,...,n).

Wir schreiben im folgenden oft K fiir R oder C. Also
K" = {(21,29,...,2,) 1 z; e Kfiir j=1,2,...,n}.
Definition 13.1. Wir definieren Verkniipfungen
+ K" x K" — K", K x K'— K"
durch

(T1, @2, ) + (Y1, Y255 U0) = (1 F YL T2+ Y2, T+ Yn)
a-(r1,29,...,0,) = (ax1,axs,...,ax,),

dh also durch komponentenweise Addition bzw. komponentenweise Multiplikation mit o.
Der Punkt - fir die Multiplikation mit Skalaren wird gewohnlich weggelassen.

Fiir die Anschauung besonders wichtig sind R? und R?.

Beispiele im R?: (1,1) + (0,1) = (1,2), 2- (1, —1) = (2, —2).



13.1 Vektorraumaxiome

Setzen wir V' = K", wobei n € N, so haben + : V xV — V und - : Kx V — V die
folgenden Eigenschaften:

Vi1
V2) x4y =y+x fir alle x,y € V (Kommutativitét),

) (z+y)+z=a+ (y+2) fir alle z,y, 2 € V (Assoziativitat),
)
V3) es gibt eine 0 € V mit  + 0 = z fiir alle x € V' (Existenz der Null),
)
)
)

(
(
(
(V4) fir jedes x € V gibt es ein —x € V mit = + (—z) = 0 (Existenz des Negativen),
(V5) (af)x = aBx) fir alle a, B € K, x € V' (Assoziativitét der Multiplikationen),

(V6) a(r+y) = axtayund (a+5)r = az+px firalle o, 5 € K, 2,y € V (Distributivitét),
(V7) 1z =z fir alle x € V' (Kompatibilitét).

Definition 13.2. Ist V # () eine Menge mit Verknipfungen + : VXV — V und - : KxV —

V', fiir welche die Figenschaften (V1)=(V'7) gelten, so heifst V' ein Vektorraum tuber K oder
ein K-Vektorraum (K-VR). Die Elemente eines Vektorraumes heifien Vektoren .

Allgemein: jeder C-Vektorraum ist auch ein R-Vektorraum.

Ist V' ein K-Vektorraum, so ist das Element 0 € V' in (V'3) und fiir jedes = € V' das Negative
—z in (V4) eindeutig bestimmt. AuBerdem gilt fiir alle x € V: 0-2 =0 und —z = (—1) - z.

Bemerkung: Ist V' ein K-Vektorraum, so ist das Element 0 € V in (V3) und fiir jedes
x € V das Negative —zx in (V4) eindeutig bestimmt. AuBerdem gilt fiir allez € V: 0-2 =0
und —z = (—1) - x.

Beweis: Die Aussagen zu (V'3) und (V4) zeigt man wie im Fall der reellen Zahlen. Sei nun
reV.Esist0-2=(04+0)-2=(0-2)+(0-x), also

0@ 0-x+(=0-2) =(0-24+0-2)+(-0-x) ) 0-z+(0-24+(—0-2)) o200 0.1
Weiter ist

x+(—1)-x(‘/:7)1-x+(—1)~x(‘§3) (1+(-1)-z2=0-2=0,
also (—=1) -z = —x.

Wichtiges Beispiel Sei n € N. Ein n-Tupel x = (21,22, ...,z,) € K" kénnen wir auch
auffassen als Abbildung (Funktion)

r:{1,2,...,n} = Kmittels z(j) := x; fiir j =1,2,...,n.

Allgemeiner sei nun I # () eine Menge (haufig ist zB I C R ein Intervall) und wir betrachten
die Menge aller Abbildungen = : I — K. Setzt man fiir z,y: [ - K und o € K:

r+y: I =K t—xl)+yt),
a-x: I =K, t— axt),

so ist diese Menge bzgl. dieser Verkniipfungen + und - ein K-Vektorraum.
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13.2 Untervektorraume und Linearer Aufspann

Sei V ein K-Vektorraum.

Definition 13.3. Eine Teilmenge U C V heifst Unter(vektor)raum oder linearer Teilraum
von V', wenn

(i) U # 0 ist und

(i) fir alle x,y € U, a € K gilt: x +y € U und ax € U.

Beispiele: (0) Jeder Vektorraum V' hat die trivialen Untervektorraume {0} und V.

(1) {(£,0,0) : 2 € K} = K x {0} x {0} ist ein Untervektorraum von K3.

(2) Sind z,y € K", so ist {ax + Py : a, f € K} ein Untervektorraum von K".

(3) K = {(z1,22) € R?* : 22 + 23 < 1} ist kein Untervektorraum von R? nicht
abgeschlossen unter +.

(4) C = {(z1,22) € R? : 2y > 0,25 > 0} ist kein Untervektorraum von R?. C' ist zwar
abgeschlossen unter +, aber —x ¢ C fiir x € C'\ {0}.

(5) Die nichttrivialen Untervektorriume von R? sind genau die Geraden durch 0, in R?
kommen Ebenen durch 0 hinzu.

Definition 13.4. Sei V' ein K-Vektorraum, n € N und vy, vs, ..., v, Vektoren aus V.
FEine Linearkombination (LK) der Vektoren vy, v, ..., v, ist ein Vektor der Form

n
g av;  mit aq, g, ... 0 € K
Jj=1

Ist V ein K-Vektorraum und O # M C V', so ist

lin(M) = {Zajvj:néNO,aj € K, v, EM}

Jj=1

ein  Untervektorraum wvon V', genannt der won M erzeuglte Untervektorraum /
lineare Aufspann von M .

Beispiele: (1) In V = R? gilt lin({(1,0)}) = R x {0}.
(2) In V = B2 gilt lin({(1,0), (0, 1)}) = R? = lin({(1,0), (0,1), (1, 1)}.
(3) In V = R3 gilt 1in({(1,0,1),(0,1,0)}) = {(z,y,2) : z € R,y € R}.

13.3 Affine Teilraume

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heifit affiner Teil- oder Unterraum von
V', falls es einen Untervektorraum U von V und ein v € V' gibt mit

W=v+U={v+u:ueU}
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Bemerkung: Ist W = wg + U ein affiner Teilraum, so folgt
U={w—wy:weW}={w —wy:w,wy € W}
Ist umgekehrt W C V' nicht-leer und
U:={w —wy:wy,wy € W}

ein Untervektorraum von V', so ist W ein affiner Teilraum von V und W = w + U, wobei
man w € W beliebig wahlen kann.

Bemerkung: In R? sei (a,b) # (0,0). Dann ist U := {(z,y) € R? : ax + by = 0} ein
Untervektorraum (Gerade durch (0,0) und W := {(z,y) € R? : ax + by = 1} ein affiner
Teilraum. Ist speziell (a,b) = (1,1), so ist U die durch y = —x gegebene Gerade und W
ist die durch y = —x + 1 gegebene Gerade, man sieht hier z.B. W = (1,0) + U.

13.4 Lineare Unabhangigkeit

Sei V ein K-Vektorraum.

Definition 13.5. Man ninnt n Vektoren vi,vs,...,v, € V linear unabhdngig , falls fir
alle ay, o, ..., € K gilt:

Zajvj:O = aqr=ayg=...=aq,=0.

Man sagt dazu, dass man den Nullvektor nur als triviale Linearkombination der

U1, Vg, ..., U, erhalten kann (wenn némlich alle o; = 0 sind, ist natiirlich auch Z?Zl Qv =
0).

Sind vy, vs, ..., v, nicht linear unabhéangig, so heilen sie linear abhdngig. Die Vektoren
V1,09, . ..,0, sind also genau dann linear abhéngig, wenn man gy, s, ..., a, findet, die

nicht alle = 0 sind, mit )7, a;jv; = 0.
Beispiele: (1) v ist linear unabhéngig genau dann, wenn v # 0 gilt.

(2) In R? sind (1,0), (0, 1) linear unabhéngig, aber (1,0),(0,1), (1, 1) sind linear abhéngig,
denn (1,0) 4+ (0,1) — (1,1) = (0,0).

(3) In K" sind die Einheitsvektoren €, &, ..., €, linear unabhéngig. Hierbei ist
& :=(0,...,0, _1_ ,0,....0) firj=12,....n
j-te Stelle
. 1 ,9=FkF . .
Mithilfe des Kroneckersymbols 0, = 0 Ak ist also €; = (0;x)}_,

(4) In C*(R) sind sin, cos linear unabhéngig. Sind namlich «, 8 € R mit
asin+fcos =0, dhmit a«asinxz+ fcosx =0 fir alle z € R,

so erhilt man o = 0 durch Einsetzen von x = 7 und 8 = 0 durch Einsetzen von x = 0.



13.5 Zeilenumformungen, Zeilenstufenform

Seien n Vektoren vy, vq,...,v, aus dem K™ gegeben, deren lineare Unabhangigkeit wir
untersuchen wollen. Dabei sei v; = (vj1,v)2, ..., Vjm) fir j =1,2,...,n. Wir schreiben die
Vektoren vy, vs, ..., v, als Zeilen in eine Matrix A, dh
Vi1 V12 ... Uim
V21 V22 ... U9y
A= "
Unt Un2 ... Unm

Die Matrix A ist eine n x m-Matrix mit n Zeilen und m Spalten. Wir schreiben dafiir
A e Kmxm,

Die Matrix A bringen wir in eine Form, an der wir die lineare Unabhéngigkeit der Zeilen
ablesen konnen, mittels der folgenden Zeilenumformungen fiir eine gegebene n x m-Matrix
B mit Zeilen wy, wo, ..., w, € K™

(Z1) Ersetze eine Zeile w; durch aw;, wobei a € K\ {0}
(Z2) Ersetze eine Zeile w; durch w; 4+ fwy, wobei f € K und k # j
(Z3) Vertausche die Zeilen w; und wy, wobei j # k.

Bemerkung 13.1. Die Zeilen von B sind genau dann linear unabhdangig, wenn die Zeilen
der umgeformten Matriz linear unabhdngig sind.

Satz 13.1. Jede Matriz A € K™ kann man durch endlich viele Zeilenumformungen in
eine Matriz C' € K™ dberfihren, die in Zeilenstufenform (ZSF ) ist. Dabei heifst

Ci1 €Ci2 ... Cim
C _ Cy1 C22 ... Com
Chl1 Cn2 ... Cpm

in Zeilenstufenform, falls es einr € {0,1,...,n} und 1 < ky < ky < ... <k, <m gibt mit
(i) fir j =1,2,...,7 gilt cj =0 fiir k =1,2,...,k; — 1 und v; := cj; #0;
(1) fir j=r+1,...,n gilt ¢ =0 fir alle k =1,2,...,m.

Beispiel: Wir wenden das Verfahren an auf die ersten vier Zeilen der Matrix A aus dem
Beispiel des linearen Elektrischen Netzes in der Einfiihrung:

1 0 -1 -1 0 0 1 0 -1 -1 0 O
0o -1 1 0 1 0 0O -1 1 0 1 0
-1 1 0 0 0 1 0o 1 -1 -1 0 1
o o0 o0 1 -1 -1 o 0 o0 1 -1 -1
1 0 -1 -1 0 O 1 0 -1 -1 0 0
0o -1 1 0 1 0 0 -1 1 0 120
o 0 0 -1 1 1 0 0 0 -1 11
o 0 0 1 -1 -1 0O 0 0 0 00




Es wurden hierbei keine Zeilen vertauscht. Die ersten drei Zeilen sind also linear un-
abhéngig, alle vier Zeilen sind linear abhéngig. Die vierte liegt somit im linearen Aufspann
der ersten drei Zeilen.

13.6 Basen und Dimension, Zeilennormalform

Sei V' ein K-Vektorraum.

Satz und Definition: Sei n € N. Die Vektoren by, bs, ..., b, € V heilen Basis von V , falls
sie linear unabhéngig sind und lin{by, bs, ..., b,} = V gilt. In diesem Fall enthalten je zwei
Basen von V' die gleiche Anzahl von Elementen. Diese Zahl heifit die Dimension von V/,
geschrieben dim V.

Bemerkung 13.2. FEin C-Vektorraum von Dimension n ist ein R-Vektorraum von Di-
mension 2n.

Bemerkung 13.3. Wir betrachten die Vektoren ei,...,e, € R", wobei e; =
(0,...,0,1,0,...,0) (alle Komponenten sind Null auler der j-ten). Dann ist e, ..., e, eine
Basis von R™ genannt die Standardbasis.

Definition 13.6. Ist n € N und by,bs,...,b, eine Basis von V', so gibt es zu jedem v € V'
eindeutig bestimmte oy, ao, ..., a, € K mit v = a1by + anbs + ... + @b, = Z;;l a;bj. Die
a1, Qo, ..., ap, heiffen Koordinaten von v bzgl. der Basis by, bs, ..., b, .

Beweis. Existenz folgt aus v € V = lin{by, by, ..., b,}. Sind «j, &; € Kfiir j =1,...,n mit
2;21 ajbj =v = 2?21 a;b;, so folgt

und weiter a; = @ fir alle 5 = 1,...,n, da by, by, ..., b, linear unabhéngig sind. O

Beispiel: Es gilt dimK"” = n und eine Basis ist gegeben durch die FEinheitsvektoren
€1,€9, ..., En.

Bemerkung: V' ist unendlich-dimensional genau dann, wenn es zu jedem n € N linear
unabhangige Vektoren vy, vs,...,v, € V gibt.

Beispiel: Die Menge Pla,b| der Polynomfunktionen p : [a,b] — R ist ein unendlich-
dimensionaler R-Vektorraum: Da Summen und Produkte von Polynomen wieder Polynome
sind, ist Pla,b] ein Untervektorraum von R®*. Fiir jedes k € Ny sei pr gegeben durch
pe(7) := z¥. Dann sind fiir jedes n € N die Polynome pg,p1, ..., p, linear unabhingig,
denn fiir ag, aq, ..., @, € R mit

appo + aqpr + ... + app, =0 auf [a, b



folgt g = oy = ... = a,, = 0, da nur das Nullpolynom unendlich viele Nullstellen hat
(siehe Folgerung des Fundamentalsatzes der algebra im Kapitel 5).

Satz: Sei V ein K-Vektorraum und seien vq,vs,...,v, € V. Dann ist die Dimension
dimlin{vy, v, ...,v,} des linearen Aufspanns von vy, vy, ..., v, gerade die Maximalzahl
linear unabhéangiger Vektoren unter den vy, vs, ..., v,.

Beispiel: Im R? sei v} := (1,1,0), ¥ := (1,0,0) und @5 := (0,1,0). Dann sind @y, @ linear
unabhéngig, aber 03 € lin{vy, vo} und ¥, ¥y ist Basis von lin{}, U, U3} = lin{¢h, 0o} Es
ist dim lin{v;, i, U3} = 2. Auch ¥}, U3 bzw. ¥y, U3 sind hier Basen von lin{}, v, U5 }.

Warnung: Fiir einen C-Vektorraum V' ist es fiir die Dimensionsbestimmung wichtig, ob
man ihn als C-Vektorraum oder als R-Vektorraum betrachtet, dh ob man Linearkombi-
nationen mit komplexen oder nur mit reellen Koeffizienten zulasst. So gilt C-dimC = 1,
aber R-dim C = 2 (wie schon an der Veranschaulichung von C als komplexe Zahlenebene
zu sehen ist). Eine Basis des R-Vektorraumes C ist gegeben durch 1, 1.

Ebenso ist die Dimension von C™ als C-Vektorraum = n und eine Basis ist €1, €5, ..., €,.
Die Dimension von C" als R-Vektorraum ist hingegen = 2n und eine Basis ist z.B.
€1,€2,...,€Ep,1€1,1€9,...,1€E,.

Zeilennormalform Eine Matrix, die in Zeilenstufenform ist, kann man durch Zeilenum-
formungen auf Zeilennormalform (ZNF) bringen. Dabei heifitt C' = (¢j;) € K™™ in
Zeilennormalform , wenn sie in Zeilenstufenform ist und zuséatzlich gilt:

(iii) fiir j = 1,2,...,7 gilt: 75 = cjp, = L und e, = 0 fiir [ = 1,2,...,5 — 1 (dh oberhalb
von ¢;i, stehen auch nur Nullen).

Beispiel mit n =5 und m =8, r = 4:

01 = 0 0 x 0 =
0001 0 %x 0 =«
00001 x 0 =
000 O0O0O0 1 =«
000 0O0OO0O0DTO©

Beispiel: Dieses Beispiel illustriert wie eine Matrix in ZSF in ZNF tiberfiihrt werden kann:

13 -2 4 13 -2 4 1 0 —13/2 23/2 10 —13/2
02 3 =5 0 1 3/2 —5/2 01 3/2 =5/2 01 3/2
00 0 —1 00 0 1 00 0 1 00 0
00 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0



13.7 Lineare Gleichungssysteme

Seien n, m € N. Wir schreiben ein lineares Gleichungssystem (LGS)

a1+ apprest+ ... +ayT, = bl
A91X1+ QT2+ ... +A2nTm = bg
Ap1T1+  Ap2%o+ ... FAppTm = bn
mit gegebenen a,i, b; € K und gesuchten x1, zo, ..., z, € K in Matrixschreibweise als
a;pr a1 ... QAim T bl
21 Q29 ... QA9m ) bQ
Gp1 Ap2 ... Gpm Tm, bn

oder als A7 = g, wobei A € K™ und b € K" gegeben und 7 € K™ gesucht ist. Hierbei
verwenden wir das Matrix-Vektor-Produkt :

Fiir A = (a)j_ i, € K™ und 7 = (23,)3L, € K™ ist AT = (Z;”Zl ajkxk) e K"
1

Beachte: Wir schreiben Vektoren ¥ = (1, s, ..., 2,) € K™, die wir bisher als m-Tupel
geschrieben haben, ab jetzt ggf. als Spaltenvektoren! Dies ist die iibliche Konvention.

n

13.8 Eigenschaften des Matrix-Vektor-Produktes

Fiir alle A, B € K™™ und 2,y € K™, a € K gilt:
A(Z 4 ) = AT + Ay, (A+ B)Y = A¥ + BZ, A(af) = a(AZ) = (aA)Z,
wobei fiir A = (a;), B = (bji) die Matrizen A+ B, aA € K™*™ gegeben sind durch
A+ B = (aj + bjk);‘lzlzl:p aA = (Oéajk)?:&”:p

dh an jeder Stelle (j, k) werden die Eintrage addiert bzw. mit o multipliziert.

13.9 Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

Seien A € K™™ und b € K" gegeben. Wir setzen
KernA:={ZcK": A7 =0} CK™ und BildA:={A7:7 e K™} C K"

Kern A ist die Losungsmenge der homogenen Gleichung A7 = 0. Die Gleichung A7 = b

heifit inhomogen und b heifit Inhomogenitéit der Gleichung. Die Gleichung A7 = b hat

Losung, dann und nur dann wenn b € Bild A.
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Satz 13.2. (1) Kern A ist ein Untervektorraum von K™ und Bild A ist ein Untervektor-
raum von K".

(2) Bild A ist der lineare Aufspann der Spalten von A.
(8) Sind 7,y € K™ mit AT = b = Ay, soist T — i € KernA. Ist 7 € KernA, so ist

AZ+Z2) = b. Insbesondere ist die Lésungsmenge der inhomogenen Gleichung, wenn sie
nicht-leer ist, ein affiner Teilraum von K™. (Also hat das System keine, genau eine oder

unendlich viele Losungen).

Beweis. (2) Fiir jeden Vektor & = (z1, 2, ..., 2,) € K™ gilt

F=) m&, also AF=A mé)=> Aé, )
=1 =1 =1 |te Spalte von A
(1) und (3) folgen aus den Eigenschaften des Matrix-Vektor-Produktes. O

Folgerung: (1) Wir erhalten die Gesamtheit der Losungen der inhomogenen Gleichung
(falls es iiberhaupt welche gibt), indem wir zu einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung alle Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung addieren.

(2) Es gilt

AT = b ist losbar <= b€ BildA < b ist LK der Spalten von A.

Ist AT=10 l6sbar, so ist die Losung eindeutig genau dann, wenn Kern A = {6} gilt.

Beispiele: (1) A= (), b= (?). Dann hat A% = b keine Lésung.

(()-esh-()+ =6)

(3) Sei A= (?]) und b= (9). Dann ist ' := (_11/2) die eindeutige Lésung von AT = b.

Bemerkung: Ein lineares Gleichungssystem kann also keine, genau eine oder unendlich
viele Losungen haben.
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13.10 Losungsalgorithmus, Dimensionsformel

Seien A € K™™ und b € K" gegeben. Zur Lésung erweitern wir die Matrix Aum b als
(m + 1)-te Spalte, betrachten also (A|b) € K™*™+D_ Fiir A = (aj;) und b = (b;) ist

ai;pr a2 ... QAim bl

- 21 A29 ... Q4A9m b2
(A]b) =

An1 Qp2 .. Gpm | by

Wir werden Zeilenumformungen verwenden. Die Zeilenumformungen &ndern nicht die
Losungsmenge des Systems.

—

Beobachtung: Geht die Matrix (B | ¢) aus der Matrix (B | &) durch eine Zeilenumformung
hervor, so gilt .
{# e K": B =¢} ={Z¥ € K" : B¥ =},

dh die Losungsmenge der entsprechenden linearen Gleichungssysteme andert sich nicht.

Allgemein gilt: Geht B aus B durch eine Zeilenumformung hervor und ist die k-te Spalte
von B Linearkombination anderer Spalten von B, so ist die k-te Spalte von B Linearkom-
bination der entsprechenden Spalten von B und zwar mit denselben Koeffizienten.

Algorithmus (Eliminationsverfahren nach Gauf}):
(1) Matrix A um b als letzte Spalte erweitern.

(2) Die erweiterte Matrix (A |b) durch Zeilenumformungen auf ZNF (oder ZSF) bringen.
(3) Losbarkeit und Losung ablesen.

Algorithmus Schritt (3), Ablesen der Lo&sbarkeit: Das lineare Gleichungssystem
AZ = b ist nicht 16sbar genau dann, wenn eine ZSF von (A|b) die Form C' = (c;;,) €
K™+ hat und es ein j € {1,...,n} gibt mit ¢;; = 0 fiir k =1,...,m und ¢;,, 41 # 0.

Algorithmus Schritt (3), Ablesen der Losung: Fiir alle Spalten mit der Eigenschaft,
dass kein Element von ihnen das erste nicht Null Element seiner Zeile ist, setzen wir den
zugohorigen unbekannten als freien Parameter. Dann 16sen wir auf beziiglich der anderen
unbekannten.

Wir zeigen am Beispiel, wie man im Falle der Losbarkeit die Losungen ablesen kann. Dazu

-,

nehmen wir an, dass die berechnete Zeilennormalform von (A |b) die folgende Gestalt hat
(hier ist n =4, m = 5):

10 (03] 0 61 C1
0 1 9 0 ﬁg Co
00 0 1 B3]cs
00 0 0 010

Man nehme die Variablen zu den Spalten, die “hinter” den Stufen stehen (im Beispiel die
dritte und die fiinfte Spalte), als freie Parameter (im Beispiel also etwa s = x5 und ¢t = ).
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Schreibt man die Gleichungen wieder aus, so erhélt man
Ty =c1 — sy —t01, Ty =cCy— sy — 1Py, 1y=c3—103.

Also ist die Losungsmenge von Ax = b gegeben durch

C1 —Q —b
C2 —Q2 — o
{ 0 |+s| 1 |+¢]| o :s,teK}.
3 0 —f3
0 0 1
- —b
—Q2 —[2
Hier gilt Kern A = lin{ 1 : 0 |} und dim (Kern A) = 2. Die Losungsmenge
0 — 3
0 1
1
C2
ist eine Ebene durch den Punkt 0
C3
0

Um den Kern einer Matrix A zu bestimmen 16sen wir die Gleichung A7 = 0 mit dem
Losungsalgorithmus von GauB.

Den Kern kann man alternativ mit dem -1 Erganzung Trick bestimmen und zwar

(1) Man bringt die Matrix A in Zeilennormalform.

(2) Man streicht die Zeilen die Null sind (wenn es solche Zeilen gibt)

(3) Man ergénzt die Matrix mit Zeilen deren Elemente Null sind, bis auf ein Element das
—1 ist. Die Ergéanzung wird so gemacht, damit die diagonalen Elemente der Matrix nur 1
und -1 sind.

(4) Der Kern ist der lineare Aufspann der Spalten der ergénzten -1.

Dimensionsformel Fiir eine Matrix A € K™*" gilt dim Kern A + dim Bild A = n.
Rang Wir definieren den Rang einer Matrix durch RangA = dim Bild A.
Satz Die Gleichung A7 = b ist losbar <= RangA = Rang(Alb).

1 01
Beispiele: (1) A= | 1 1 0 |. Hier ist n = m = 3 und Rang A = 3, da die Zeilen
010

(oder auch die Spalten) linear unabhéngig sind. Somit ist dim (Kern A) = 3 —3 = 0 und
Kern A = {0}. Ablesen lésst sich das natiirlich auch an einer ZSF:

1 01 1 0 1 1 0 1
1 10 01 -1 01 -1
010 01 0 00 1
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1 1 2
(2) A= 1 0 1 |.Hierist n =m = 3 und Rang A = 2, da die ersten beiden Spal-
011

ten linear unabhangig sind, die dritte Spalte jedoch Summe der ersten beiden. Somit ist

1
dim (Kern A) = 3 — 2 = 1. Durch Probieren findet man 1 € Kern A. Folglich ist
-1
1
Kern A =lin{| 1 |]}.Zum selben Ergebnis kommt man mit einer ZNF und anschlieBen-
-1
der (—1)-Ergénzung:
1 1 2 1 0 1 11 2 1 01 ) 1 0 1
1 01 0 -1 -1 011 011 - 01 1
011 0 1 1 000 000 00 —1

13.11 Lineare Abbildungen

Seien V, W K-Vektorraume.

Definition 13.7. Eine Abbildung ¢ : V — W heifit linear , (bzw. genauer K-linear), falls
fir alle x,y € V, a € K gult:

oz +y) = o(x)+o(y), olax)=ag(x).
Fur ein solches ¢ heifit
Kerng :={x €V : ¢(x) =0}

der Kern von ¢ und

Bild¢ :={¢(x) : x € V}
heifst Bild von ¢.

Beispiele: (1) Ist A € K™*™ so ist die Abbildung ¢4 : K™ — K", ¥ +— AZ, linear. Es ist
Kern ¢4 = Kern A und Bild ¢4 = Bild A.

(2) Die Abbildung R[a,b] — R, f ~— [ f(z)dz, ist linear.

(3) Die Abbildung C*([a,b]) — C([a,b]), f > f’, ist linear.

(4) Sind ag,a; € C(I), so ist die Abbildung C*(I) — C(I), y — 3" + a1y’ + apy linear.
Satz 13.3. Set ¢ : V. — W linear. Dann gilt:

(1) Kerng[bzw. Bild¢ | ist ein Unterraum von V [bzw. W].

(2) ¢ ist injektiv <= Kern¢ = {0}.

(3) Ist ¢ injektiv und sind vy,v9,...,v, € V  linear wunabhingig, so sind
d(v1), o(v2), ..., d(v,) linear unabhingig in W.
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Beweis. (3) Seien a1, ay,...,0,, € K mit 37 a;p(v;) = 0. Da ¢ linear ist, folgt
¢(> -1 jvj) = 0. Da ¢ injektiv ist, folgt > 7, a;v; = 0, und aus linearen Unabhingigkeit
von vy, vy, ..., v, folgt dann ay =y = ... =, = 0. O

13.12 Das Produkt von Matrizen

Wie immer schreiben wir wieder K fur R oder C.

Seien n,m,q € N und A € K™™, B € K™*? Matrizen mit A = (a;)j_;jL, und B =
(bki)jtyi=;- Das Matrixprodukt AB € K™, ist die Matrix C' = (¢;)j_;;_, mit

cjl:Zajkbkl, jzl,...,n,lzl,...,q.
k=1

Eigenschaften des Produktes von Matrizen: Fiir alle A, Ay € K™ B, By € K™*4,
C € K7 und alle o € K gilt:

(Al +06A2)Bl = AlBl—f—O[AQBl, A1<B1 —f—OéBQ) = AlBl +OéAlBQ, (AlBl)C = Al(BlC)

Warnung: Im allgemeinen gilt AB # BA! Damit beide Produkte existieren, muss zunéachst
n = q sein. Dann ist AB eine n X n-Matrix und BA eine m x m-Matrix. Gleichheit kann
also hochstens fiir n = m = ¢ gelten. Fiir n = m = ¢ = 2 ist aber z.B.

(o1) (o) = (o) # () = (o) (o),

13.13 Invertierbare Matrizen

Fiir n € N heiflt I,, := (§;z)7,-; € K™" die Einheitsmatrix (wir schreiben auch kurz I,
wenn n aus dem Zusammenhang klar ist).

100
Beispiel: I, = (;{) ;= 0 1 0
001

Es gilt dann JA = Al = A fiir alle A € K™*",

Definition 13.8. Fine Matriz A € K™ heifit reqular, falls RangA = n ist, und
invertierbar, falls es eine Matrix B € K"" gibt mit AB = BA = 1. In diesem Fall
ist B eindeutig und heifit Inverse von A (oder zu A inverse Matriz). Sie wird mit A™!
bezeichnet.

Beispiel: Die Matrix ((1) 1) ist invertierbar, da ((1) i) ((1) _11) = [, und ([1) _11) ((1) }) = 1. Also
61 =07
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