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1 Aussagen

1.1 Awussagen

Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist.

Im Rahmen der Vorlesung sind wir aber eher an mathematischen Aussagen interessiert.
Aussagen bezeichnen wir im folgenden mit A, B, C, ...

1.2 Verkniipfung von Aussagen

Wir erklaren die logische Verkniipfung von Aussagen durch sogenannte Wahrheitstafeln .

Alw w f f

AN B (logisches “und” (AND)) Blw f w f
ANBlw f f f

Alw w f f

AV B (logisches “oder” (OR)) Blw f w f

Achtung: Das logische “oder” ist nicht exklusiv, dh es ist zugelassen, dass beide Aussagen
A und B wahr sind.

: 113 7 (13 2 A w f
Negation A (“non A” oder “nicht A”) AT w
Alw w f f
Implikation A = B “wenn A, dann B”, “A impliziert B”, “aus A folgt B” Blw f w f
A= B ‘ w f w w
) Alw w f f
Aquivalenz A < B Blw f w f

A<:>B‘w f f w

Man sagt: “A ist aquivalent zu B”, “A ist gleichbedeutend mit B”, “A genau dann, wenn
B”, “ A dann und nur dann, wenn B”.



1.3 Regeln

— bindet stérker als A/V; A/V bindet stérker als = /<.

-(-4) & A (doppelte Negation)
(A< B) & [(A= B)AN(B=A)] (Aquivalenz bedeutet zwei Implikationen)
-(AANB) & (-AV-B) (Negation von “und”)
-(AVB) & (~AA-B) (Negation von “oder”)
(A= B) & (-AVB) (Umformulierung der Implikation)
(A= B) & (AAN-B) (Negation der Implikation)
(A= B) & (-B= -4) (Kontraposition ).

Kommutativitat: ANB << BAAund AV B << BV A.
Assoziativitit: AN (BAC) < (AAB)ACund AV (BVC) < (AV B)VC. Deshalb

kann man hier die Klammern weglassen.

Distributivitat: AAN(BVC) < (AAB)V(AAC) und AV (BAC) < (AVB)A(AVC).

1.4 Quantoren

Eine Aussageform A(x), A(x,y), ... ist ein Satz, der eine oder mehrere Variablen x, y, ...
enthélt und der nach dem Ersetzen dieser Variablen durch konkrete Objekte eine Aussage
ist.

Der Allquantor Vz : A(z) bedeutet: fiir alle Objekte x ist die Aussage A(x) wahr.

Der Existenzquantor 3z : A(x) bedeutet: es gibt (mindestens) ein Objekt x, fiir das die
Aussage A(x) wahr ist.

Negation: =(Vz : A(z)) < (Jz: =A(z)) und —~(3x : A(z)) & (Va : —~A(z)).

In den allermeisten Fallen werden Quantoren eingeschrankt und beziehen sich dann nur
auf gewisse Objekte, z.B. Vo mit A(x) : B(z). Die Negation davon ist dann 3z mit A(x) :
-B (:C)

Achtung: Bei All- und Existenzquantor kommt es i.a. auf die Reihenfolge an.

Bemerkung: Haufig schreiben wir Quantoren nicht als Zeichen, sondern sprachlich.

2 Mengen

2.1 Der Begriff der Menge

Wir verwenden die folgende naive “Definition”:
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“Eine Menge ist die Zusammenfassung wohlbestimmter, wohlunterschiedener Objekte.”
Diese Objekte heiflen Elemente der Menge.

x € M bedeutet: x ist Element der Menge M, dh = gehort zu M.

x & M bedeutet: x gehort nicht zu M, dh 2 ¢ M < —(z € M).

Schreibweisen: Ist A(z) eine Aussageform, so kann man schreiben
M = {x : A(x)} = Menge aller z, fiir die A(z) gilt,

Héufig schreibt man auch, wenn die Menge M gegeben ist, {x € M : A(z)} fir {z : (z €
M) A A(z)}. Eine andere Moglichkeit ist die Aufzéhlung, z.B. M = {1, 2, 3,9}.

2.2 Beziehungen zwischen Mengen

Seien M;, My Mengen.
Definition 2.1. “M; st Teilmenge von Msy”:

My C My & Vr:(xe€M =xe€ M,y (bzw Vre M :xe M,).
Fir My C My und My # My schreibt man oft der Deutlichkeit halber M, ;Ct M.

Gleichheit von Mengen: M, = M, bedeutet_z dass M; und M, dieselben Elemente
enthalten, also Vz : (x € M; < x € M;). Da Aquivalenz zwei Implikationen bedeutet
(siehe 1.3) bedeutet M; = My also My C My und My C M.

2.3 Operationen mit Mengen

Seien My, My, M3 und @@ Mengen. D (a) Durchschnitt My N My :={z:x € M) ANx € My}.
(b) Vereinigung M; U My := {x : x € M, V x € M,y}.

(c) Differenz My \ My :={z € My : x & My} (“M; ohne My").

Regeln fiir Durchschnitt und Vereinigung:

Kommutativitat My N My = My My, MU My = My U M.
Assoziativitat My N (MyN Ms) = (M; N My) N Ms, MU (MyUM3) = (M UMsy)U Ms.
Distributivitat:

My U (MyN M) = (M U My) N (MU M), M N (MyU M) = (M; N M) U (M N Ms).
AuBerdem ist My C My U My, My C My U My, My N My C My, My N My C M,.
de Morgansche Regeln: Wegen 1.3 (Negation von “und” /”oder”) gilt auch

Q\ (MyU M) = (Q\ M) N (Q\ M), Q\ (MyN M) =(Q\ M) U(Q\ Ma).



2.4 Die leere Menge

Die leere Menge () enthélt keine Elemente, dh Va : 2 & ().
Regeln: MUD =M, M\O=M, MNO=0, M\ M =0, ) C M fir jede Menge M.

2.5 Die Potenzmenge
Ist M eine Menge, so heifit die Menge aller Teilmengen von M
Pot(M) :={N: N C M}

die Potenzmenge von M (manchmal auch B (M)).

2.6 Das kartesische Produkt

Sei n € N. Seien M;, My, ..., M, Mengen. Die Menge der geordneten n-Tupel
(1, 29,...,2,) mit x; € M; fur alle j € {1,2,...,n} heifit das kartesische Produkt
My x My x ...x M, der Mengen My, M, ..., M,. Also

My x My x ... x M, ={(x1,22,...,2,) : fur alle j € {1,2,...,n} gilt x; € M;}.

Wir schreiben M", falls M, = My = ... = M, = M gilt.

2.7 Die Mengen der reellen und komplexen Zahlen

Reelle Zahlen und Betrag

>
Mit R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen. Fiir a € R heifit |a| := { _aa ’Z - 8
der Betrag von a .
Beachte: Es gilt |a| = | — o] fir alle a € R, also auch |a — b| = |b — a fiir alle a,b € R.

Anschaulich ist |a — b| der Abstand von a und b auf der Zahlengeraden.

Regeln: Seien a,b, c € R. Dann gilt:
(1) fal 2 0; (2) la| =0« a=0; (3) |abl = [a] - [b];
(4) +a < |a|] und <|a| <c¢ < (a<cund —a§c)>;

(5) |a + b] < |a| + |b| Dreiecksungleichung ;

(6) ||a| — 16| < |a — b] umgekehrte Dreiecksungleichung .

Die Menge der komplexen Zahlen



Wir betrachten eine Zahl 7, mit i> = —1. Es ist dann

C:={z+iy:x,y € R} die Menge der komplexen Zahlen.

Fir 2 = 2+ 4y € C mit z,y € R heifit x der Realteil von z (geschrieben Rez) und y
heifft der Imaginérteil von z (geschrieben Im z). Komplexe Zahlen z mit Rez = 0 heiflen
rein imaginar und komplexe Zahlen mit Im z = 0 heiflen reell.

Also: Man kann mit komplexen Zahlen wie gewohnt rechnen und muss nur 2 = —1
beriicksichtigen, etwa

(:L’l + iy1>($2 + ZyQ) =TTy + i(ylxg + Jflyz) + i2y1y2 = (l’ll’g — y1y2) + i(ac2y1 + Ilyg),

Konjugation und Betrag Zu einer komplexen Zahl z = x + iy heifit Z := = — iy die
konjugierte komplexe Zahl . Es gilt dann z -z = 2% + ¢y*> > 0 und |2| := V22 = /22 + 32
heifit Betrag der komplexen Zahl z.

Rechenregeln: Fiir alle w, z € C gilt:

@)=z [Z=l¢, z¥fw=z+w, zZw=z-W |z -w=]|z" v,
Rez=1(z+7%) und Imz = (2 — 2),
max{|Re z|, |Im z|} < |z] <|Rez|+ |[Im z|

|z + w| < |z] + |w| (Dreiecksungleichung) und ||z| — |w|| < |z — w|.

Eine komplexe Zahl ist Null genau dann, wenn Real- und Imaginarteil beide Null sind. Ist
x + 1y # 0, so ist das multiplikativ Inverse gegeben durch

r 1 T — 1y _Z

: atiy (i) (—iy) |2

3 Funktionen

3.1 Zum Begriff der Funktion

Seien X, Y Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung) f : X — Y ordnet jedem =z € X
genau ein y € Y zu. Fiir das einem gegebenen x € X zugeordnete y € Y schreiben wir

f(z).
Schreibweise f: X — Y,z — f(x) (“f von X nach Y, x wird abgebildet auf f(x)”).

Die Menge {(z, f(z)) : € X} C X x Y heiit Graph von f. Man kann diesen mit der
Funktion f identifizieren.

Fiir eine Funktion f : X — Y heiit X Definitionsbereich und Y Wertebereich von f.
Fir A C X heifit f(A) = {f(z) : v € A} Bild von A unter f, und fiir B C Y heifit
fYB) ={x € X : f(x) € B} Urbild von B unter f. Insbesondere heifit f(X) =
{f(z) : z € X} Bild von f (Menge aller y € Y, die von f getroffen werden).
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Definition 3.1. Sei f : X — Y eine Funktion.
(a) f heifit surjektiv, falls f(X) =Y gilt, dh falls jedes y € Y von f getroffen wird.

(b) [ heifit injektiv, falls gilt V1,9 € X @ 21 # 29 = f(21) # f(x2), dh falls es zu jedem
Element im Bild von f genau ein Urbild gibt.

(c) [ heifst bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

3.2 Komposition

Sind f: X =Y, g:Y — Z Funktionen, so definiert go f : X — Z, x> g(f(x)) eine
Funktion g o f (“g nach f”), die Hintereinanderausfithrung oder Komposition von f und

g.
Satz 3.1. Sind f : X =Y, qg:Y — Z, h: Z — W Funktionen, so gilt
ho(gof)=(hog)of,

dh die Hintereinanderausfuhrung von Funktionen ist assoziativ.

3.3 Die Umkehrabbildung

Ist f: X — Y eine bijektive Funktion, so definiert
Y =X, y—ux fals f(z) =y
eine Funktion f~!, die Umkehrabbildung (oder Umkehrfunktion) von f.

Beachte: Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem y ein solches x. Da f injektiv ist, ist dieses
x eindeutig bestimmt. Somit ist f~! tatsdchlich eine Funktion.

Bemerkung 3.1. Ist f: X — Y bijektiv, so gilt f~'o f =idx und fo f~' = idy.

Satz 3.2. Sind f : X — Y und g : Y — X Funktionen mit go f = idx und f o g = idy,
so ist f bijektiv und es gilt g = f~1.

Bemerkung 3.2. Durch Vertauschen der Rollen von f und g folgt auch f = g~! und
insbesondere (f~1)7! = f.

Satz 3.3. Sind f: X —- Y und g : Y — Z bijektive Funktionen, so ist go f : X — Z
bijektiv, und es gilt: (go f) ™' = flog™:Z - X.

4 Grundlichere Einfilhrung der reellen Zahlen

Grundmenge der Analysis ist die Menge R der reellen Zahlen . Wir fiihren diese Menge
durch 15 Axiome ein, dh durch grundlegende Eigenschaften, aus denen sich alle weiteren
Rechenregeln herleiten lassen. Wir nehmen dann R als mit diesen Axiomen gegeben an.
Eine explizite Konstruktion (die natiirlich méglich ist!), fiihren wir hier nicht durch.
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4.1 Korperaxiome

Es gibt Verkniipfungen + : R x R — R (“plus”, wir schreiben a +b) und - : R x R — R
(“mal”, wir schreiben ab oder a - b) mit

Va,b,ceR:(a+b)+c=a+ (b+c) (Al) (ab)c = a(bc) (A5)
HVeRVaeR: a+0=a (A2) J1eR\{0}VaeR:a-1=a (A6)
VaeRI—aeR:a+(—a)=0 (A3) Va e R\ {0}Fa ' €R:a-a =1 (A7)
Va,beR:a+b=b+a (A4) ab=ba (AS)
Va,b,c e R:a(b+c¢) =ab+ac (A9)

Dabei sind (A1) und (A5) die Assoziativgesetze , (A4) und (A8) die Kommutativgesetze,
und (A9) ist das Distributivgesetz.

Schreibweisen: Fiir a,b € R setzen wir a — b := a + (—b) und, falls b # 0 ist, ¢ := ab™".

4.2 Anordnungsaxiome

In R ist eine Ordnung “<” gegeben mit folgenden Eigenschaften:

(A10) Va,beR:a<boderb<a,

( ) Va,byceR:a<bundb<c=a<c,
(A12) Va,beR:a<bundb<a=a=0,
(A13) Va,b,ceR:a<b=a+c<b+cg,

( ) Va,b,ceR:a<bund 0 < c= ac< bc.

(A11) heifit Transitivitét, (A12) heiBt Antisymmetrie. Aulerdem beinhaltet (A10) auch,
dass a < a gilt (Reflexivitét).

(A13) und (Al4) bedeuten, dass die Ordnung < mit den Verkniipfungen “+” und “.”
vertraglich ist.

Schreibweisen: b > a < a<bja<b:a<bunda#b;b>a:<a<b

Bemerkung 4.1. Aus (Al) — (A14) lassen sich alle Rechenregeln fir Ungleichungen her-
leiten. Diese setzen wir von nun an als bekannt voraus.
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Intervalle: Seien a,b € R mit a < b. Wir setzen:

[a,b] = {re€R:a<x<b} abgeschlossenes Intervall,
(a,b) = {reR:a<z<b} offenes Intervall,
la,b) = {z€R:a<x<b} halboffenes Intervall,
(a,b] = {x€R:a<xz<b} halboffenes Intervall,
[a, 00) {reR:a <z},
(a,00) = {xeR:a<z},
(—o0,a] = {reR:z<a},
(—o0,a) = {xreR:z<a}l.

Weiter: [a,a] := {a} und (—o0,00) :=R.

4.3 Supremum und Infimum

Sei M C R mit M # 0.
M heiit nach oben [unten]| beschrinkt <& Iy e RVz € M 1z <~ [z > 7).
In diesem Fall heifit  eine obere Schranke (OS) [untere Schranke (US)] von M.

Eine obere Schranke [untere Schranke| v von M mit v € M heifit Maximum [Minimum)]
von M und wird mit max M [min M| bezeichnet.

Wegen (A12) sind max M und min M im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

Definition 4.1. Ist v obere Schranke [untere Schranke] von M mit v < 7 [y > 7] fir
jede obere Schranke [untere Schranke] 7 von M, so heifst v Supremum [Infimum] von M

(kleinste obere Schranke von M [grofte untere Schranke von M]) und wird mit sup M
[inf M ] bezeichnet.

Nach (A12) sind Supremum und Infimum im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

Bemerkung 4.2. Ein Maximum ist immer auch Supremum, und es gilt sup M = max M
genau dann, wenn sup M € M ist (entsprechend fiir min und inf).
4.4 Das Vollstandigkeitsaxiom

(A15) Jede nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von R hat ein Supremum.

Folgerung 4.1. Jede nichtleere nach unten beschrankte Teilmenge von R hat ein Infimum.

Definition 4.2. Eine Menge ) # M C R heifit beschrankt , falls M nach oben und nach
unten beschrankt ist.

12



Bemerkung 4.3. M beschrankt < 3y > 0Ve € M : |z| < 7.
Satz 4.1. Sei ) # B C A C R. Dann gilt:
(1) A beschrinkt = inf A < sup A.

(2) A nach oben [nach unten] beschrinkt = B nach oben [nach unten] beschrankt und
sup B <sup A [inf B > inf A].

(3) Sei A nach oben [nach unten] beschrinkt und ~ eine obere Schranke [untere Schranke]
von A. Dann gilt:

v=supA <= fiirjedese >0 gibt es einx € A mitx >~y —¢
[y =inf A <= fir jedes ¢ > 0 gibt es ein v € A mit x < v+ €.

4.5 Naturliche Zahlen

Satz 4.2. Wir betrachten die Menge N der naturlichen Zahlen.

(1) N ist nicht nach oben beschrinkt.
(2) Fir jedes x € R gibt esn € N mit n > x.
(8) Fiir jedes b€ R mit b> 0 gibt es n € N mit = < b.

4.6 Vollstandige Induktion

Beweisverfahren durch Induktion
Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Es gelte

Induktionsanfang (IA)  A(1)

Induktionsschritt (1S) VneN: (A(n)= A(n+1)).
Dann ist fiir jedes n € N die Aussage A(n) wahr, dh es gilt Vn € N: A(n).
Definition durch Rekursion (bzw. durch Induktion)

Es sei G(1) definiert, und fiir jedes n € N sei G(n + 1) definiert unter der Voraussetzung,
dass G(1), G(2), ..., G(n) schon definiert sind.

Dann hat man G(n) fir jedes n € N definiert.

Varianten der Induktion: Man kann die Induktion auch bei z.B. n = 5 beginnen lassen.
Zum Beweis von “Yn € N mit n > 5: A(n)” hat man dann zu zeigen:

(14)  A()
(IS) VneNmitn>5:(An)=An+1)).
Bei der Abschnittsinduktion zeigt man
(14) A1)
(IS) VYneN:(A)ANAR)A...NA(n)= A(n+1)).
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4.7 Ganze und rationale Zahlen

Definition 4.3. Ny := NU {0}, Z := NgoU {—n : n € N} Menge der ganzen Zahlen und
Q= {§ :p € Z,q € N} Menge der rationalen Zahlen .

Satz 4.3. Jede nichtleere nach unten beschrdankte Teilmenge von Z hat ein Minimum.

4.8 Binomialkoeffizienten

Fir n, k € Ny mit k£ < n setzt man

n n! Wy ”
(k) = m ( nuberk‘ )

Es gilt (g) =1= (Z) fiir alle n € Ny, (Z) = (nfk) fir allen > k > 0, (;1) = % = 6.

Lemma 4.1. Fir 1l <k <n gilt (Z) + (kfl) = ("Zl)

4.9 Potenzen

Setze fiir @ € R: a° := 1, a' := a und a"! := a" - a fiir jedes n € N. Dann gilt a" =
IR .. A |
a-a-...-afirjedesn € N. Fiir a # 0 und n € N setzt man a™" := .
n Faktoren
Es gelten die bekannten Rechenregeln, also etwa (a™)" = ™" und ™ - a™ = ™",

(1) Fiir alle a,b € R und alle n € N gilt: a” — b" = (a — b) S p—y a" ' ~FbF.

(2) Binomialsatz: Fiir alle a,b € R und n € Ny gilt: (a +b)" = >_7_ (})akbo"*.

(3) Bernoullische Ungleichung (BU): Sei x > —1. Dann gilt Vn € N: (1+2)" > 1 +nx.
(4) Fir alle z,y > 0 und n € N gilt: z < y < 2™ < y".

Folgerung 4.2. Seia € R. Ist a > 1, so gibt es zu jedem K > 0 einn € N mit a™ > K.
Ist a € (0,1), so gibt es zu jedem € > 0 einn € N mit a” < €.

4.10 Wurzeln

Sei n € N. Zu jedem a € R mit a > 0 gibt es genau ein b € R mit b > 0 und " = a.
Bezeichnung: b = {/a, “n-te Wurzel aus a”.

Folgerung 4.3. Fir alle a,b > 0 gilt wegen 4.9 Rechenregel (4):

a < b= /a < Vb, und wegen (Ya¥/b)” = ab gilt Vab = /a/b.
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5 Mehr iiber die komplexen Zahlen

Polarkoordinaten und Eulerformel: Eine komplexe Zahl z = x + iy (wobei z,y € R)
kann man schreiben mithilfe ihres Betrages r = |z| und des Winkels ¢ zur positiven -
Achse (dh mithilfe von Polarkoordinaten ). Es ist ndmlich = r cos ¢ und y = 7 sin ¢ nach
Schulmathematik. Verwendet man die Eulerformel

e =cosp +ising (¢ €R),

so erhilt man z = x + iy = rcos ¢ + irsin ¢ = re?. Multiplikation mit z dreht dann um
den Winkel ¢.

Sind sin und cos bekannt, so kann man die Eulerformel als Definition von €* verwenden.

5.1 Polynome

Ein Polynom p (oder p(z)) mit komplexen Koeffizienten ist ein formaler Ausdruck p(z) =
anz" + ap12" P+ ..+ a2z? + a1z + ag mit n € Ny und a; € C fiir alle j € {0,1,...,n}.
Das Polynom heifit reell , wenn alle Koeffizienten a; reell sind.

Das Polynom heifit vom Grad n , falls a,, # 0 gilt, und zusatzlich normiert , falls a,, = 1
ist.

Falls a,, = 0 ist, so ist auch p(z) = a, 12" '+ ...+ a22? + a1z + ag, dh fithrende Nullkoef-
fizienten kann man weglassen.

Es gilt insbesondere

p(z) hat den Grad 0 <= p(z) = ap und ag # 0.

Das Nullpolynom p(z) = 0 hat keinen Grad.

Die Menge aller Polynome mit komplexen Koeffizienten (in der “freien Variablen” z) be-
zeichnen wir mit C[z].

Definition 5.1. Ein zy € C mit p(zy) = 0 heifit Nullstelle des Polynoms p.

5.2 Polynomdivision

Seien p, ¢ € C[z]\{0} Polynome vom Grad n bzw. k < n. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Polynome m € C[z] \ {0} und r € C[z] mit Gradm = n — k und r = 0 oder Gradr < k
und p = mgq + r (Division mit Rest).

Satz 5.1. Ist p € C[z] Polynom vom Grad n > 1 und ist zy Nullstelle von p, so gibt es ein
Polynom q € Clz] vom Grad n — 1 mit

p(z) = q(2) - (z = 20).
Dabei heifit z — zy Linearfaktor.
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Definition 5.2. Die Vielfachheit (Vfh) einer Nullstelle zy von p gibt an, wie oft man p(z)
durch den Linearfaktor z — zy diwvidieren kann.

Folgerung 5.1. Ein Polynom vom Grad n hat hiochstens n Nullstellen.

5.3 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle in C.

Folgerung 5.2. Ist p(z) normiertes Polynom vom Gradn > 1, so gibt es z1,z3,...,2, € C
mit

p(z)=(z—21) (z—22) - ...- (2 — zp).
Eine feste Nullstelle zo von p(z) kommt dabes in 2, 2, ..., za 50 oft vor, wie ihre Vielfach-
heit angibt.

5.4 Die Gleichung 2" =c,c € C

Um die Gleichung zu 16sen schreibt man ¢ in Polarkoordinaten (¢ = re®) und benutzt man
den Folgenden Satz

o 5 1, (2im+9)
Satz 5.2. Die Lisungen von 2" = re'® sind: zj = rwet »n 7 =0,1,....,n— 1.

6 Folgen und Konvergenz

Definition 6.1. Eine reelle [komplexe] Zahlenfolge oder Folge ist eine Abbildung N — R,
n— a, [bzw. N — C, n— a,/.

Wir schreiben (an)nen, (a,)52, oder kurz (a,) oder auch (ay,as, as, . ..).

Beispiele: (1) a, = + fiir alle n € N, also (a,,) = (1,3, 3,...).
(2) a, = (—=1)" fiir alle n € N, also (a,,) = (—1,1,—-1,1,—1,...).
(3) a, =" fir alle n € N, also (a,) = (i,—1,—4,1,4,—1,—4,1,...).

Der Begriftf der Konvergenz ist fiir die Analysis von zentraler Bedeutung.

6.1 Konvergenz

Sei (a,,) eine Zahlenfolge und a € R [bzw. a € C|. Wir sagen, dass (a,) gegen a konvergiert
und schreiben lim,, ., a,, = a, falls gilt:

Ve>03d ny €NVn>ng:la,—al<e.
~~

= no(f‘f)
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Das bedeutet: “die a,, kommen a beliebig nahe” oder “der Abstand |a, — a| wird beliebig
klein”, wenn n grof§ genug ist.

Die Zahl a heifit dann Limes oder Grenzwert der Folge (ay,).

Eine Folge (a,) heiBit konvergent , falls es ein a € R [bzw. a € C] so gibt, dass (a,) gegen
a konvergiert. Eine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent .

Schreibweisen: Statt lim,, ., @, = a schreibt man auch lima, = a, a, — a (n — o0)
oder a,, — a.

Beispiele: (1) lim, o+ = 0: Sei ¢ > 0. Nach Satz 4.2 (3) finden wir ein ng € N mit
nlo < ¢. Fiir jedes n > ng gilt dann:

1

S
n

%)

<e.
n

Wir haben lim,,_, % = 0 nachgewiesen.

(2) Die Folge (an)nen := ((—1)")nen ist divergent: Sei a € R. Setze

o 1/2, falls a € {1, -1}
STl 12 min{|l—a|,|-1—aq|}, fallsa¢g {1, -1} °

Dann gilt |a,, — a| > ¢ fiir unendlich viele n € N. Folglich konvergiert (a,) nicht gegen a.
Da a beliebig war, ist (a,) divergent.

Bemerkung 6.1. (1) Fir jede Zahlenfolge (a,) und jedes a gilt: lima, = a <=
lim |a,, — a| = 0.

Insbesondere ist fir a =0: lima, =0 <= lim]a,| = 0.
(2) Firb e C gilt:  lim, 0" =0 < |b] < 1.

Denn fir |b| > 1 gilt |b"| = |b|™ > 1 fir alle n € N und (b") konvergiert nicht gegen Null.
Fiir |b| <1 sei e > 0. Nach Folgerung 4.2 finden wir ein ng € N mit |b|™ < . Firn > ng
gilt dann 0 < |b" = |b|™ < |b|™ < e. Also ist lim,, b" = 0.

(8) Der Grenzwert einer Zahlenfolge ist eindeutig bestimmdt.
(4) FEine konvergente Folge (ay,) ist beschrankt , dh die Menge {a,, : n € N} ist beschrankt.

(5) Ist (z,) eine komplexe Zahlenfolge, so ist (z,) genau dann konvergent, wenn die reellen
Zahlenfolgen (Re z,) und (Imz,) konvergent sind. Genauer gilt fiir zy € C:

Zn — 20 <= Rez, — Rezy und Imz, — Imz

Das liegt an der Abschdtzung
max{|Rez, — Rez|, |[Imz, — Imz|} < |z, — 20| < |Rez, — Rezo| + [Im z, — Im z|.

Konvergiert etwa (z,) gegen zo € C, so zeigt die linke Ungleichung, dass Rez, — Rez
und Imz, — Imzy. Konvergiert hingegen (Rez,) gegen a € R und (Imz,) gegen b € R, so
setze 2y := a + b, und die rechte Ungleichung zeigt z, — 2y.

17



Wir beschrdanken uns deshalb weitgehend auf reelle Zahlenfolgen.
(6) Zur Beruhigung: Ist (a,) eine reelle Zahlenfolge und a € C mit a,, — a, so gilt a € R.
Wire namlich a € C\ R, so hdtte man fir jedes n € N:

la, —al > |Ima, — Ima| = [Ima| =: ¢ > 0,

im Widerspruch zu |a, —a| — 0.

Wir sagen, dass eine Figenschaft fir fast alle n € N gilt, falls es ein ng € N gibt, so dass
die Eigenschaft fir alle n > ng gilt.

Beispiel: Fir fast alle n € N gilt n > 10000.

Sind eine Folge (a,) und eine Zahl a gegeben, so gilt:

lim a, = a < fir jedes € > 0 gilt: |a,, — a| < € fir fast alle n € N.

n—oo

Bei Konvergenzfragen kommt es also auf endlich viele Folgenglieder nicht an.

o)
n=p

Fiir p € Z bezeichnet man auch (a,) als Folge.

6.2 Grenzwertsatze

Seien (a,), (b,), (o) und (¢,) reelle Folgen und a,b € R.
(1) lan, — a| < ay, fiir fast alle n € N und o, - 0 = a,, — a.

(2) ap = a = |a,| — |al.

(3) a, — a und b, — b und a, < b, fir fast alle n = a < b.

(4) a, - a und b, — a und a, < ¢, < b, fir fast alle n = ¢, — a.
(5)

5) Gilt a,, = a und b, — b, so gilt a, + b, = a+bund a, - b, — a-b. Ist b # 0, so ist
bn, # 0 fiir fast alle n und es gilt §= — .
Beweis. (1) ist leicht. Fiir (2) verwendet man ||a,| — |a|| < |a, — a|] und (1).

Zu (3): Sonst wére a > b, und mit € := (a — b)/2 ist a,, > a — e > b+ ¢ > b, fiir fast alle
n, Widerspruch.

Zu (4): Ist € > 0, so gilt fir fast alle n: |a, —a| < €,|b, —al <e€ alsoa—e <a, <c¢, <
b, <a-+e.

Zu (5): Sei € > 0. Dann |a,, — a|] < /2 und |b, — b| < £/2 fiir fast alle n. Also
lan + b, — (a+ )| <|a, —al+ b, —b| <e/2+e/2=¢
fiir fast alle n. Bei (a,, - b,) verwendet man

|anb, — ab|l = |(anb, — and) + (a,b — ab)| < |a,||b, — b| + |b||a, — al
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und die Tatsache, dass die konvergente Folge (a,) beschrinkt ist, dh es gibt M > 0 mit
la,| < M fir alle n € N. Die Behauptung folgt aus (1) und (5) fir “+”.

an

Die Aussage iiber (3*) muss man nur fiir a, = 1 zeigen. Sei dazu b # 0 und § := |b]/2.
Dann ist 6 > 0 und wir finden ny € N mit |b, — b| < 0 fir alle n > ny. Fir n > ng gilt
dann auch

bl = 16— (b— b)) > |b| — |b—bu| >20—5=16

und

woraus die Behauptung folgt. [

Beispiele 1) Sei a,, = M Dann |a, — 0| = W < 1 und da = — 0 bekommen wir
mit Hilfe des Grenzwertsatzes 1), dass a,, — 0.

2) Sei ¢, = 2Z+ED" Dann L < ¢, <3. Daaber £ = 0und 2 folgt aus dem Grenzwertsatz
n n n n n

(4), dass ¢, — 0.
6.3 Monotone Folgen

Eine reelle Folge (a,,) heifit

monoton wachsend, falls Vn € N:a, < a1,

monoton fallend, falls Vn € N:a, > a,;1,

streng monoton wachsend, falls Vn € N:a, < a,1,

streng monoton fallend, falls Vn € N:a, > a,;.

Satz 6.1. Ist eine monoton wachsende [bzw. fallende] reelle Folge (a,) beschrinkt, so
konvergiert sie, und zwar gegen sup{a, : n € N} [bzw. inf{a, : n € N}/.

Beweis. Sei (a,) monoton wachsend und s := sup{a,, : n € N}. Zu e > 0 finden wir ng € N
mit a,, > s —e. Fir n > ng gilt dann s — e < a,, < a, < s, also auch |a, — s| < e. O

6.4 Wichtige Beispiele
(1) a, >0 fir allen € N, a, - aund p € N = ¢a, — ¥/a.

Beweis. Wir stellen zunachst fest, dass fiir alle y > x > 0 gilt \/_ — \/E < Yy — . [Esist
namlich nach dem binomischen Satz (¥/y —z + ¢/z) =y — x tetr>y ]

20
Wir erhalten somit |¢/a, — ¢/a| < {/|a, — a| fiir jedes n € N. Setzen wir b, := |a, — al, so
gilt b, — 0 und es reicht zu zeigen, dass ¥/b, — 0. Zu ¢ > 0 finden wir ng mit b, < ” fiir
alle n > ng. Es gilt dann 0 < /b, < ¢ fiir alle n > ny. O]
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(2) Wn — 1: Setze a, := {/n — 1. Dann ist a,, > 0 fiir alle n, und fiir n > 2 gilt:

n= (1+an)":i (Z)afi > (Z)aiz @ai,

k=0

also 0 < a, < v/2/+v/n — 1. Es folgt a, — 0.

Fiir ¢ > 0 gilt /c — 1: Fir ¢ > 1ist 1 < /¢ < /n fiir fast alle n, und fiir ¢ € (0, 1) ist
1/3/n < {/e <1 fiir fast alle n. Wende nun den Grenzwertsatz (4) in 6.2 an.

(3) Konvergiert die Folge (a,) so gilt a,.1 — a, — 0. Denn es gilt auch a,,1 — a, und
apt1 — an — 0 folgt aus dem Grenzwertsatz (5) in 6.2.

Es gilt aber auch z.B. v/n +1 — y/n — 0. Fiir jedes n € N ist namlich
1— 1 1) — 1
W_\/E:(\/n—i- Vvn)(vn+14++/n) (n+1)—n <

NCES RN S Vntl4vn oV
woraus v/n + 1 — y/n — 0 folgt, obwohl (y/n),en nicht konvergiert.
(4) Sei z € C und s, := Y ,_,2" fiir jedes n € N. Die Folge (s,) konvergiert genau
dann, wenn |z| < 1 ist. In diesem Falle gilt lims, = (1 — 2)~!. Fiir |z| > 1 ist namlich
|Snt1 — sn| = [2["T" > 1, und (s,) konvergiert nicht (verwende (3) ). Fiir |2| < 1 ist
1—2""" pach Ubungsaufgabe 2) in Blatt 3 und also s, — (1 — 2)~! nach Bemerkung

6.5 Teilfolgen

Ist (a,) eine Folge und k : N — N eine Abbildung mit k(n) < k(n + 1) fiir alle n € N
(dh (k(n)) ist eine streng monotone Folge natiirlicher Zahlen), so heifit die Folge (ax@))
Teilfolge (TF) von (ay).

Beispiel: (ag, a4, aq,...) ist Teilfolge von (a,), hier ist k(n) = 2n fiir alle n € N.
(ag, a1, ar,as, ...) ist hingegen keine Teilfolge von (a,).

Eine Zahl b heifit Haufungswert (HW) der Folge (a,) , falls es eine Teilfolge von (a,) gibt,
die gegen b konvergiert.

Beispiele: (1) Gilt a,, — a, so konvergiert jede Teilfolge von (a,) gegen a, dh a ist einziger
Héufungswert von (a,,).

(2) Die Folge ((—1)™) hat genau die Haufungswerte 1 und —1: Wegen ag,, — 1 und agy, 11 —
—1 sind 1 und —1 H&aufungswerte. Ist b € R\ {1, —1} und € := min{|1 — b|,| — 1 — b|}/2,
so ist € > 0 und in (b — €,b + €) liegen keine Folgenglieder. Somit ist b kein Haufungswert
von (ay,).

Satz 6.2 ((Bolzano-Weierstrafl)). Jede beschrinkte Zahlenfolge hat eine konvergente
Teilfolge, dh jede beschrankte Zahlenfolge hat einen Hdaufungswert.

Bemerkung 6.2. Der Satz gilt auch fiir komplexe Zahlenfolgen.
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6.6 Rechnen mit oo

Sei (a,) eine reelle Folge.
a, > 00 <= VK eRdngaeNVn>ng:a,>K,
a, = —00 <= VK eRdIngeNVn>ng:a, < K.
Also a, — oo [a, — —o0], falls fiir jedes K € R gilt, dass a,, > K [a, < K] fiir fast alle
n € N.

Achtung: Man redet hier nicht von “Konvergenz” und auch nicht von “Grenzwert” , denn
+o00 € R, dh co und —o¢ sind keine Zahlen. Man sagt jedoch etwa “die Folge a, geht
gegen unendlich” und schreibt auch lim,, a,, = co.

Bemerkung 6.3. (a) Gilt a,, — *+oo, so folgt |a,| — oo und 1/a, — 0. Ist a, > 0 fir
alle n und a,, — 0, so folgt 1/a,, — oo.

(b) Ist die reelle Folge (a,) nicht nach oben [unten] beschrdinkt, so gibt es eine Teilfolge
(a(n)) von (an) mit ) — 00 [bzw. mit ak(m) — —oo/.

(¢) Fiir jede monoton wachsende [monoton fallende] Folge (a,) gibt es a € RU{oco} [bzw.
a € RU{—o0}/ mit a, — a.

Konventionen: Fiir alle a € R gilt —oo < a < .

Man setzt fiir a € R: a+00 = 00, a—00 = —00, sowie fiir a > 0: a-00 = 00, a-(—00) = —00
und fiir a < 0: @ - 0o = —00, a - (—o0) = 0.
AuBerdem setzt man oo 4+ 00 = 00, —00 — 00 = —00 und 0o - 00 = 00, 00 - (—00) = —00,

(—00) - (—00) = oo.
Achtung: Die Ausdriicke 0 - 00, 0+ (—00) und oo — oo sind nicht definiert!

Regeln: Seien (a,), (b,) reelle Folgen mit a,, — a und b,, — b, wobei a,b € RU{oco0, —c0}.
Dann gilt:

Gy +b, = a-+0b, falls a4+ b definiert ist,
ap - b, = a-b, falls a-b definiert ist.

Beachte, dass Bemerkung (a) oben das Verhalten von (1/a,) beschreibt.

Definition 6.2. Sei () # M C R eine Menge.

supM = o0 <= M ist nicht nach oben beschrankt,
inf M = —oo <= M ist nicht nach unten beschrankt.

Bemerkung 6.4. Manchmal findet man auch sup () := —oo und inf () := oc.
Bemerkung 6.5. Man hat also fiir ) # M C R:

supM =0 <= VK >0dre M : x> K,
infM=-00 <= VK>0dreM:xz<-—K.
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6.7 Limes superior und Limes inferior
Sei (a,) eine reelle Folge. Ist
A:={a € RU{—-00,00}: es gibt Teilfolge von aj(n) mit ay,) — a}

dann gilt immer A # (). A hat immer ein Maximum M und ein Minimum m, wobei, wenn
z.B. 00 € A dann sagen wir max A := oo, also der Begriff des Maximums/Minimums hier
erweitert den Begriff des Maximums/Minimums einer Teilmenge der reellen Zahlen.

Definition 6.3. Wir definieren liminf a,, := m,limsupa,, := M.
Ist (a,) nach beschrankt, dann ist
A={a € RU{—00,00} : a ist Hiufungswert von a,}.

Also ist liminf a,, [bzw. limsup a,] der kleinste [bzw. grofite] Hiufungswert von a,,.

Schreib- und Sprechweisen: Man schreibt auch kurz lim sup,, a,, oder lim sup a,,, sowie
lim,, o0y, lim,a,, lima, und spricht vom “Limes superior” , entsprechend fiir lim inf mit
lim (“ Limes inferior”) .

Bemerkung 6.6. Ist a, eine Folge und a € RU{—o0,00}. Dann gilt
a, +a <— A=a <= liminfa, = limsupa, = a.

Zusatzlich gilt: a, — a = apy) — a fur alle Teilfolgen aym)y von ay

Beispiel: In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass die Folge a, = (—1)" + % die
Héaufungswerte {1, —1} hat. Da Sie auch beschrénkt ist, folgt, dass limsupa, = 1 und
liminf a, = —1.

7 Reihen

7.1 Definition und Elementare Eigenschaften

Definition 7.1. Sei (a,)nen eine Folge und sy := ETJLI ap, = a;+as+ ...+ ay fir jedes
N € N. Die Folge (sn)nen heifst (unendliche) Rethe und wird mit -, a, bezeichnet. Die

Zahl sy heifst N-te Partialsumme oder N-te Teilsumme von » .~ | a,.

Die Reihe Y7 | a,, heifst konvergent [divergent], falls die Folge (sy)nen konvergiert [bzw.
dwergiert]. Ist Y7 | a, konvergent, so heifft imy_ o Sy der Reihenwert von Y > | a, und
wird ebenfalls mit Y | a, bezeichnet.
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Bemerkung 7.1. (a) Die Folge (a,) kann hier reell oder komplex sein. Ist (a,) komplex,
so heifit die Reihe Y " | Rea, Realteil der komplezen Reihe Y " | a, und >~ Ima, heift

Imagindrteil von Y~ | a,.

n=1

(b) Fine komplexe Reihe konvergiert genau dann, wenn ihr Realteil und ihr Imagindrteil
beide konvergieren. In diesem Fall ist Y > a, = > Rea, + i) .~ Ima,, also

Re (3,2 an) =302 Rean und  Im (3207, an) = 3207 Ima,.

Wichtige Beispiele: (1) Die geometrische Reihe >~ /2", wobei z € C, konvergiert genau
dann, wenn |z| < 1. Fiir [z| < 1ist Y - 2" =(1—2)""

(2) Die harmonische Reihe > | & ist divergent.
Denn fiir jedes N € N ist

1 1 1 1 1 1
=14- ot == > N— = —.
SaN \+2+ +N+N—|—1 —|-2 _SN+ oON SN‘|'2
;SrN >_1 >_L
Z2N Z2N

Also ist (sy) divergent, denn sy — s € R wiirde soy — sy — s — s = 0 implizieren im
Widerspruch zu son — sy > 1/2 fiir alle N € N.

Satz 7.1. Seien (a,) und (b,) Folgen und sy :==a; + ...+ ay, N € N.

(1) Monotoniekriterium: Sind alle a, > 0 und ist die Folge (sy)nen beschrinkt, so
konvergiert Y 7 a

(2) Ist 37", an konvergent, p € N, so konvergiert Y32 an und 3327 an =Y 27 Gy —

» n=1
n=1 an-

(8) Ist Y" | an konvergent und definiert man ry = Y ., ay fir jedes N € N, so gilt
ry — 0 (N — c0), dh die “Reihenendstiicke” konvergieren gegen Null.

(4) Ist ">, an konvergent, so folgt a, — 0.

(5) Sind >0 an, und Y7 b, konvergent und o, € R (oder in C), so konvergiert
Yoo (aan, + pby) und es gilt Y07 (an + pby) = ad oo jan + 8> 07 b

Beweis. (1) folgt aus Satz 6.1, angewandt auf die monoton wachsende Folge (sy)nen.

) Setzt man oy := ij:pﬂ a, fir N > p+ 1,80 st o = Sy — Sp = Do Gy — Sp
N — 00).

(2
(
(3) Wegen (2) gilt ry =D 07 @y — SN = Doy — 9o @y = 0.

(4) Es ist a,, = $,, — $,_1 — 0 nach Bemerkung 6.6.

(5) folgt aus dem Konvergenzsatz (5) in 6.2. O

BelsplelDle Reihe >~ 1(0021 ist nach (4) divergent denn |100Jrl | = 1001+1 — 100 # 0 also
ist 155 42 keine Nullfolge (eine Folge heifit Nullfolge, wenn sie gegen Null konvergiert).
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7.2 Absolut konvergente Reihen

Die Reihe Y | a, heifit absolut konvergent , falls Y~ |a,| konvergiert (dh also, falls die

n=1

Reihe iiber die Absolutbetrige der a,, konvergiert).

Satz 7.2. Ist Y a, absolut konvergent, so ist Y, a, konvergent und es gilt die
“Dreiecksungleichung fiir Reihen”:

oo
SZMH’-

n=1

)
> a
n=1

7.3 Majoranten- und Minorantenkriterium

Seien (a,) und (b,) Folgen.

(1) Gilt |a,| < b, fir fast alle n € N und ist >~ b, konvergent, so ist Y~ a, absolut
konvergent.

(2) Gilt a,, > b, > 0 fiir fast alle n € N und ist ), b, divergent, so ist auch ) > a,
divergent.

Beweis. Fiir (1) verwende 7.1 (1). (2) folgt aus (1). O

7.4 Leibnizkriterium fur alternierende Reihen

Sei (b,) eine monoton fallende Folge mit b, — 0. Setzt man a,, := (—1)"b,, n € N, so
konvergiert > | ay.

Beispiel: Die Reihe )" | (i)n ist konvergent, weil % eine monoton fallende Nullfolge ist.

Sie ist aber nicht absolut konvergent, weil

n=1

und das ist die harmonische Reihe, die divergent ist.
Bemerkung: Beachte, dass aus den Voraussetzungen folgt: b, > 0 fiir alle n € N.

Bemerkung: Monotonie ist hier wichtig! Setzt man nur voraus, dass b, > 0 fir alle n € N
und b, — 0, so ist die Aussage i.a. falsch (Beispiele in den Ubungen).
7.5 Wurzelkriterium

Sei (ay,) eine Folge und « := limsup{/|a,| € [0, co].

n—oo
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(1) Ist @ < 1, so ist )~ | a, absolut konvergent.

(2) Ist o > 1, so divergiert Y~ a

Bemerkung 7.2. Ist a = 1, so liefert das Wurzelkriterium keine Entscheidung.Denn
Soo |+ ist divergent und a = limsup {/1/n = lim1/{/n = 1, hingegen ist > -, =5 kon-
vergent mit o = limsup {/1/n? =1lim1/({/n)* = 1.

Beweis. Ist a < 1, so wahlen wir § € («a, 1). Dann gilt {/|a,| < g fiir fast alle n € N, also
la,| < 8" fiir fast alle n € N. Wegen € (0, 1) konvergiert Y >, 6", und die Behauptung
folgt aus dem Majorantenkriterium.

also |a,| > 1 fiir unendlich viele n € N. Somit ist a,, # 0, und nach 7.1 (4) ist >~ a
divergent. ]

Ist @ > 1, so wahlen wir v € (1,«). Dann gilt {/|a,| > v > 1 fiir unendlich viele n,

Beispiel: Sei p € N. Wir untersuchen Konvergenz von Y~ nPz" fir + € R mit dem
Wurzelkriterium. Hier ist a,, = nPx™ und

VNanl = (/) lz] = Jz| (n — o).

Also ist > 7 nPa™ fiir |z| < 1 absolut konvergent und fiir |z| > 1 divergent. Fiir |z| = 1
gilt |a,| = n? — oo und Y 7 nPz™ ist nach 7.1 (4) divergent.

7.6 Quotientenkriterium

Sei (a,) eine Folge mit a, # 0 fiir fast alle n € N und ¢, := |[*224| fiir n mit a,, # 0.
(1) Ist ¢, > 1 fiir fast alle n € N, so ist >~ | a, divergent.

(2) Ist limsupe, < 1, so ist Y~ | a, absolut konvergent.
Ist liminf ¢, > 1, so divergiert Y~  a

Bemerkung 7.3. Konvergiert (c,) gegen «, so ist fir a < 1 die Reihe > 7 a, absolut
konvergent und fir o > 1 ist Y > a, divergent. Im Falle o = 1 ist keine allgemeine
Aussage mdglich (man betrachte wieder a,, = % bzw. a, = #)

Beweis. (1) Es sei ¢, > 1 fiir n > ng. Dann ist |a,| > |ap_1| > ... > |ay,| > 0 fir alle
n > ng, dh |a,| /4 0. Nach 7.1 (4) divergiert Y > | ay.

(2) Ist o := limsup ¢, < 1, so wihle 8 € (a, 1). Es gilt dann ¢,, < § fiir fast alle n € N, dh
wir finden ng mit ¢, < f fiir alle n > ng. Es folgt

lan| < Blan-1] < ... < Bn_n0|ano| = Bn(|anolﬁ_no)

fir alle n > ng. Wegen (8 € (0,1) konvergiert >, 4", und nach Majorantenkriterium ist
> > | an absolut konvergent.
Ist liminf ¢, > 1, so folgt ¢, > 1 fiir fast alle n und ) | a, divergiert nach (1). O
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Beispiel Die Reihe )" ° , a, mit a, = % ist konvergent fiir alle x € R denn

|x‘n+1
@nsal _ @t _ 2]
| kfl# n+1 '

7.7 Die Exponentialreihe

Wir betrachten >~ 2 fiir z € C. Die Reihe konvergiert fiir jedes z € C absolut.

n:

Definition 7.2. Die Eulersche Zahl ist e := > o0 2

n=0 n!"

n

Satz 7.3. Es gilt e = lim,,_,, (1 + l>n.

7.8 Das Cauchyprodukt

Seien >~ a, und > b, Reihen. Setze fiir jedes n € Ny:

Cp = Z akbn,k = Clobn -+ albn,l + ..+ an,1b1 —+ anbo.
k=0

Die Reihe Y7 ¢, heifit das Cauchyprodukt der Reihen ) 7 a, und >~ b,.

Satz 7.4. Sind die Reihen ) " ja, und Y - b, absolut konvergent, so ist auch thr
Cauchyprodukt Y~ ¢, absolut konvergent und es gilt >~ jcn = (D oo gan) (O ey bn)-

Beweis. Es reicht, den Fall a,,b, € R und a,, > 0, b, > 0 zu betrachten. Es gilt dann fiir

jedes N € N:
N N N 2N
S < (z) (z bn> “Y e
n=0 n=0 n=0 n=0
woraus die Behauptung folgt. O

Beispiel: Sei € R mit |z| < 1. Dann konvergiert > 2™ absolut. Das Cauchyprodukt
von » > " mit sich selber ist

Z ( xkxn_k> = Z(n +1)z".
k=0

n=0

Nach dem Satz konvergiert diese Reihe absolut und es gilt
1

26



7.9 Die Exponentialfunktion

Da die Exponentialreihe nach 7.7 fiir jedes z € C konvergiert, konnen wir durch

[ee]

E:C—C, z»—)E(z)::Zz

n!

n

n=0
eine Funktion definieren, F heifit die komplexe Exponentialfunktion .
(0) Es gilt £(0) =1und E(1) =e
(1) Fiir alle z,w € C gilt E(2)E(w) = E(z + w).

[Cauchyprodukt fiir a, = 2"/n! und b, = w™/n!; man hat dann

= R Tt 1 &< (n (z +w)"
n: bn_ = _— = — k n_k:—

nach dem Binomialsatz, und 7.4 gibt die Behauptung.]
(2) Fir alle 2z € C gilt E(z) # 0und E(z)™' = E(—2z), sowie E(z)" = E(nz) fur allen € Z.

[Esist 1 = F(0) = E(z + (=2)) = E(2)E(—z), woraus E(z) # 0 und E(z)™! = E(-2)
folgt. Der Rest folgt aus (1).]

(3) Fiir alle z € R gilt E(z) € Rund E(z) > 0; fir x > 0 gilt E(x) > 1.
[Sei € R. Dann ist E(z) € R klar und fiir x > 0 gilt

n

E(z) =Y % >1+2> 1.
n=0 "~
>0

Also ist fiir x < 0 nach (2): E(z) = E(—x)~' € (0,1).]
(4) Fir alle z,y € R gilt: x <y = E(z) < E(y).
[Ist < y, so gilt nach (1) und (3):

(5) Es ist sup{E(z) : z € R} = 0o und inf{E(z) : x € R} = 0.

[Fiir jedes K > 0 gilt E(K) > 1+ K > K (woraus die erste Behauptung folgt) und also
auch 0 < F(—K) = E(K)™ < 1/K, woraus die zweite Behauptung folgt.]

(6) Fiir alle z € C gilt E(Z) = E(z).
[Dies folgt aus der Definition, sowie der Tatsache, dass w, — w fiir eine komplexe Folge

(wy,) impliziert: w, — .
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(7) Fiir alle z,y € R gilt E(x +iy) = E(z)E(iy) und |E(iy)| = 1.
[Die erste Gleichung folgt aus (1). Mittels (6), (1) und (0) gilt fiir y € R:

— \/ E(iy)E(iy) = /E(iy)E(—iy) = /E(iy — iy) = 1]

(8) Fiir alle x € R gilt {/E(x) = E(%)

s gilt nach (2): B(2)" = ( £) = B())
(9) Fiir alle z € C gilt |E(2)| = E(Re 2).
[Nach (6), (1) und (8) ist:

=1\/E(2)E(2) = \/E(z +%Z) = \/E(2Re2) = E(Re z) ]

Bemerkung und Definition: Wegen (2), (8) und 7.7 gilt fiir alle m € Z und alle n € N:

1 n m m
e" = E(m), /e= E(—), vem = E(—) = (/e)".

n n

Man schreibt deshalb auch e* := FE(z) fiir jedes z € C. Eine andere Bezeichnung ist

exp(z) == E(2).

Wir zeigen noch die folgenden Abschatzungen:

(10) Fiir alle h € C gilt |[E(h) — 1| < |h|E(|h]).

(11) Fiir alle 7 € C\ {0} gilt |24~ — 1] < |n| E(|A)).

Beweis. Es ist E(h) = 1+h+%+g—? +.... Also

0 A 0 |h|n—1 -1
-1 = 1 < < iy = IhIE(A).
n=1 n=1
womit (10) gezeigt ist. Fiir h # 0 haben wir
E(h) - "t
o usy g \h\Z’ " < mEn),
O
In der Vorlesung haben wir auch die Abschétzung
(12) Fiir alle h € C und N € N gilt
N—
Y A"
EOESS = E(R).

n=0
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Diese Abschétzung gibt (10) wenn N = 1 und (12) wenn N = 2.
Bemerkung und Definition: Wegen (2), (8) und 7.7 gilt fiir alle m € Z und alle n € N:

=B, o= E(5). Ve =B(T) = ()"

Man schreibt deshalb auch e* := E(z) oder exp(z) := E(z) fiir jedes z € C.

7.10 Sinus und Cosinus
Wir definieren die Funktionen sin : C — C und cos : C — C durch
. . 1 . .
sinz = —(e” —e™ ") und CoS 2 1= 5(6” +e ).

(0) Es ist sin0 = 0 und cos0 = 1.
(1) Reihendarstellungen: Fiir jedes z € C gilt:

e S2n+1 3 55
sinz = Z 2n+ 22—54—5—...,
o n2n 2 4 6
z z z
COSz = Z; = —E—FI—E—F
Das folgt aus
22 22 A B S 2T 8
E(iz) = 1+ZZ_?_Z§+I+ZE_5_25+§+
2 ! 45 6 ST 8

: z
E(—iz) = 1—22—3+z§+4——za—6—+@ﬁ+§+

(2) Eulerformel: Fiir alle z € R gilt sinz € R und cosz € R, sowie

e =cosx +isinx

(3) Fur alle z € R gilt  (sinx)? 4 (cosz)? = 1,also |sinz| < 1, |cosz| < 1.
(4) Additionstheoreme: Fiir alle z,w € C gilt:

sin(z +w) = sinzcosw + cos z sinw,

cos(z +w) = coszcosw — sin zsinw.

Abschatzungen:
(4) Fiir alle h € C gilt: |sinh| < |h|E(|h]).
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(5) Fiir alle h € C gilt: |cosh — 1| < |h|E(|h]).
(6) Fiir alle h € C\ {0} gilt: |22 — 1] < |h|E(|h]).
(7) Fiir alle h € C\ {0} gilt: [<=2=1] < |n|E(|h]).

Man kann die Exponentialfunktion e* so definieren: e* = E(z).

7.11 Potenzreihen

Definition 7.3. Sei zy € C. Eine Potenzreihe (PR) um zq hat die Form Y an(z — )",
wobei (an)nen, €ine Folge in C ist. Die a, heiffen Koeffizienten der Potenzreihe und zg
heifst Entwicklungspunkt.

Wir nennen eine Potenzreihe reell, falls zo € R und alle a,, reell sind.

Fragen: Fiir welche z € C konvergiert eine gegebene Potenzreihe? Fiir welche z € R
konvergiert eine reelle Potenzreihe?

Beispiele: Die Potenzreihen fiir exp, sin und cos konvergieren fiir jedes z € C.
Die geometrische Reihe > 7 /2™ ist fiir |z| < 1 absolut konvergent und fiir |z| > 1 divergent.

Alle diese Reihen haben als Entwicklungspunkt zg = 0.

Bemerkung: Jede Potenzreihe )7 a,(z — 29)™ konvergiert fiir z = 2y, dh im Entwick-
lungspunkt. Setzt man z = z; ein, erhilt man namlich ag-14+a; -0+ as -0+ ... = ap.

Definition 7.4. Sei )~ a,(z—z)" eine Potenzreihe. Der Konvergenzradius ist definiert
durch
R .

1
" limsup {/ |ay|

Satz 7.5. |z — 20| < R = Potenzreihe absolut konvergent.
|z — 29| > R = Potenzreihe divergent.

(Formel von Cauchy-Hadamard)

Bemerkung: Im Falle R = 0 konvergiert die Potenzreihe also nur fiir z = 2, und divergiert
fur alle z € C\ {20}.

Im Fall R = oo ist die Potenzreihe fiir jedes z € C absolut konvergent.

Bemerkung: Im Fall R € (0,00) lasst sich fiir z € C mit |z — 29| = R keine allgemeine
Aussage treffen:

(a) Die geometrische Reihe ) >° ;2" hat Konvergenzradius R = 1, sie divergiert fiir jedes
z € C mit |z| = 1.

(b) Die Potenzreihe >"°° . 7 hat Konvergenzradius R = 1, fiir jedes z € C mit |z| = 1 ist

n=1 n2
sie absolut konvergent.

Beispiele: (1) Die Potenzreihen fiir exp, sin, cos haben jeweils Konvergenzradius oo.
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(2) Die geometrische Reihe )" ;2™ hat Konvergenzradius R = 1, ebenso die Potenzreihen
> nPz™ mit p € N. Die Potenzreihe > °°  n"z" hat Konvergenzradius R = 0.
n=0 n=0 g

Beweis des Satzes. Wir haben fir z € C\ {2}:

limsup v/|a,(z — 20)"| = (limsup Y |an|> |z — 2o,

n—oo n—o0

und die Behauptungen des Satzes folgen aus dem Wurzelkriterium. [

Satz 7.6. (Konvergenzradius R iber Quotienten): Sei ) an(z — 29)" eine Potenzreihe.
Wenn

Gn+1
a

— a, wobei 0 < a < 00, dannRzi.

n

Beweis. Das folgt aus dem Quotientenkriterium. [

Beispiel: Fiir die Exponentialreihe ist a,, = 1/n!, also [ = — — 0und R = 1/0 = oco.

an

Auf die Potenzreihen fiir sin und cos lasst sich der Satz nicht anwenden.

Bemerkung: Hier erlauben lim sup |*2**| und lim inf [****| i.a. keine Entscheidung!

Beispiel: a,, = (W)" fir alle n € Ny. Dann ist
3" ,n ungerade, Apt1 3" . n ungerade,
a, = und = 1 ,
1 ,n gerade. a, 3 ,n gerade.
an+1

also lim sup [*| = oo und liminf | | = 0, aber der Konvergenzradius ist R = 1.

an

8 Stetigkeit

8.1 Limes, Definition der Stetigkeit, Kriterien fir Stetigkeit

Definition 8.1 (Limes). Sei f : R — R, xo,y € R. Wir sagen

lim f(z) =1y,

T—TQ

wenn Ve >0 30 > 0, so dass
0<|z—x0| <d = |f(z)—y|<e.

Bemerkung 8.1. Der Limes kann dhnlich definiert werden, wenn f : D — R, mit D
Intervall oder endliche Vereinigung von Intervallen *. In diesem Fall muss 0 < |z — x| < &
durch x € D und 0 < |z — zo| < § ersetzt werden. Im Rest der Vorlesung ist mit D eine
solche Menge gemeint. Der Limes kann auch fiir kompliziertere Mengen definiert werden,
aber wir fiihren hier die Definition nicht ein.

'Hier das Intervall [a,a] = {a} ist nicht zu beriicksichtigen
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Definition 8.2. Sei f : D — R und xo € D 2. f heifit stetig in xy, wenn

lim f(z) = f(xo).

T—T0

f heiBt stetig, falls sie stetig in y ist Vy € D.

Beispiel:  Die Exponentialfunktion e ist stetig. In der Tat sei zp € C. Dann |e* — e*| =
le*o|je*7%0 — 1| < |e*||e**||z — zo|, wobei wir im letzten Schritt die Eigenschaft 10) der
Exponentialreihe in 7.9 benutzt haben. Da aber nach der Eigenschaft 9 der Exponential-
funktion, [e*~*0| = |ef*(z=%0)| bekommen wir |e*~*| < el*~%0l < e, wenn |z — 2| < 1. Also
le* — e*| =<|e*|e|z — 2|, wenn |z — zp| < 1 was zeigt, dass lim,_,,, e* = e*.

Satz 8.1. (i) Alle folgenden Funktionen sind stetig: Polynome, sin, cos, Exponentialfunk-
tion.

(i) f stetig in xo und g stetig in f(xg) = go f ist stetig in x.

(iii) wenn f, g stetig in xo, dann f+ g, f - g sind stetig in xg. Wenn dazu g(x¢) # 0 dann
15t § stetig in xq.

Beispiel Die Funktion e®’++10 sin(%) ist stetig fir alle z # 1 als Produkt, Quotient,
Komposition stetiger Funktionen.

Satz 8.2. Sei f: D — R . Dann

lim f(z) =y < lim f(z,) =y, fir alle Folgen in D/{zy} mit x, — x.

T—TQ

Beispiel Sei f : R/{0} — R f(z) = cos(1/x). Der Limes lim,_,o f(z) existiert nicht,

da a, == 5~ — 0, b, := 27”1” — 0 aber f(a,) = cos(2mn) = 1 — 1 und f(b,) =
cos(2mn +7m) = -1 — —1.

8.2 Zwischenwertsatz

Satz 8.3 (Zwischenwertsatz). Seien a < b und f : [a,b] — R stetig. Wenn f(a) < f(b)
[f(a) > f(b)] und ¢ € R mit f(a) < ¢ < f(b) [f(a) > ¢ > f(b)] dann 3x¢ € (a,b) mit
f(zo) = c.

Folgerung: Sei f : I — R stetig, wobei I ein Intervall ist. Dann ist f(I) auch ein Intervall.

Beweis der Folgerung. Seien ¢,d € f(I) mit ¢ < d. Sei yo € [¢,d]. Wir finden a,b € I mit
f(a) = cund f(b) = d. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein zy zwischen a und b mit
f(zo) = yo. Somit ist yo € f(I), und [c,d] C f(I) ist gezeigt. O

2Der Begrief der stetigen Funktion kann fiir D eine beliebige nicht leere Teilemge von R eingefiihrt
werden (und nicht nur fiir endliche Verreinigung von Intervallen). Hier fithren wir aber diese Definition
nicht ein.
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Beispiel: Ist p € R[X] ein normiertes Polynom von ungeradem Grad m, so gilt p(R) = R.

Beweis. Wegen des Zwischenwertsatzes reicht es zu zeigen, dass p(x) — oo fiir z — oo und
dass p(z) — —oo fur x — —oo. Die Behauptungen sind klar fiir m = 1. Sei also m > 3
und p(z) = 2™ + a1 2™+ .+ arx + ag. Fir @ > 1+ |am_1| + [am_2| + . .. + |a1| + |ao]
gilt dann

p(x) > 2™ —|am1 |t = |ama|™ T — = |ag |7 — |ag|
> 2™ — a1 [T = g™ — = a2 — |ag|z™
> 2™ (@ = (Jap1] + am—s| + ...+ |a1] +]aol))
>1
> 2™t 5 o0 (17— 00).
Die Aussage fiir x — —oo zeigt man ahnlich. [

8.3 Einseitige Grenzwerte

Definition 8.3 (Einseitige Grenzwerte). Sei f : R — R eine Funktion und zo,y € R.
Dann

lim f(z)=y [bzw. lim f(x)=y],

T—T0+ T—T0—

wenn Ye >0 36 > 0, so dass 19 < x < x9+ 9 [bzw. v9 —d < x < 9] = |f(x) —y| <e.
In diesem Fall heiit y rechtsseitiger [bzw. linksseitiger]| Limes von f in x.

Beispiel: Sei D = R und f : R — R gegeben durch f(x) := { é ’; ; Eg’ 3 . Dann gilt
lim, o4+ f(z) =1 und lim,_,,_ f(x) = 0.
Satz 8.4. Sei f : R — R eine Funktion und z¢,y € R. Dann
lim f(z) =y < ( lim f(z) =y und lim f(x)= y) :
T—T T—T0— T—T0+
Beispiel: Sei D = R und f : R — R gegeben durch f(x) := (1) ’i 2 Eg’ B . Wie im let-

zten Beispiel. Da lim, o, f(z) = 1 und lim,_,,_ f(x) = 0, existiert der Limes lim,_,o f(z)
nicht.

Bemerkung 8.2. Die Definition und der Satz oben sind anwendbar fir Funktionen f :
D — R, wobei D C R, wenn es sinnvoll ist, im,_,,, f(x) und lim, ..+ f(x) zu betrachten.

Bemerkung 8.3. Man kann lim, ., f(z) = y mit xo,y € R U {—o0,00} und
lim, .0+ f(z) =y mit zg € R,y € RU{—00,00} betrachten. Die Definitionen sind dhnlich
wie 1m Fall von folgen, und die Intuition ist die gleiche.
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8.4 Monotone Funktionen

Definition 8.4. Sei() # D C R und f : D — R eine Funktion. f heiffit monoton wachsend
[bzw. monoton fallend/, falls fir alle x1,25 € D gilt:

11 < 3y = fa1) < flaz)  [baw. fz1) = fla2)].
[ heifit streng monoton wachsend [bzw. streng monoton fallend/, falls fir alle x1,z5 € D
qgilt:

11 <@y = f(z1) < f(z2) [bzw. f(z1) > f(22)].

f heifst monoton, falls f monoton wachsend oder monoton fallend ist, und f heifit streng
monoton, falls f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Beispiele: exp : R — R ist streng monoton wachsend.
Die Funktion R — R, z ~ 22 ist nicht monoton.

>
Die Funktion f : R — R, x — { L,z

0 ,2<0

ist monoton wachsend, aber nicht streng
monoton wachsend.

Satz 8.5. Sei I C R ein Intervall und f: I — R streng monoton wachsend [bzw. fallend].

(a) Dann ist f injektiv und die Umkehrfunktion f~': f(I) — R ist ebenfalls streng mono-
ton wachsend [bzw. fallend).

(b) Ist f zusdtzlich stetig, so ist f(I) ein Intervall und f=': f(I) — R ist stetig.

Beispiele kommen in den néachsten Kapiteln.

9 Logarithmus und trigonometrische Funktionen

Es gilt exp(R) = (0,00). Die Abbildung exp : R — (0,00) (Exponentialfunktion) ist
bijektiv, stetig und streng monoton wachsend.

Definition 9.1 (Logarithmus). Die Umkehrfunktion der Ezponentialfunktion exp : R —
(0,00) heifit (natiirlicher) Logarithmus In : (0,00) — R, d.h. also Inz = exp~(z) fiir
x € (0, 00).

Eigenschaften: In ist streng monoton wachsend und stetig. Es gilt In((0,00)) = R, In(1) =
0 und In(e) = 1, sowie Inz — oo fiir * — oo und Inx — —oo fiir z — 0+. Fiir alle z,y > 0
gilt

In(zy) =Inz+Ilny und In(z/y)=Inz—Iny.

Es gilt namlich

exp(lnz +1Iny) = exp(lnz)exp(lny) = xy = exp(In(zy)),
-1

exp(lnz —Iny) = exp(Inz)exp(—Iny) =zexp(lny)™ = z/y = exp(ln(z/y)).
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Beispiel In(6) = In(3) + In(2), In(5z) = In(5) + In(z).
Definition 9.2 (Die allgemeine Potenz). Wir definieren fir a > 0 die allgemeine Potenz:

T

a® :=exp(zlna) fir jedes z € R.

Sei a > 0,a # 1. Dann ist die Funktion R — (0, 00), x — a”, streng monoton, stetig und
bijektiv.

Eigenschaften: Fiir a,b > 0, z,y € R gilt:

(1) a® > 0;

(2) die Funktion x — a” ist auf R stetig (wegen als Komposition stetiger Funktionen siehe);
(3) @Y = el@t)ina — grhagyla — rqu.

(4) @ = e~=lna = (erla)=1 = (g2)~1 = 1/q7;

(5) In(a®) = In(e*™?) = zIna;

(6) ( ) — e&n(a¥) (5) etylna — vy

(7) (ab)® = e*!(ab) = grlnagrinb — 27 wobei wir in der zweiten Gleichheit benutzt haben,

dass In(ab) = In(a) + In(b).

Sei @ > 1. Dann ist die Funktion R — (0,00), x — a*, streng monoton wachsend, stetig
und bijektiv, deshalb besitzt sie eine Umkehrfunktion.

Definition 9.3 (Der allgemeine Logarithmus). Die Umkehrfunktion von a® bezeichnet
durch log, : (0,00) — R heiffit Logarithmus zur Basis a. Es ist also log,(a”) = x fiir alle
r € R und a'°%¥ =y fiir alle y € (0, 00).

Satz 9.1. Fir alle y € (0,00) gilt log,y = l—y

Denn ats = exp(lny Ina) = exp(lny) = y.

In(z)

Beispiel log,,z = Tn(10) "

Satz 9.2. Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R stetig. Dann hat f ein Minimum
und ein Mazimum in [a,b], d.h. es gibt x1, x5 € [a,b], so dass

flar) < flz) < fla2), Vo € la, b].

Bemerkung 9.1. Die Aussage des Satzes gilt auch, wenn [a,b] durch U%_,[a;,b;] ersetzt
wird, wobei n € N und a; < b; fir alle j € {1,...,n}.

Bemerkung: Die Annahme, dass das Intervall geschlossen ist, ist sehr wichtig. Ohne diese
Annahme, kann die Aussage des Satzes falsch sein. ZB f: (0,1) — R f(z) = 1 ist stetig
aber f((0,1)) = (1,00). Also ist das Bild des Intervalls (0,1) unter f keine beschrinkte
Menge und hat kein Maximum oder Minimum.
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Zusatzliche Eigenschaften von Sinus und Cosinus

Ve € R gilt:

(i) sin(—z) = —sin(z), cos(—z) = cos(x)

(ii)sin(z + 7) = —sinz, cos(z + m) = — cos ;

(iii) sin(z 4 2m) = sinx, cos(x + 27) = cosx (dh sin und cos sind 27-periodisch).
(iv) sin(m — z) = sin(x), cos(m — x) = — cos(x); (v) sin(x + §) = cos .

Nullstellen von sin und cos:

Fiir v € R gilt: cosz = 0 < es gibt k € Z mit » = (2k +1)7.
Fir z € R gilt: sinz = 0 < es gibt £ € Z mit © = k7.
Fiir k € Z gilt: cos(km) = (—1)* und sin(k7) = 0.
Beispiele cos(37/4) = cos(m — w/4) = —cos(n/4) = —
sin(37/4) = sin(m — 7/4) = sin(w/4) = %

cos(—m/3) = cos(m/3) = 3.

sin(—7/3) = —sin(r/3) = — L.

Arcussinus, Arcuscosinus, Tangens, Arcustangens

L
7

Arcuscosinus Die Funktion cos : [0,7] — [—1, 1] ist bijektiv, stetig und streng monoton
fallend und ebenso ihre Umkehrabbildung arccos : [—1,1] — [0, 7] und sie heifit Arcuscos-
inus.

Aus dem Satz 8.5 folgt, dass arccos stetig und streng monoton fallend ist.

Arcussinus Die Funktion sin : [~7, 5] — [—1,1] ist bijektiv, stetig und streng monoton
wachsend und ebenso ihre Umkehrabbildung arcsin : [-1,1] — [-%, 7] und sie heifit
Arcussinus.
Beispiele arcsin(3) = %, da % € [—7/2,7/2] und sin(%) = L.
arccos(—%i) =3 da 2% € [0, 7] und cos(2) = —*/75.
Tangens Die Funktion

tan : R\(z +7Z) = R, x> tanx:= ST

2 cos T

heiflt Tangens. (Beachte, dass die Menge 7 +7Z genau die Nullstellen des Cosinus enthélt. )
Beispiel tan(3) = z;ns(é)) = g = /3.

Arcustangens tan : (—7/2,7/2) — R ist streng monoton wachsend, stetig und bijektiv
und ebenso ihre Umkehrfunktion arctan : R — (—m/2,7/2) und sie heifit Arcustangens.
B(\a/iipiel arctan(—+/3) = —3 da —7/3 € (—7/2,7/2) und tan(—7/3) = —tan(r/3) =
—V3.
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Anwendung (Polarkoordinaten) Fiir jede komplexe Zahl z € C\ {0} gibt es genau ein
r € (0,00) und genau einen Winkel ¢ € (—m, 7] mit z = re’®. Dabei heifit r = |z| Linge
von z und ¢ =: arg z heiit das Argument von z.

Wie wird argz bestimmt? Wenn z=a+bi, wobei a,b € R mit z # 0, dann ¢ =
arctan(b/a) fir a > 0, ¢ = sgn(b)7/2 fir a = 0 (sgn(b) = ﬁ), sowie ¢ = m + arctan(b/a)
fir a <0, b >0, und ¢ = —7 + arctan(b/a) fir a,b < 0.

Beispiele arg(1 +/3i) = arctan(‘/Tg), da v/3,1 > 0. Also arg(1 ++/3i) = 3

arg(—1 —+/3i) = —7 + arctan(v/3), da —1, —/3 < 0.
Also arg(—1 —/3i) = —7 +71/3 = —21/3.

10 Differentialrechnung

10.1 Differentiarbarkeit

Im Rest des Kapitels ist I C R ein Intervall 3.

Sei f: I — R eine Funktion und zy € 1.

Definition 10.1. f heiffit in xqg € [ differenzierbar (dbar), falls der Limes
lim, ., W existiert in R. Dieser Grenzwert heifit die Ableitung von f in xq. Beze-
ichnung: f'(zo).

Die Funktion f heifst auf I differenzierbar, falls f in jedem x € I differenzierbar ist.

f(z)—f(zo0) f(zo+h)—f(z0) )

z—1x0 = limy, h

Bemerkung 10.1. Es ist lim,_,,,

Beispiele: (1) f: I - R, f(xz) = c € R, ist auf I differenzierbar mit f" = 0 auf I.
(2) f:R =R, f(x) = |z| ist in xy = 0 nicht differenzierbar, denn fiir h # 0 ist

f(h)—f<0):@_{ 1 ,h>0
h h -1 h<0

Also existiert limy,_, ! (h);f © picht.

(3) I =R, n € N, f(x) = 2" f ist auf R differenzierbar mit f'(x¢) = na{ ' fiir jedes
xo € R. Fiir z # x( ist ndmlich nach Kapitel 4.9 Gleichung (1)

ZL’n . .l’n n—1
0 — E x"’lkag — mcg’l (x = xg).
r — Tg 0

Satz 10.1. Ist f in xq differenzierbar, so ist f in xqy stetig.

3Aber kein Intervall der Form [a,a]={a}.
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10.2 Ableitungsregeln

Satz 10.2 (Abbleitungsregeln). (a) Seien f,g : I — R Funktionen, die in xo € I
differenzierbar sind, und o, 5 € R. Dann gilt:

(1) af + Bg ist differenzierbar in xo € T und
(af + Bg)'(w0) = af'(x0) + By (wo)-
(2) fg ist differenzierbar in zo und
(f9)'(wo) = f'(w0)g(z0) + f(w0)g'(x0)  Produktregel.

(3) Ist g(xo) # 0, so gibt es ein § > 0 mit g(x) # 0 fiir alle x € J := 1N (xg— 6,20 + 0).
Die Funktion § :JJ — R ist in xg differenzierbar und

(j)/ (20) = J'(x0)g(x0) — f(20)g'(0)

g 9(x0)?

Quotientenregel.

(b) Sei f: 1 — R inxy € I differenzierbar und J C R ein Intervall mit f(I) C J. Sei
g:J = Rinvyy:= f(xg) differenzierbar. Dann ist go f : I — R in xq differenzierbar und

(go f) (zo) = g'(f(w0)) - f'(20) Kettenregel.

Beweis. [Beweis der Kettenregel| Die Idee ist zu schreiben

9(f(@)) = 9(f(x0)) _ 9(f(z)) — g(f(w)) [f(x) — f(wo)

T — T f(x) — f(zo) T — T

Da man dabei eventuell durch Null dividiert, setzen wir
9()—9(yo)
q:J = Rqly) = { Y w0 Y7
g (yO) Y = Yo

Dann gilt q(y) — ¢'(vo) fiir y — o, also auch ¢(f(x)) — ¢'(f(x0)) fiir z — xg, da f in xq
stetig ist. AuBerdem gilt g(y) — g(vo) = q(y)(y — yo) fiir alle y € J, also

o) =g G0) _r) 1) = Fao)

T — X T — Xg

= ¢'(f(20)) - f'(z0) (z — o).
O
Beispiel: Sei ¢ > 0 und h(z) = o” fir x € R. Dann ist h auf R differenzierbar und fiir

jedes = € R gilt:
h'(z) = (a*) = a"Ina,

da a® = e®1"? also wegen der Kettenregel (a*) = e*™%(zlna) = e*™%Ina = a®Ina.
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Satz 10.3 (Satz iiber die Umkehrfunktion). Sei f : [ — R stetig und streng monoton
auf I. Ist f in xg € I differenzierbar und f'(xz¢) # 0, so ist die Umkehrfunktion f=! :
f(I) = R iny := f(xg) differenzierbar und

—1\/ _ 1 = 1
W) = 50 = T

Beweis. Nach Satz 8.5 ist f(I) ein Intervall. Sei y € f(I) und z := f~'(y). Dann gilt

') — (o) T — o 1
= — Y — %),
v @ fa Py YT
da wegen der Stetigkeit von f~1 aus y — yo folgt x — x. ]

Beispiel: Wir betrachten die Funktion g(z) = In(z). Dann g(x) = f~(x), wobei f(z) = €.

Also ¢'(z) = f,(f_ll(x)) = f,(li(x)). Da aber f'(x) = e*, bekommen wir

111

O = PG e

Definition 10.2. Eine Funktion f : I — R hat in o € I ein lokales Maximum | bzw.
Minimum/, falls es ein 6 > 0 gibt, so dass

Ve e IN(xg— 0,20+ 9) gilt f(z) < f(xo) [ bzw. f(x) > f(xo)].

Fin relatives oder lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum
4

Bemerkung 10.2. Ein Extremum (Maximum oder Minimum) einer Funktion, ist auch
ein lokales Extremum der Funktion.

Satz 10.4. Die Funktion f : I — R habe in xq € I ein lokales Extremum und sei in xg
differenzierbar. Gibt es ein 6 > 0 mit (xg — 0,29 +0) C I, so ist f'(xg) = 0.

Beweis des Satzes. Wir nehmen an, dass f in z ein lokales Maximum hat (sonst betrachte
—f). Wir kénnen weiter annechmen, dass das ¢ aus der Definition 10.2 mit dem § aus dem
Satz tibereinstimmt (sonst betrachte das Minimum von beiden). Fiir z € (g, zo + 9) gilt
dann f(x) < f(xo), also %ﬁgfﬁo) < 0 und damit f'(zg) = limg o4 %ﬁ;émo) < 0. Fiir

z € (zo — 0,20) gilt f(x) < f(xo) und L2 > 0 woraus f/(zg) > 0 folgt. Also

T—x0

f'(xg) = 0. O
Korollar 10.1. Sei f : [a,b] — R stetig. Wenn f differentierbar ist auf (a,b), dann
max f := max f([a,b]) = max f({a,b} U A)
min f := min f([a, b]) = min f({a,b} U A),
wobei A = {x € (a,b) mit f'(z) = 0}.

4In dieser Definition kann I ersetzt werden durch eine Menge die kein Intervall ist.
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10.3 Mittelwertsatz und Folgerungen

Satz 10.5. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (MWS) Sei f : [a,b] — R
stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

b) — f(a
g - H0=t)
Folgerungen des Mittelwertsatzes Seien f,g: I — R auf I differenzierbar.
(1) f ist auf I konstant < f' =0 auf I.
(2) Ist f" = ¢’ auf I, so gibt es ein ¢ € R mit f = g+ c auf I.

(3) Ist f* >0 [bzw. f' <0, f' >0, f" < 0] auf I, so ist f auf I monoton wachsend [bzw.
monoton fallend, streng monoton wachsend, streng monoton fallend].

Beweis. (1) “<=”: Nach MWS ist f(b) = f(a) fir alle a,b € I.
(2) Wende (1) an auf f —g.
(3) Ist f/ > 0 auf I, so gilt fir z,y € I mit z < y:
fly) — f(=z)
y—x
fir ein € € (z,y). Es folgt f(y) > f(z). Die anderen Aussagen beweist man analog. O

=f(§) >0

Anwendung: Sei ¢ € R und ¢ : [ — R eine differenzierbare Funktion mit ¢’ = a¢ auf I,
sowie xo € I. Dann gilt ¢(z) = ¢(0)e@ ™) fiir jedes z € I: Setzt man ¥ (x) := ¢(x)e %,
x € I, so ist ndmlich ¢ differenzierbar auf I mit ¢’ = 0 auf I, und somit

d(x)e™ ™ =P(x) = Y(x) = P(xg)e **° fiir jedes = € I.
Somit hat fiir feste zy € I, ¢ € R das Anfangswertproblem
v =ay auf I, y(xg) =c,

genau eine differenzierbare Losung ¢ : I — R, gegeben durch ¢(z) = ce®@%0) z € I.

10.4 Hohere Ableitungen und Taylorsatz

Sei I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar (dbar).

Definition 10.3. (a) f heifst in zq € I zweimal differenzierbar, falls f’ in xo differenzierbar
ist. Dann heifSt

f'(o) == (f") (20)
die 2. Ableitung von f in z.

f heifit auf I zweimal differenzierbar, falls f' auf I differenzierbar ist. Dann heifit f" = (f')
zweite Ableitung von f auf I.
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Entsprechend definiert man im Falle der Existenz f”(x), f* (o) ete. baw. f”, f® ...

Definition 10.4. Sei n € N. f heifst auf I n-mal stetig differenzierbar, falls f auf I
n-mal differenzierbar ist und f, f', f",..., f™ : I — R stetig sind. Dafiir schreiben wir
fec().

Auperdem: f € C°(I) = C(I), falls f auf I stetig ist, und f € C>(I), falls f € C"(I) fir
jedes n € N gilt, dh wenn f auf I beliebig oft differenzierbar ist.

Bemerkung 10.3. Wenn eine Funktion differentierbar ist, dann ist die Abbleitung nicht
unbedingt eine stetige Funktion.

Beispiel 10.1: Sein € NU{0} und f € C™(I) mit ™ auf I differenzierbar. Seien a,b € I
mit a < b. Ist f(a) = f'(a) = ... = f™(a) = 0 und f(b) = 0 dann gibt es ¢ € (a,b) mit
f(nJrl)(c) = 0.

Losung: Wir werden das zeigen mit Hilfe des Mittelwertsatzes und mit Induktion in n.
Wir zeigen das erst fiir n = 0. Fiir n = 0 gilt f(a) = 0 und f(b) = 0 (f(© := f) also wegen
des Mittelwertsatzes gibt es ¢ € (a,b) mit f'(c) = % = 0 (da f(a) = f(b)). Also
stimmt die Aussage fiir n = 0.

Wir nehmen, dass die Aussage stimmt fiir ein beliebiges aber festes n € N U {0} i.e. ist
fla) = f'(a) = ... = f™(a) = f(b) = 0 dann gibt es d € (a,b) mit f™+Y(d) = 0. Wenn
aber zusétzlich f*9(a) = 0 und f*Y dbar ist auf I dann gibt es ¢ € (a,d) C (a,b) mit

(f(n+1))/(c) _ f(n+1)(dg_f(n+1)(a
Aussage fiir alle n € NU {0}.

) — 0 oder f"2)(¢) = 0 was zu zeigen war. Also stimmt die

Satz 10.6 (10.12 Satz von Taylor). Sein € Ny := NU {0}, f € C*(I) und f™ sei auf I
differentierbar. Seien x,xo € I. Dann gibt es ein & zwischen x und xy mit

(o) ARIC) F(E)

flz) = f($o)+T($_x0)+-~+ ol ( —x0)" + n+1)! (z — xo)" !
n ) (g (1) .
= kzzg / k<! )(x — )k + \]En—i-—l()f')(x — Tp)

J/

n-tes Taylorpol%om T.(f; xo)(x) n-tes Restglied R, (f,o)(z)

Beweis des Satzes. Es reicht den Fall 2o = 0, z > 0 zu betrachten. Wir definieren ¢ : [z =

0,z] — R durch
n+1

nofk)
o) = F0) = 3 Tt =

wobei wir m € R so wihlen, dass g(z) = 0 ist. Man kann iiberpriifen mit Hilfe der Definition
von g, dass g(0) = ... = g™ (0) = 0. Aus dem Beispiel 10.1 folgt, dass es ein £ € (0, ) gibt,
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mit g+ (€) = 0. Aber aus der Definition von g folgt, dass g™V (&) = (&) —m also

m = f+(€). Das bedeutet, dass
"R
)= S LW e
k=0 '

l,nJrl

(n+ 1)1

Da aber g(z) = 0 folgt die behauptete Gleichung.
O]

Beispiel: Wir betrachten f(x) := In(1 — ) fir < 1 und 29 = 0. Hier ist f'(z) = — 1=

und also fiir jedes k € N: f®)(z) = ((f 1) . Wir erhalten somit fiir jedes n € N:

L.(f:0)(@) = =3
k=1

Das Restglied ist hier
1 an

AT
Da ¢ zwischen 0 und x liegt, erhalten wir 0 < %7 < 1% < 1 fiir z € (0, $lund 0 < [Tl <
|z] <1 fir x € [—1,0]. Somit geht das Restglied fur n — oo zumindest fir z € [—1,

gegen Null, und
=k 1
n(l — — -1, =
7) ; K o)

(Tatséchlich gilt dies auch fiir z € (1/2,1)). Wir notieren als Spezialfall (x = —1)

i (_kl)k = —1In2.

k=1

]

D=

Definition 10.5. Falls f € C*(I), heiBt die Potenzrreihe Y .-, f(k>(z°)(x — x0)* Taylor-
rethe der Funktion f.

Korollar 10.2. Sei f € C*°(I), und xy € I. Dann

° f(k) ()
k!

lim T,(fr0)(@) = f(x) Voel  (dh > —z)* = f(z) Vzel),

genau dann wenn R, (f,zo)(x) — 0 fir jedes x € 1

Wenn die Aussagen des Korollars gelten, ist die Funktion durch ihre Taylorreihe darstellbar.

Warnung: Nicht jede Funktion f € C°(I) ist durch ihre Taylorreihe darstellbar!
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—1/x
Beispiel: Wir betrachten f : R — R, f(z) = { e . >i 28 7

f(0) = 0 fiir jedes n € Ny, also auch T,,(f;0)(z) = 0 fiir alle n € N, z € R. Fiir kein
x > 0 gilt somit 7, (f;0)(x) — f(z)!

in g = 0. Es gilt

Satz 10.7 (10.13 Folgerung des Taylorsatzes). Sein > 2, I C R ein Intervall, f € C"(I)
und xg € I mit xo kein Randpunkt von I. Weiter set

f'(xo) = f"(wo) = ... = [ V(@) =0 und ™ (z) # 0.

(a) Ist n gerade und f™(xo) > 0 [bzw. f™(xo) < 0/, so hat f in ¢ ein lokales Minimum
[bzw. ein lokales Mazimum).

(b) Ist n ungerade, so hat f in xq kein lokales Extremum.
Beweis. f™ ist stetig auf I mit £ (xq) # 0, somit gibt es § > 0 mit
FOE) fF ™M (20) > 0 fiir alle € € (zg — 6,29+ 6) C 1.

Nach dem Satz von Taylor und der Voraussetzung gibt es fiir jedes z € (¢ — 6§,z + J) ein
é € (Q?O—(S,l’g—i-é) mit

(n)
1)~ 1) = oy

Nun betrachte man das Vorzeichen der rechten Seite. O]

Beispiel: Sei p > 1, a > 0. Bestimme das Maximum von f(z) := ax — 2P /p iiber z > 0.

Es gilt f(0) = 0 und f(z) — —oo fir x — oo. Fir z > 0 ist f(z) = a — 277! und

f"(z) = —(p — 1)aP~% < 0. Weiter ist f'(xo) = 0 genau dann, wenn xo = /=Y ist. Der
Funktionswert an dieser Stelle ist f(a/®P~Y) = (1 — %)ap/ (=) > 0. Dies ist das gesuchte
Maximum.

Bemerkung 10.4. Allgemeiner sei f € C*(I) mit f” > 0 auf I [bzw. mit f" <0 auf 1].
Solche Funktionen heiffen konvex [bzw. konkav/. Es gilt dann:

Ist 29 € I mit f'(zg) = 0, so hat f in z( ein globales Minimum [bzw. ein
globales Maximum].

Es ist dann ndmlich f’ auf I nach der Folgerung (3) des Mittelwertsatzes monoton wach-
send, also f’ < 0 links von g und f” > 0 rechts von z, dh (wieder nach der Folgerung (3)
des Mittelwertsatzes) also f monoton fallend links von zy und monoton wachsend rechts
von xy. Wir erhalten so f(x) > f(z) fur alle x € I.

AuBerdem ist f € C?(I) konvex genau dann, wenn fiir alle z,y € I und \ € (0, 1) gilt:
ST =Nz +Xy) < (1 =N f(x) + Af(y),
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dh wenn die Funktion auf jedem Teiliintervall [z, y] unterhalb der Geraden durch f(x) und
f(y) liegt.

Beispiel: f: R = R, f(z) = e” — 2z — 1ist in C*(R) mit f'(x) =¢e” — 1, f"(x) =€ > 0.
Die Funktion f ist konvex und hat bei der einzigen Nullstelle 2o = 0 von f’ ein globales
Minimum. Da f(0) = 0 bekommen wir, dass f(z) > 0 fiir alle z € R und deshalb ¢* > z+1
fir alle z € R.

10.5 Die Regeln von de I’Hospital

Satz 10.8 (10.11 Die Regeln von de I'Hospital). Seien a € R, b € R U {oo} und
L e RU{—00,00}. Seien f,g: (a,b) — R auf (a,b) differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle
) _

x € (a,b). Weiter sei lim,_,; T = L.

(a) Ist lim,_, f(x) = lim,;, g(x) = 0, so gilt
tim 1) _

z—b g(l’)

(b) Ist lim,_,;, g(x) = +o0, lim,_;, f(z) = Fo0, so gilt

lim@ = L.

z—b g(fL’)

Bemerkung 10.5. Ahnliche Aussage gilt, wenn man (a,b) durch (b,a) ersetzt. In diesem
Fall kann b = —oo anstatt b = oo betrachtet werden.

Beispiele: (1) Fiir a,b > 0 gilt

il = lim @’lna—b 1nb:lna—lnb.

0

Der Ursprungliche Limes war hier der Form §

(2) Es ist

1 1
i PF o M7,
Tr—o00 U T—r00 1

Der Ursprungliche Limes war hier der Form 2.

(3) Es ist
_ . Inz , 1/z
lim zlnzx = lim — = lim =
x—0+ x—0+ 1/1‘ z—0+ —1/m2 z—0+

Der Urspriingliche Limes war hier der Form 0(—o0), und wir haben ihn in der Form —*

umgeschrieben, und dann ’'Hospital angewandt.
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(4) Aus (3) folgt mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion:

zlnx

lim z¥ = lim e =’ =1.

z—0+ r—0+

Bemerkung: Hier ist es jeweils so, dass erst die Existenz des letzten Limes die Existenz
des ersten Limes garantiert.
10.6 Ableitung von Potenzreihen

Satz 10.9 ( Ableitung von Potenzreihen). Sei >~ a,(x — x¢)" eine reelle Potenzreihe
mit Konvergenzradius R € (0,00], I := (zg — R, o + R) und

o0

fI—=R z— f(x):= Zan(x—xo)”.

n=0

Dann ist f auf I differentierbar (insbesondere stetig), und

= Znan(x —z0)"t Vel

Beispiel: Fiir z € (—1,1) gilt

1 1 o0 o0
arctan’(z) = T 1 () Z(—xz)k = Z(—l)kx%.
k=0 k=0

Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist 1. Der Konvergenzradius der Potenzreihe
k1
Z;io(—l)kfgz:; ist ebenfalls 1. Setzt man

o 2k:+1

—-1,1
~S S ae e,

k=

so ist g nach Satz 10.9 auf (—1, 1) differenzierbar, und es gilt
g (z) = Z(—l)kx% = arctan’(z), xz € (—1,1).
k=0

Wegen arctan 0 = 0 = ¢g(0) und wegen der Folgerung (2) des Mittelwertsatzes gilt

0 2k+1
k «I

arctan(z) = g(x) = Z(—l) il €(—1,1).

Eine ahnliche Argumentation zeigt

n(l—x) Z— e (—1,1).
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11 Integration

Im Rest der Vorlesung sind a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R beschrankt, d.h. das Bild
f(la, b)) = {f(z) : x € [a,b]} von f ist beschrankt.

11.1 Ober- und Untersummen, oberes und unteres Integral

Definition 11.1. 7 := {xg, 21, ..., x,} heifst eine Zerlegung von [a,b], falls a = o < x1 <
.<x,=0b.
Sei Z = {xg,1,...,x,} eine Zerlegung von [a,b]. Fir j =1,2,..., n setze
I, = [zj_1,%4, || =x;—x;_1, mj:=inf f(l;), M;:=sup f(I;).

In Einfachen Worten [ ist das j-te Intervall der Zerlegung, |/;| die Lénge des Intervalls m;
der Kleinste Wert von f in I; (oder infimum der Werte, wenn es den kleinsten Wert nicht
gibt) und M, der groBite Wert von f in I; (oder infimum der Werte, wenn es den kleinsten
Wert nicht gibt)

sp(Z) = Y5y myllj] [Sf(Z) =0 Mj|Ij|] heiBt Untersumme [Obersumme| von f bzgl.
Z.
Sei m := inf f([a,b]) und M := sup f([a,b]).

Satz 11.1. Seien Zy, Zy Zerlegungen.

(1) Es gilt m(b —a) < s¢(Z1) < Sp(Zy) < M(b—a).

(2) Ist Zy C Zs, so gilt sf(Z1) < s§(Z2) < S§(Z2) < S§(Zy).

Definition 11.2. sy := sup{s;(Z) : Z ist Zerlegung von |a, b]}(unteres Integral von f iber [a,b])
Sy =1inf{S{(Z) : Z ist Zerlegung von [a, b]}(oberes Integral von f iiber [a,b]).

Es gilt m(b—a) < sy < Sy < M(b—a).

Fiir Beispiele siehe den nachsten Absatz.

11.2 Riemann Integrierbarkeit, Riemann Integral

Definition 11.3 (11.2). f heifst (Riemann- )integrierbar (ib) , falls sy = Sy gilt.

In diesen Falle heifst
/fdx—/f = Sp(=sy)

das (Riemann-)Integral von f tber |a, b]
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Beispiele: (1) Sei ¢ € R und f(x) = ¢, x € [a,b]. Dann ist m = M = ¢ und aus Satz 11.1
(1) folgt sy = Sy = c(b—a). Also ist f integrierbar und

/abcdac =c(b—a).

(msaa:&bzlmﬂfwyz{é7§§%HQ§

von [0, 1] und sind m;, M;, I; wie oben, so haben wir m; = 0, M; = 1 fiir alle j °, also
sf(Z) =0 und S¢(Z) = 1. Folglich ist

SfZO%lZSf,

und f ist nicht integrierbar iber [0, 1].

(3) Sei f:[0,1] = [0,1] f(x) = x. Wir betrachten die Zerlegung Z,, = {0
Dann

st Z = {x,x1,. .., 2.} Zerlegung

n __
L1z moqy

1k n+1
S (Zy,) = —— = ,
1(Zn) nn 2n
k=1
wobei die zweite Gleichheit gilt einfach, weil ZZ k= 1) Die erste Gleichheit gilt
weil 1 die Lénge des Intervalls [*=1, %] ist und £ = sup E[k 1 k] f(z). Daraus und aus der
Definition von Sy folgt, dass S; < inf,en Sf(Zn) inf,cn ”;;1 =1

Ahnlich bekommt man

lk—1 n-1
5(Zn) = n on 20
k=1
und deshalb Sy > sup,en Sp(Zy) = sup,ey 5= = 3. Also s < Sf g 5 < sy deshalb
Sy =s; =1 und aus diesem Grund ist f integrierbar auf [0, 1] und fo r)dr = 3.

(4) Sei f : [0,1] — [0,1] f(z) = 2% Wir betrachten wieder die Zerlegung Z, =
{O,n n,--->%:1}- Dann

1 (kN (n+1)(2n+1)
! —n ( ) 6n

n

wobei die zweite Gleichheit gilt einfach, weil >, k* = w (zeigen Sie das mit

Induktion!). Die erste Gleichheit gilt weil L die Lange des Intervalls [£=1, £] ist und (£)? =
sup,c(s-1 &) f(2). Daraus und aus der Definition von Sy folgt, dass Sy < inf,en Sy(Zn) =
(n+1)(2n+1) _ 1

lnfneN 6n2 3

Hier wird benutzt, dass jedes Intervall (mit mindestes zwei Punkten) rationale und irrationale Zahlen
enthalt.
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Ahnlich bekommt man

s1(Zy) = ~ 1 (’f— 1)2 _(-1En-1)

n n 6m2
k=1

%z% Also Sf<Sf< sf deshalb
f

Sp=s5f= % und aus diesem Grund ist f integrierbar auf [0, 1] und fo x)dxr =

und deshalb s¢ > sup, ey S¢(Z,) = sup,en

Definition 11.4. R|a,b] :={g: [a,b] — R : g beschrinkt und integrierbar}
Fiir eine Zerlegung Z, definieren wir

| Z]| := max{|[;| : j =1,2,...,n} (Feinheit von Z).

In Einfachen Worten ist ||Z|| die Lange des grofiten Intervalls der Zerlegung. Ein n-Tupel
€ = (&,...,&,) heifit passender Zwischenvektor, wenn ¢; € I; fiir jedes j = 1,...,n gilt.
Fiir einen solchen £ heifit
)= )|
j=1

eine Riemannsche Summe . Wegen m; < f(&;) < M; gilt dabei s;(2) < 0¢(Z,¢&) < S¢(2).

Satz 11.2 (11.7). Sei f € R[a,b] und (Z))en eine Folge von Zerlegungen mit ||Z;|| — 0,
sowie (D) eine Folge von passenden Zwischenvektoren. Dann gilt

lim o Zl, / fdx.
l—00

Bemerkung 11.1. Der Satz beschreibt wie ein Integral approzimiert werden kann (z.B
mit Computer). Das ist niitzlich, wenn es unmdglich ist das Integral explizit zu berechnen.

Beispiel: (i) Wir betrachten die Funktion f(z) = z?. Wir werden schen, dass f €
R[0,1]. Sei Z, = {0,%,2,...,2 = 1}. Dann ist die Folge £™ = (12 32 5720 2n-l

n’n’ n? 7 2n
eine Folge passender Zwischenvektoren. Die Zugehorigen Riemannschen Summen sind

dohei (k=172 3 121 (zeigen Sie das mit Induktion!). Bemerkbar ist das der Fehler

n2
der Approximation 12 ——5 deutlich kleiner ist als der Fehler der Approximation mit den Ober
und Untersummen, die im vorherigen Beispiel berechnet wurden.

11.3 Eigenschaften des Riemann Integrals

Ist f:[a,b] - R mit f(z) = c fiir alle z € [a,b] dann f € R|a, b] und f;fdx =c(b—a).
Ist f: [a,b] — R stetig, so ist f integrierbar, d.h. f € R|a, b].

Seien f, g € Rla,b]. Dann
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(1) Gilt f < g auf [a,b], so ist [* fdax < [’ gda.
(2) fg € Rla,b] und fiir o, 5 € R ist af + Bg € R[a,b] und

/ab(af—l-ﬁg)dx:oz/abfdx—l—ﬂ/abgdx.

(3) |f| € R[a,b] und ’f;fdas‘ < fab |f| dx (Dreiecksungleichung fiir Integrale).

(4) Wenn a < ¢ < bdann f € Rla,c], f € R|c,b] und f;fdx:f;fda:~l—fcbfda:.

Im Rest des Kapitels ist I ein Intervall.

Definition 11.5 (11.11). Sind f, F : I — R Funktionen, wobei F' auf I differenzierbar ist
mit F' = [ auf I, so heiffit F' eine Stammfunktion von f auf I.

Beispiel: Seien f,g: R +— R f(z) = e” cos(z) und g(z) = 3e”(sin(z) + cos(z)) + 5. Dann
folgt aus der Produktregel, dass ¢'(z) = f(x) auf R. Also ist g eine Stammfunktion von f
auf R.

11.4 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Partielle
Integration, Integration durch Substitution

Satz 11.3 (11.10 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f :
la,b] — R stetig.

(1) F:a,b] > R, x — F(x) := ff f(&) dE ist eine Stammfunktion von f auf |a,b].

(2) Ist G : [a,b] — R eine Stammfunktion von f auf [a,b], so gilt

[ =6 - o) ere

Beweis. (2) folgt aus (1). Sei ¢ > 0. Da f in xq stetig ist, finden wir 6 > 0 mit |f(z) —
f(zo)| < e fir € [a,b] mit |z — xo| < 6. Fiir |h| < 6 mit xg, 29 + h € [a,b] gilt wegen
h1 f;;ﬁh ldr = 1:

‘% /zo+h f(z)dx — f(:co)‘ — ’%/%Jrh(f(x) — f(xo)) dzx| < % bl <.

X0 o
Daraus folgt die Behauptung. ]
Beispiele: (i) Sei n € N und f(z) := 2™ sowie G(z) := ‘f::ll fir x € R. Dann ist G auf
R differenzierbar mit G'(z) = f(z), z € R. Fir [a,b] C R ist f € Rla,b]. Definiert man
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F = [T f(t)dt, so ist F auf [a,b] differenzierbar mit F' = f auf [a,b]. Nach der Folgerung
(2) des Mittelwertsatzes ist G — F' konstant, also

bn+1 - an+1

/x"dx—F(b)—F(a)—G(b)_G(a)_ n+1

(ii) Da (3e”(cos(z) + sin(z)))’ = e cos(x), bekommen wir

w/2

/Og e* cos(r) = (%QQC(COS(J:) " Sin(x»)

0
/2 — 1
2

_ (%e”/2(cos(7r/2) +sin(7r/2))) - (%eo(cos(O) —|—sin(0))) -

Fiir eine Stammfunktion von f schreibt man auch [ f(z)dx (unbestimmtes Integral) .

Satz 11.4 ( Partielle Integration). Seien f,g € C'(I). Dann gilt

/f’gdx:fg—/fg’dx auf I.

Ist I = [a,b], so gilt

b b b
| r@se de = r@gta)| - [ g d

Beweis. Es gilt (fg)' = f'g+ f¢’ auf I. Somit hat f'g + f¢' die Stammfunktion fg auf I,
woraus die Behauptungen folgen (fiir die zweite Formel verwenden wir den Hauptsatz der

Differential und Integralrechnung). [
Beispiele: (1) [z ¢® de=_x €° — [ 1 - € dx=uxe" —e"
NN NN A SN
g f g f g’ f
1
(2) [nazde=[_1 -lnx de=_x Inz—[ x = dr=zxhzx—uz
— = NS N
f g foog fo
g

Satz 11.5 (11.13 Integration durch Substitution). Sei I C R Intervall, a,b € I
f:I— R stetigund u € C*(I) mit u(I) C I. Ist F eine Stammfunktion von f auf I dann
gilt

(i) [ f(u(z))u'(x)de = F(u(z)) + ¢, wobei ¢ € R.

(ii) [} f(u(@)()de = [10) f(u)du = F(u(b)) — F(u(a)).
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Beweis. Wihle eine Stammfunktion I’ von f auf I. Dann ist G := Fou eine Stammfunktion
von h:= (fow)-u auf J (denn G’ = (Fou) = (F'ou)u' = (f ou)u’). Also ist

/(f ou)(z) u'(r)dr = G(x) + ¢ = F(u(z)) + ¢

auf I. Nun miissen wir den Hauptsatz der Differential und Integral Rechnung anwenden.
O

Merkregel: Ist y = y(x) eine differenzierbare Funktion, so schreibt man fiir die Ableitung
y" auch %. In [ f(x)dx substituiere nun = = ¢(t), dh fasse x als Funktion von ¢ auf. Dann
ist % = ¢/(¢) und man erhilt (formall) “dz = ¢/(t) dt” (dies ist nur eine Schreibweise, da
“dx” oder “dt” hier keine mathematische Bedeutung tragen).

Beispiele: (1) 01 82:;“ dx, substituiere ¢t = e*, also z = Int. Dann ist dz = dt/t und aus

x: 0 — 1 ergibt sich ¢ : 1 — e. Wir erhalten:

1 22 1 e
/ o dx:/(1+t‘2)dt:(t—t—1)|‘;:e—1/e.
0 1

61‘

(2) fol V1 — 22 dz, das ist der Flacheninhalt eines Viertelkreises mit Radius 1. Substituiere
x =sint. Dann ist dz = costdt und aus x : 0 — 1 ergibt sich ¢ : 0 — 7/2. Wir erhalten

1 /2
/ \/1—:172d17:/ \/1—sin2tcostdt:/

w/2
0

cos® t dt,
=+v/cos? t

da cos > 0 auf [0, /2] ist. Nun schreiben wir
cos(2t) = cos’t —sin®t = cos®t — (1 — cos’t) = 2cos’t — 1,
also cos® t = 1(1 + cos(2t)), und erhalten

w/2 1 /2 w/2 T
/ cos%dtz—(/ 1dt—i—/ cos(2t)dt> = —.
0 2\ Jo Jo | 4

g

=0

Der Flacheninhalt eines Kreises mit Radius 1 is also 7.

3) [ze™ dz, substituiere v = 22, also 2z dx = du bzw. xdx = %. Dann ist
2

1 1
ze @ dr == [ e"du =——e " =——¢ "
2 u=x2 2 u=x2 2
Mittels partieller Integration kann man nun berechnen:
2 2
3 2 2 22 s _x2 22 xXr ) 1 _x2
x'e " dr = x° et dr=——e" + [xe " do=——€e" — e .
/ ~ \f,-/ 2 / 2 2
g /
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Man kann auf diese Weise Stammfunktionen bestimmen von z"e~*" fiir ungerade n € N.
Fiir gerade n € N gibt es diese Stammfunktionen nicht in geschlossener Form.

dy
Y

4) [ 1+1@w dx, substituiere e* = y, also x = Iny und dx = =£, wobei man y > 0 beachte:

1 1
dr = | ———d
l/1+e$a: /k1+ym Y

Zur Umformung des Integranden macht man den Ansatz

y=e®

1 A B

I+y)y vy 14y

Multipliziert man mit y und setzt y = 0, so erhalt man A = 1. Multipliziert man mit 14y
und setzt y = —1, so erhélt man B = —1. Das ist ein Spezialfall der Partialbruchzerlegung
(— néchstes Semester). Wir haben also

1
/k1+ywdy

SN R — | = (Iny — In(1 + =z —In(1+€").
[ ] =uy-meg)|  —a-me)

y=e”
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