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1 Aussagen

1.1 Awussagen

Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist.

Im Rahmen der Vorlesung sind wir aber eher an mathematischen Aussagen interessiert.
Aussagen bezeichnen wir im folgenden mit A, B, C, ...

1.2 Verkniipfung von Aussagen

Wir erklaren die logische Verkniipfung von Aussagen durch sogenannte Wahrheitstafeln .

Alw w f f

AN B (logisches “und” (AND)) Blw f w f
ANBlw f f f

Alw w f f

AV B (logisches “oder” (OR)) Blw f w f

Achtung: Das logische “oder” ist nicht exklusiv, dh es ist zugelassen, dass beide Aussagen
A und B wahr sind.

: 113 7 (13 2 A w f
Negation A (“non A” oder “nicht A”) AT w
Alw w f f
Implikation A = B “wenn A, dann B”, “A impliziert B”, “aus A folgt B” Blw f w f
A= B ‘ w f w w
) Alw w f f
Aquivalenz A < B Blw f w f

A<:>B‘w f f w

Man sagt: “A ist aquivalent zu B”, “A ist gleichbedeutend mit B”, “A genau dann, wenn
B”, “ A dann und nur dann, wenn B”.



1.3 Regeln

— bindet stérker als A/V; A/V bindet stérker als = /<.

-(-4) & A (doppelte Negation)
(A< B) & [(A= B)AN(B=A)] (Aquivalenz bedeutet zwei Implikationen)
-(AANB) & (-AV-B) (Negation von “und”)
-(AVB) & (~AA-B) (Negation von “oder”)
(A= B) & (-AVB) (Umformulierung der Implikation)
(A= B) & (AAN-B) (Negation der Implikation)
(A= B) & (-B= -4) (Kontraposition ).

Kommutativitat: ANB << BAAund AV B << BV A.
Assoziativitit: AN (BAC) < (AAB)ACund AV (BVC) < (AV B)VC. Deshalb

kann man hier die Klammern weglassen.

Distributivitat: AAN(BVC) < (AAB)V(AAC) und AV (BAC) < (AVB)A(AVC).

1.4 Quantoren

Eine Aussageform A(x), A(x,y), ... ist ein Satz, der eine oder mehrere Variablen x, y, ...
enthélt und der nach dem Ersetzen dieser Variablen durch konkrete Objekte eine Aussage
ist.

Der Allquantor Vz : A(z) bedeutet: fiir alle Objekte x ist die Aussage A(x) wahr.

Der Existenzquantor 3z : A(x) bedeutet: es gibt (mindestens) ein Objekt x, fiir das die
Aussage A(x) wahr ist.

Negation: =(Vz : A(z)) < (Jz: =A(z)) und —~(3x : A(z)) & (Va : —~A(z)).

In den allermeisten Fallen werden Quantoren eingeschrankt und beziehen sich dann nur
auf gewisse Objekte, z.B. Vo mit A(x) : B(z). Die Negation davon ist dann 3z mit A(x) :
-B (:C)

Achtung: Bei All- und Existenzquantor kommt es i.a. auf die Reihenfolge an.

Bemerkung: Haufig schreiben wir Quantoren nicht als Zeichen, sondern sprachlich.

2 Mengen

2.1 Der Begriff der Menge

Wir verwenden die folgende naive “Definition”:
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“Eine Menge ist die Zusammenfassung wohlbestimmter, wohlunterschiedener Objekte.”
Diese Objekte heiflen Elemente der Menge.

x € M bedeutet: x ist Element der Menge M, dh = gehort zu M.

x & M bedeutet: x gehort nicht zu M, dh 2 ¢ M < —(z € M).

Schreibweisen: Ist A(z) eine Aussageform, so kann man schreiben
M = {x : A(x)} = Menge aller z, fiir die A(z) gilt,

Héufig schreibt man auch, wenn die Menge M gegeben ist, {x € M : A(z)} fir {z : (z €
M) A A(z)}. Eine andere Moglichkeit ist die Aufzéhlung, z.B. M = {1, 2, 3,9}.

2.2 Beziehungen zwischen Mengen

Seien M;, My Mengen.
Definition 2.1. “M; st Teilmenge von Msy”:

My C My & Vr:(xe€M =xe€ M,y (bzw Vre M :xe M,).
Fir My C My und My # My schreibt man oft der Deutlichkeit halber M, ;Ct M.

Gleichheit von Mengen: M, = M, bedeutet_z dass M; und M, dieselben Elemente
enthalten, also Vz : (x € M; < x € M;). Da Aquivalenz zwei Implikationen bedeutet
(siehe 1.3) bedeutet M; = My also My C My und My C M.

2.3 Operationen mit Mengen

Seien My, My, M3 und @@ Mengen. D (a) Durchschnitt My N My :={z:x € M) ANx € My}.
(b) Vereinigung M; U My := {x : x € M, V x € M,y}.

(c) Differenz My \ My :={z € My : x & My} (“M; ohne My").

Regeln fiir Durchschnitt und Vereinigung:

Kommutativitat My N My = My My, MU My = My U M.
Assoziativitat My N (MyN Ms) = (M; N My) N Ms, MU (MyUM3) = (M UMsy)U Ms.
Distributivitat:

My U (MyN M) = (M U My) N (MU M), M N (MyU M) = (M; N M) U (M N Ms).
AuBerdem ist My C My U My, My C My U My, My N My C My, My N My C M,.
de Morgansche Regeln: Wegen 1.3 (Negation von “und” /”oder”) gilt auch

Q\ (MyU M) = (Q\ M) N (Q\ M), Q\ (MyN M) =(Q\ M) U(Q\ Ma).



2.4 Die leere Menge

Die leere Menge () enthélt keine Elemente, dh Va : 2 & ().
Regeln: MUD =M, M\O=M, MNO=0, M\ M =0, ) C M fir jede Menge M.

2.5 Die Potenzmenge
Ist M eine Menge, so heifit die Menge aller Teilmengen von M
Pot(M) :={N: N C M}

die Potenzmenge von M (manchmal auch B (M)).

2.6 Das kartesische Produkt

Sei n € N. Seien M;, My, ..., M, Mengen. Die Menge der geordneten n-Tupel
(1, 29,...,2,) mit x; € M; fur alle j € {1,2,...,n} heifit das kartesische Produkt
My x My x ...x M, der Mengen My, M, ..., M,. Also

My x My x ... x M, ={(x1,22,...,2,) : fur alle j € {1,2,...,n} gilt x; € M;}.

Wir schreiben M", falls M, = My = ... = M, = M gilt.

2.7 Die Mengen der reellen und komplexen Zahlen

Reelle Zahlen und Betrag

>
Mit R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen. Fiir a € R heifit |a| := { _aa ’Z - 8
der Betrag von a .
Beachte: Es gilt |a| = | — o] fir alle a € R, also auch |a — b| = |b — a fiir alle a,b € R.

Anschaulich ist |a — b| der Abstand von a und b auf der Zahlengeraden.

Regeln: Seien a,b, c € R. Dann gilt:
(1) fal 2 0; (2) la| =0« a=0; (3) |abl = [a] - [b];
(4) +a < |a|] und <|a| <c¢ < (a<cund —a§c)>;

(5) |a + b] < |a| + |b| Dreiecksungleichung ;

(6) ||a| — 16| < |a — b] umgekehrte Dreiecksungleichung .

Die Menge der komplexen Zahlen



Wir betrachten eine Zahl 7, mit i> = —1. Es ist dann

C:={z+iy:x,y € R} die Menge der komplexen Zahlen.

Fir 2 = 2+ 4y € C mit z,y € R heifit x der Realteil von z (geschrieben Rez) und y
heifft der Imaginérteil von z (geschrieben Im z). Komplexe Zahlen z mit Rez = 0 heiflen
rein imaginar und komplexe Zahlen mit Im z = 0 heiflen reell.

Also: Man kann mit komplexen Zahlen wie gewohnt rechnen und muss nur 2 = —1
beriicksichtigen, etwa

(:L’l + iy1>($2 + ZyQ) =TTy + i(ylxg + Jflyz) + i2y1y2 = (l’ll’g — y1y2) + i(ac2y1 + Ilyg),

Konjugation und Betrag Zu einer komplexen Zahl z = x + iy heifit Z := = — iy die
konjugierte komplexe Zahl . Es gilt dann z -z = 2% + ¢y*> > 0 und |2| := V22 = /22 + 32
heifit Betrag der komplexen Zahl z.

Rechenregeln: Fiir alle w, z € C gilt:

@)=z [Z=l¢, z¥fw=z+w, zZw=z-W |z -w=]|z" v,
Rez=1(z+7%) und Imz = (2 — 2),
max{|Re z|, |Im z|} < |z] <|Rez|+ |[Im z|

|z + w| < |z] + |w| (Dreiecksungleichung) und ||z| — |w|| < |z — w|.

Eine komplexe Zahl ist Null genau dann, wenn Real- und Imaginarteil beide Null sind. Ist
x + 1y # 0, so ist das multiplikativ Inverse gegeben durch

r 1 T — 1y _Z

: atiy (i) (—iy) |2

3 Funktionen

3.1 Zum Begriff der Funktion

Seien X, Y Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung) f : X — Y ordnet jedem =z € X
genau ein y € Y zu. Fiir das einem gegebenen x € X zugeordnete y € Y schreiben wir

f(z).
Schreibweise f: X — Y,z — f(x) (“f von X nach Y, x wird abgebildet auf f(x)”).

Die Menge {(z, f(z)) : € X} C X x Y heiit Graph von f. Man kann diesen mit der
Funktion f identifizieren.

Fiir eine Funktion f : X — Y heiit X Definitionsbereich und Y Wertebereich von f.
Fir A C X heifit f(A) = {f(z) : v € A} Bild von A unter f, und fiir B C Y heifit
fYB) ={x € X : f(x) € B} Urbild von B unter f. Insbesondere heifit f(X) =
{f(z) : z € X} Bild von f (Menge aller y € Y, die von f getroffen werden).
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Definition 3.1. Sei f : X — Y eine Funktion.
(a) f heifit surjektiv, falls f(X) =Y gilt, dh falls jedes y € Y von f getroffen wird.

(b) [ heifit injektiv, falls gilt V1,9 € X @ 21 # 29 = f(21) # f(x2), dh falls es zu jedem
Element im Bild von f genau ein Urbild gibt.

(c) [ heifst bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

3.2 Komposition

Sind f: X =Y, g:Y — Z Funktionen, so definiert go f : X — Z, x> g(f(x)) eine
Funktion g o f (“g nach f”), die Hintereinanderausfithrung oder Komposition von f und

g.
Satz 3.1. Sind f : X =Y, qg:Y — Z, h: Z — W Funktionen, so gilt
ho(gof)=(hog)of,

dh die Hintereinanderausfuhrung von Funktionen ist assoziativ.

3.3 Die Umkehrabbildung

Ist f: X — Y eine bijektive Funktion, so definiert
Y =X, y—ux fals f(z) =y
eine Funktion f~!, die Umkehrabbildung (oder Umkehrfunktion) von f.

Beachte: Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem y ein solches x. Da f injektiv ist, ist dieses
x eindeutig bestimmt. Somit ist f~! tatsdchlich eine Funktion.

Bemerkung 3.1. Ist f: X — Y bijektiv, so gilt f~'o f =idx und fo f~' = idy.

Satz 3.2. Sind f : X — Y und g : Y — X Funktionen mit go f = idx und f o g = idy,
so ist f bijektiv und es gilt g = f~1.

Bemerkung 3.2. Durch Vertauschen der Rollen von f und g folgt auch f = g~! und
insbesondere (f~1)7! = f.

Satz 3.3. Sind f: X —- Y und g : Y — Z bijektive Funktionen, so ist go f : X — Z
bijektiv, und es gilt: (go f) ™' = flog™:Z - X.

4 Grundlichere Einfilhrung der reellen Zahlen

Grundmenge der Analysis ist die Menge R der reellen Zahlen . Wir fiihren diese Menge
durch 15 Axiome ein, dh durch grundlegende Eigenschaften, aus denen sich alle weiteren
Rechenregeln herleiten lassen. Wir nehmen dann R als mit diesen Axiomen gegeben an.
Eine explizite Konstruktion (die natiirlich méglich ist!), fiihren wir hier nicht durch.
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4.1 Korperaxiome

Es gibt Verkniipfungen + : R x R — R (“plus”, wir schreiben a +b) und - : R x R — R
(“mal”, wir schreiben ab oder a - b) mit

Va,b,ceR:(a+b)+c=a+ (b+c) (Al) (ab)c = a(bc) (A5)
HVeRVaeR: a+0=a (A2) J1eR\{0}VaeR:a-1=a (A6)
VaeRI—aeR:a+(—a)=0 (A3) Va e R\ {0}Fa ' €R:a-a =1 (A7)
Va,beR:a+b=b+a (A4) ab=ba (AS)
Va,b,c e R:a(b+c¢) =ab+ac (A9)

Dabei sind (A1) und (A5) die Assoziativgesetze , (A4) und (A8) die Kommutativgesetze,
und (A9) ist das Distributivgesetz.

Schreibweisen: Fiir a,b € R setzen wir a — b := a + (—b) und, falls b # 0 ist, ¢ := ab™".

4.2 Anordnungsaxiome

In R ist eine Ordnung “<” gegeben mit folgenden Eigenschaften:

(A10) Va,beR:a<boderb<a,

( ) Va,byceR:a<bundb<c=a<c,
(A12) Va,beR:a<bundb<a=a=0,
(A13) Va,b,ceR:a<b=a+c<b+cg,

( ) Va,b,ceR:a<bund 0 < c= ac< bc.

(A11) heifit Transitivitét, (A12) heiBt Antisymmetrie. Aulerdem beinhaltet (A10) auch,
dass a < a gilt (Reflexivitét).

(A13) und (Al4) bedeuten, dass die Ordnung < mit den Verkniipfungen “+” und “.”
vertraglich ist.

Schreibweisen: b > a < a<bja<b:a<bunda#b;b>a:<a<b

Bemerkung 4.1. Aus (Al) — (A14) lassen sich alle Rechenregeln fir Ungleichungen her-
leiten. Diese setzen wir von nun an als bekannt voraus.

12



Intervalle: Seien a,b € R mit a < b. Wir setzen:

[a,b] = {re€R:a<x<b} abgeschlossenes Intervall,
(a,b) = {reR:a<z<b} offenes Intervall,
la,b) = {z€R:a<x<b} halboffenes Intervall,
(a,b] = {x€R:a<xz<b} halboffenes Intervall,
[a, 00) {reR:a <z},
(a,00) = {xeR:a<z},
(—o0,a] = {reR:z<a},
(—o0,a) = {xreR:z<a}l.

Weiter: [a,a] := {a} und (—o0,00) :=R.

4.3 Supremum und Infimum

Sei M C R mit M # 0.
M heiit nach oben [unten]| beschrinkt <& Iy e RVz € M 1z <~ [z > 7).
In diesem Fall heifit  eine obere Schranke (OS) [untere Schranke (US)] von M.

Eine obere Schranke [untere Schranke| v von M mit v € M heifit Maximum [Minimum)]
von M und wird mit max M [min M| bezeichnet.

Wegen (A12) sind max M und min M im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

Definition 4.1. Ist v obere Schranke [untere Schranke] von M mit v < 7 [y > 7] fir
jede obere Schranke [untere Schranke] 7 von M, so heifst v Supremum [Infimum] von M

(kleinste obere Schranke von M [grofte untere Schranke von M]) und wird mit sup M
[inf M ] bezeichnet.

Nach (A12) sind Supremum und Infimum im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

Bemerkung 4.2. Ein Maximum ist immer auch Supremum, und es gilt sup M = max M
genau dann, wenn sup M € M ist (entsprechend fiir min und inf).
4.4 Das Vollstandigkeitsaxiom

(A15) Jede nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von R hat ein Supremum.

Folgerung 4.1. Jede nichtleere nach unten beschrankte Teilmenge von R hat ein Infimum.

Definition 4.2. Eine Menge ) # M C R heifit beschrankt , falls M nach oben und nach
unten beschrankt ist.
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Bemerkung 4.3. M beschrankt < 3y > 0Ve € M : |z| < 7.
Satz 4.1. Sei ) # B C A C R. Dann gilt:
(1) A beschrinkt = inf A < sup A.

(2) A nach oben [nach unten] beschrinkt = B nach oben [nach unten] beschrankt und
sup B <sup A [inf B > inf A].

(3) Sei A nach oben [nach unten] beschrinkt und ~ eine obere Schranke [untere Schranke]
von A. Dann gilt:

v=supA <= fiirjedese >0 gibt es einx € A mitx >~y —¢
[y =inf A <= fir jedes ¢ > 0 gibt es ein v € A mit x < v+ €.

4.5 Naturliche Zahlen

Satz 4.2. Wir betrachten die Menge N der naturlichen Zahlen.

(1) N ist nicht nach oben beschrinkt.
(2) Fir jedes x € R gibt esn € N mit n > x.
(8) Fiir jedes b€ R mit b> 0 gibt es n € N mit = < b.

4.6 Vollstandige Induktion

Beweisverfahren durch Induktion
Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Es gelte

Induktionsanfang (IA)  A(1)

Induktionsschritt (1S) VneN: (A(n)= A(n+1)).
Dann ist fiir jedes n € N die Aussage A(n) wahr, dh es gilt Vn € N: A(n).
Definition durch Rekursion (bzw. durch Induktion)

Es sei G(1) definiert, und fiir jedes n € N sei G(n + 1) definiert unter der Voraussetzung,
dass G(1), G(2), ..., G(n) schon definiert sind.

Dann hat man G(n) fir jedes n € N definiert.

Varianten der Induktion: Man kann die Induktion auch bei z.B. n = 5 beginnen lassen.
Zum Beweis von “Yn € N mit n > 5: A(n)” hat man dann zu zeigen:

(14)  A()
(IS) VneNmitn>5:(An)=An+1)).
Bei der Abschnittsinduktion zeigt man
(14) A1)
(IS) VYneN:(A)ANAR)A...NA(n)= A(n+1)).
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4.7 Ganze und rationale Zahlen

Definition 4.3. Ny := NU {0}, Z := NgoU {—n : n € N} Menge der ganzen Zahlen und
Q= {§ :p € Z,q € N} Menge der rationalen Zahlen .

Satz 4.3. Jede nichtleere nach unten beschrdankte Teilmenge von Z hat ein Minimum.

4.8 Binomialkoeffizienten

Fir n, k € Ny mit k£ < n setzt man

n n! Wy ”
(k) = m ( nuberk‘ )

Es gilt (g) =1= (Z) fiir alle n € Ny, (Z) = (nfk) fir allen > k > 0, (;1) = % = 6.

Lemma 4.1. Fir 1l <k <n gilt (Z) + (kfl) = ("Zl)

4.9 Potenzen

Setze fiir @ € R: a° := 1, a' := a und a"! := a" - a fiir jedes n € N. Dann gilt a" =
IR .. A |
a-a-...-afirjedesn € N. Fiir a # 0 und n € N setzt man a™" := .
n Faktoren
Es gelten die bekannten Rechenregeln, also etwa (a™)" = ™" und ™ - a™ = ™",

(1) Fiir alle a,b € R und alle n € N gilt: a” — b" = (a — b) S p—y a" ' ~FbF.

(2) Binomialsatz: Fiir alle a,b € R und n € Ny gilt: (a +b)" = >_7_ (})akbo"*.

(3) Bernoullische Ungleichung (BU): Sei x > —1. Dann gilt Vn € N: (1+2)" > 1 +nx.
(4) Fir alle z,y > 0 und n € N gilt: z < y < 2™ < y".

Folgerung 4.2. Seia € R. Ist a > 1, so gibt es zu jedem K > 0 einn € N mit a™ > K.
Ist a € (0,1), so gibt es zu jedem € > 0 einn € N mit a” < €.

4.10 Wurzeln

Sei n € N. Zu jedem a € R mit a > 0 gibt es genau ein b € R mit b > 0 und " = a.
Bezeichnung: b = {/a, “n-te Wurzel aus a”.

Folgerung 4.3. Fir alle a,b > 0 gilt wegen 4.9 Rechenregel (4):

a < b= /a < Vb, und wegen (Ya¥/b)” = ab gilt Vab = /a/b.
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5 Mehr iiber die komplexen Zahlen

Polarkoordinaten und Eulerformel: Eine komplexe Zahl z = x + iy (wobei z,y € R)
kann man schreiben mithilfe ihres Betrages r = |z| und des Winkels ¢ zur positiven -
Achse (dh mithilfe von Polarkoordinaten ). Es ist ndmlich = r cos ¢ und y = 7 sin ¢ nach
Schulmathematik. Verwendet man die Eulerformel

e =cosp +ising (¢ €R),

so erhilt man z = x + iy = rcos ¢ + irsin ¢ = re?. Multiplikation mit z dreht dann um
den Winkel ¢.

Sind sin und cos bekannt, so kann man die Eulerformel als Definition von €* verwenden.

5.1 Polynome

Ein Polynom p (oder p(z)) mit komplexen Koeffizienten ist ein formaler Ausdruck p(z) =
anz" + ap12" P+ ..+ a2z? + a1z + ag mit n € Ny und a; € C fiir alle j € {0,1,...,n}.
Das Polynom heifit reell , wenn alle Koeffizienten a; reell sind.

Das Polynom heifit vom Grad n , falls a,, # 0 gilt, und zusatzlich normiert , falls a,, = 1
ist.

Falls a,, = 0 ist, so ist auch p(z) = a, 12" '+ ...+ a22? + a1z + ag, dh fithrende Nullkoef-
fizienten kann man weglassen.

Es gilt insbesondere

p(z) hat den Grad 0 <= p(z) = ap und ag # 0.

Das Nullpolynom p(z) = 0 hat keinen Grad.

Die Menge aller Polynome mit komplexen Koeffizienten (in der “freien Variablen” z) be-
zeichnen wir mit C[z].

Definition 5.1. Ein zy € C mit p(zy) = 0 heifit Nullstelle des Polynoms p.

5.2 Polynomdivision

Seien p, ¢ € C[z]\{0} Polynome vom Grad n bzw. k < n. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Polynome m € C[z] \ {0} und r € C[z] mit Gradm = n — k und r = 0 oder Gradr < k
und p = mgq + r (Division mit Rest).

Satz 5.1. Ist p € C[z] Polynom vom Grad n > 1 und ist zy Nullstelle von p, so gibt es ein
Polynom q € Clz] vom Grad n — 1 mit

p(z) = q(2) - (z = 20).
Dabei heifit z — zy Linearfaktor.
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Definition 5.2. Die Vielfachheit (Vfh) einer Nullstelle zy von p gibt an, wie oft man p(z)
durch den Linearfaktor z — zy diwvidieren kann.

Folgerung 5.1. Ein Polynom vom Grad n hat héochstens n Nullstellen.

5.3 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle in C.

Folgerung 5.2. Ist p(z) normiertes Polynom vom Gradn > 1, so gibt es z1,2z2,...,2, € C
mit

p(z)=(z—21) (z—22) ... (2 — zp).
FEine feste Nullstelle zy von p(z) kommt dabei in z1, 2o, . .., z, so oft vor, wie ihre Vielfach-

heit angibt.

5.4 Die Gleichung 2" =c,c € C

Um die Gleichung zu 16sen schreibt man ¢ in Polarkoordinaten (¢ = re®) und benutzt man
den Folgenden Satz

. .. ; . 1, (2i7+¢)
Satz 5.2. Die Liosungen von 2" = re'® sind: zj = rwe’ »n 5 =0,1,...,n— 1.

6 Folgen und Konvergenz

Definition 6.1. Eine reelle [komplexe] Zahlenfolge oder Folge ist eine Abbildung N — R,
n— a, [bzw. N— C, n— a,/.

Wir schreiben (an)nen, (0,)5, oder kurz (a,) oder auch (ay,as,as, . ..).

6.1 Konvergenz

Sei (ay,,) eine Zahlenfolge und a € R [bzw. a € C|. Wir sagen, dass (a,) gegen a konvergiert
und schreiben lim,, . a, = a, falls gilt:

Ve>03 ny €NVn>ng:la,—al<e.
—~—
= o(¢)

Das bedeutet: “die a,, kommen a beliebig nahe” oder “der Abstand |a, — a| wird beliebig
klein”.

Die Zahl a heifit dann Limes oder Grenzwert der Folge (a,).
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Eine Folge (a,) heifit konvergent , falls es ein a € R [bzw. a € C] so gibt, dass (a,) gegen
a konvergiert. Eine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent .

Schreibweisen: Statt lim,,_, a, = a schreibt man auch lima, = a, a, — a (n — 00)
oder a,, — a.

Bemerkung 6.1. (1) Fir jede Zahlenfolge (a,) und jedes a gilt: lima, = a <=
lim |a,, — a| = 0.

Insbesondere ist fir a = 0: lima, = 0 <= lim|a,| = 0. (2) Fir b € C gilt:
lim, ., 0" =0 < |b| < 1.

(8) Der Grenzwert einer Zahlenfolge ist eindeutig bestimmit.
(4) Eine konvergente Folge (a,) ist beschrinkt , dh die Menge {a, : n € N} ist beschrdnkt.

(5) Ist (z,) eine komplexe Zahlenfolge, so ist (z,) genau dann konvergent, wenn die reellen
Zahlenfolgen (Re z,) und (Imz,) konvergent sind. Genauer gilt fiir zy € C:

Zn — 20 <= Rez, = Rezy und Imz, — Imz

Wir beschranken uns deshalb weitgehend auf reelle Zahlenfolgen.

Fiir p € Z bezeichnet man auch (a,);2, als Folge.

Wir sagen, dass eine Eigenschaft fiir fast alle n € N gilt, falls es ein ny € N gibt, so dass
die Eigenschaft fiir alle n > ng gilt.

6.2 Grenzwertsatze

Seien (ay), (b,), (o) und (c,) reelle Folgen und a,b € R.
(1) |lan, — a| < ay, fir fast alle n € Nund o, - 0 = a,, — a.

(2) ap, = a = |a,| — |al.

(3) a, — a und b, — b und a, < b, fir fast alle n = a < b.

(4) a,, — a und b, — a und a, < ¢, < b, fir fast alle n = ¢, — a.
(5)

5) Gilt a,, = a und b, — b, so gilt a, + b, - a+bund a, - b, — a-b. Ist b # 0, so ist
bn, # 0 fiir fast alle n und es gilt 3> — ¢.
6.3 Monotone Folgen

Eine reelle Folge (a,) heifit

monoton wachsend, falls Vn € N:a, < a,;1,

monoton fallend, falls Vn € N:a, > a,.1,

streng monoton wachsend, falls Vn € N:a, < a,y1,

streng monoton fallend, falls Vn € N:a, > a,.1.

18



Satz 6.1. Ist eine monoton wachsende [bzw. fallende] reelle Folge (a,) beschrinkt, so
konvergiert sie, und zwar gegen sup{a, : n € N} [bzw. inf{a, : n € N}/.

6.4 Wichtige Beispiele

(1) a, > 0 fir allen € N, a, =+ aund p € N = ¢/a, — Va.

(2) /n—1:

(3) Konvergiert die Folge (a,) gegen a so gilt a,+1 — a,, — 0. Denn es gilt auch a,,1 — a.
(4) Sei z € C und s, := Y_;_, 2" fiir jedes n € N. Die Folge (s,) konvergiert genau dann,
wenn |z| < 1 ist. In diesem Falle gilt lims,, = (1 — 2)~".

6.5 Teilfolgen

Ist (a,) eine Folge und k : N — N eine Abbildung mit k(n) < k(n + 1) fiir alle n € N
(dh (k(n)) ist eine streng monotone Folge natiirlicher Zahlen), so heifit die Folge (ax())
Teilfolge (TF) von (a,).

Eine Zahl b heit Haufungswert (HW) der Folge (a,,) , falls es eine Teilfolge von (a,) gibt,
die gegen b konvergiert.

Satz 6.2 ((Bolzano-Weierstrafl)). Jede beschrinkte Zahlenfolge hat eine konvergente
Teilfolge, dh jede beschrankte Zahlenfolge hat einen Hdaufungswert.

Bemerkung 6.2. Der Satz gilt auch fiir komplexe Zahlenfolgen.

6.6 Rechnen mit oo
Sei (a,) eine reelle Folge.

a, > 00 <= VK eRdngaeNVn>ng:a,>K,
ap, — —00 <= VK eRdIngeNVn>ng:a, < K.

Also a, — oo [a, — —o0], falls fiir jedes K € R gilt, dass a,, > K [a, < K] fiir fast alle
n € N.

Achtung: Man redet hier nicht von “Konvergenz” und auch nicht von “Grenzwert” , denn
+o0o € R, dh oo und —oo sind keine Zahlen. Man sagt jedoch etwa “die Folge a, geht
gegen unendlich” und schreibt auch lim,, a,, = co.

Bemerkung 6.3. (a) Gilt a,, — o0, so folgt |a,| — oo und 1/a, — 0. Ist a, > 0 fir
alle n und a,, — 0, so folgt 1/a,, — 0.
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(b) Ist die reelle Folge (a,) nicht nach oben [unten] beschrinkt, so gibt es eine Teilfolge
(arny) von (an) mit apmy — 00 [bzw. mit aj@) — —00].

(c) Fiir jede monoton wachsende [monoton fallende] Folge (a,) gibt es a € RU {oo} [bzw.
a € RU{—oc0}/ mit a, — a.

Konventionen: Fiir alle a € R gilt —oco < a < oco.

Man setzt fiir a € R: a+00 = 00, a—00 = —00, sowie fiir a > 0: a-00 = 00, a-(—00) = —00
und fiir a < 0: a- 00 = —00, a- (—00) = 0.
AuBerdem setzt man oo 4+ 00 = 0o, —00 — 00 = —00 und 0o - 00 = 00, 00 - (—00) = —00,

(—00) - (—o0) = oo
Achtung: Die Ausdriicke 0 - 00, 0 - (—00) und oo — oo sind nicht definiert!

Regeln: Seien (a,), (b,) reelle Folgen mit a,, — a und b, — b, wobei a,b € RU {00, —c0}.
Dann gilt:

a, +b, = a+0b, falls a+ b definiert ist,
ay - b, = a-b, falls a-b definiert ist.

Beachte, dass Bemerkung (a) oben das Verhalten von (1/a,) beschreibt.

Definition 6.2. Sei ) # M C R eine Menge.

sup M = oo <= M ist nicht nach oben beschrdnkt,
inf M = —oco <= M ist nicht nach unten beschrankt.

Bemerkung 6.4. Manchmal findet man auch sup () := —oo und inf () := oo.
Bemerkung 6.5. Man hat also fir ) # M C R:

supM =00 <= VK >0dre M : x> K,
infM=-00 <<= VK>0dreM:z<-K.

6.7 Limes superior und Limes inferior
Sei (a,) eine reelle Folge. Ist
A:={a € RU{—-00,00} : es gibt Teilfolge von aj(n) mit ay,) — a}

dann gilt immer A # (). A hat immer ein Maximum M und ein Minimum m, wobei, wenn
z.B. o0 € A dann sagen wir max A := oo, also der Begriff des Maximums/Minimums hier
erweitert den Begriff des Maximums/Minimums einer Teilmenge der reellen Zahlen.

Definition 6.3. Wir definieren liminf a,, := m,limsupa,, := M.
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Ist (an) nach beschrénkt, dann ist
A={a€RU{—00,00} : aist Hiufungswert von a,}.

Also ist liminf a,, [bzw. limsup a,] der kleinste [bzw. grofite] Haiufungswert von a,,.

Schreib- und Sprechweisen: Man schreibt auch kurz lim sup,, a,, oder lim sup a,,, sowie
lim,, ,o0ap, lim,a,,, lima,, und spricht vom “Limes superior” , entsprechend fiir lim inf mit
lim (“ Limes inferior”) .

Bemerkung 6.6. Ist a, eine Folge und a € RU{—o0,00}. Dann gilt
a, > a < A=a <= liminfa, =limsupa, = a.

Zusatzlich gilt: a, — a == app) — a fur alle Teilfolgen apmy von ay

7 Reihen

7.1 Definition und Elementare Eigenschaften

Definition 7.1. Sei (a,)nen eine Folge und sy := ZnN:I ap = a;+as+ ...+ ay fir jedes
N € N. Die Folge (sn)nen heifit (unendliche) Reihe und wird mit )" 7 | a,, bezeichnet. Die
Zahl sy heifst N-te Partialsumme oder N-te Teilsumme von » " | a.

Die Reihe > | ay, heifit konvergent [divergent], falls die Folge (sn)nen konvergiert [bzw.
divergiert]. Ist > | a, konvergent, so heifit limy_, sy der Reihenwert von 'y .~ | a, und
wird ebenfalls mit Y | a, bezeichnet.

Bemerkung 7.1. (a) Die Folge (a,) kann hier reell oder komplex sein. Ist (a,) komplex,
so heifit die Reihe Y " | Rea, Realteil der komplezen Reihe Y >~ | a, und >~ Ima, heift

Imagindrteil von Y~ | a,.

(b) Fine komplexe Reihe konvergiert genau dann, wenn ihr Realteil und ihr Imagindrteil
beide konvergieren. In diesem Fall ist Y~ a Yoo Rea, +i> .7 Imay,, also

Re (3 an) => " Rea, und Im (3, an) = Zn: Ima,,

Wichtige Beispiele: (1) Die geometrische Reihe >~ /2", wobei z € C, konvergiert genau
dann, wenn |z| < 1. Fiir [z| < 1ist Y - 2" = (1—2)""

(2) Die harmonische Reihe Y7 | & ist divergent. Die Reihe Y07, =, k > 2 ist konvergent.

Satz 7.1. Seien (a,) und (bn) Folgen und sy == a1+ ...+ ay, N € N.

(1) Monotoniekriterium: Sind alle a, > 0 und ist die Folge (sy)nen beschrinkt, so
konvergiert Y >~ a
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00
n=1

(2) Ist Y " | an konvergent, p € N, so konvergiert 3 2 a, und Y37 a, =)

P
n=1 On-

(8) Ist 3" an konvergent und definiert man ry = Y ., ay fir jedes N € N, so gilt
ry — 0 (N — o), dh die “Reihenendstiicke” konvergieren gegen Null.
(4) Ist ">, an konvergent, so folgt a, — 0.

(5) Sind Y a, und >~ b, konvergent und o, € R (oder in C), so konvergiert
Yoo (aan, + Bby) und es gilt Y7 (aan, + Bby) =ad oo an + 5D 0 by

Ay —

7.2 Absolut konvergente Reihen

Die Reihe Y7 | a,, heifit absolut konvergent , falls Y~ |a,| konvergiert (dh also, falls die
Reihe iiber die Absolutbetrige der a,, konvergiert).

Satz 7.2. Ist Y " a, absolut konvergent, so ist >~ a, konvergent und es gilt die
“Dreiecksungleichung fir Reithen”:

o0 [e.e]
PICAEDIIAL
n=1 n=1

7.3 Majoranten- und Minorantenkriterium

Seien (a,) und (b,) Folgen.

(1) Gilt |a,| < b, fir fast alle n € N und ist >~ b, konvergent, so ist Y~ a, absolut
konvergent.

(2) Gilt a,, > b, > 0 fiir fast alle n € N und ist ), b, divergent, so ist auch ) >, a,
divergent.

7.4 Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen

Sei (b,) eine monoton fallende Folge mit b, — 0. Setzt man a,, := (—1)"b,, n € N, so
konvergiert >~ | a.

7.5 Wurzelkriterium

Sei (ay,) eine Folge und a := limsup{/|a,| € [0, oo].

n—oo

1) Ist « < 1, soist > o7 . a, absolut konvergent.
( n=1 g
(2) Ist a > 1, so divergiert Y > | ay.

Bemerkung 7.2. Ist a = 1, so liefert das Wurzelkriterium keine Entscheidung.
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7.6 Quotientenkriterium

Sei (a,) eine Folge mit a,, # 0 fiir fast alle n € N und ¢, := ]“Z—:l] fir n mit a, # 0.
(1) Ist ¢, > 1 fiir fast alle n € N, so ist >~ | a, divergent.

(2) Ist limsupe, < 1, soist Y, a, absolut konvergent.

Ist liminf ¢, > 1, so divergiert > 7  a,.

e}

Bemerkung 7.3. Konvergiert (c,) gegen o, so ist fir a < 1 die Reihe ) >~ a, absolut
konvergent und fir o > 1 ist Y a, divergent. Im Falle o = 1 ist keine allgemeine
Aussage moglich.

7.7 Die Exponentialreihe

Wir betrachten > 2 fiir z € C. Die Reihe konvergiert fiir jedes z € C absolut.

n:

Definition 7.2. Die Eulersche Zahl ist e := > >0 2

n=0 n!"

Satz 7.3. Es gilt e = lim,, ., (1 + %) )

7.8 Das Cauchyprodukt

Seien >~ a, und Y>> b, Reihen. Setze fiir jedes n € Ny:

Cp 1= Z akbn— = aobn + a1bp—1 + ... + an—1b1 + azbo.
k=0

Die Reihe Y 7 ¢, heiBt das Cauchyprodukt der Reihen Y 7 ja, und > by.

Satz 7.4. Sind die Reihen ) > ja, und Y b, absolut konvergent, so ist auch thr
Cauchyprodukt Y7, ¢, absolut konvergent und es gilt >~ jcn = (D" gan) (O ey bn) -

7.9 Die Exponentialfunktion

Da die Exponentialreihe nach 7.7 fiir jedes z € C konvergiert, konnen wir durch

E:C—C, ZHE(Z)::ZZ—

n!
n=0

eine Funktion definieren, F heifit die komplexe Exponentialfunktion .
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0) Es gilt £(0) =1und E(1) =e

1) Fiir alle z,w € C gilt E(z)E(w) = E(z +w).

2) Fiir alle z € C gilt F(z) # 0 und E(z)~' = E(—2), sowie F(z)" = E(nz) fiir alle n € Z.
3) Fiir alle z € R gilt E(x) € R und E(z) > 0; fiir x > 0 gilt E(z) > 1.

4) Fiir alle z,y € Rgilt: x <y = E(z) < E(y).

5) Es ist sup{E(z) : ¢ € R} = 0o und inf{E(z) : x € R} = 0.

6) Fiir alle 2z € C gilt B(Z) = E(2).

7) Fiir alle z,y € R gilt E(z +iy) = E(x)E(iy) und |E(iy)| = 1.

8) Fiir alle z € R gilt {/E(x) = E(2).

9) Fiir alle z € C gilt |E(2)| = E(Rez).

10) Fiir alle h € C gilt |E(h) — 1| < |h|E(|h]).

11) Fiir alle h € C\ {0} gilt |28 1] < |n|E(|A]).

Bemerkung und Definition: Wegen (2), (8) und 7.7 gilt fiir alle m € Z und alle n € N:

" = E(m), {L/E:E<1>, \”/e_m:E<%> = (/e)™.

n
Man schreibt deshalb auch e* := F(z) oder exp(z) := E(z) fiir jedes z € C.

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

7.10 Sinus und Cosinus

Wir definieren die Funktionen sin : C — C und cos : C — C durch

1

sin z := —
2

(e” —e ™) und CoS 2 1= 5(6” +e ).

(0) Es ist sin0 = 0 und cos0 = 1.
(1) Reihendarstellungen: Fiir jedes z € C gilt:

. B 0 (_1)n22n+1_ ZS 25
SIlnz = Zomz—g—i—g—,
B e (_1)n22n_ 2,2 24 2’6

n

Il
=)

(2) Eulerformel: Fiir alle z € R gilt sinz € R und cosz € R, sowie

e’ =cosz +isinz
(3) Fiir alle # € R gilt  (sinx)? + (cosz)? = 1,also |sinz| < 1, |cosz| < 1.
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(4) Additionstheoreme: Fiir alle z,w € C gilt:

sin(z +w) = sinzcosw + cos zsinw,

cos(z+w) = coszcosw — sin zsinw.

Abschatzungen:

(4) Fiir alle h € C gilt: |sinh| < |h|E(|h]).

(5) Fiir alle h € C gilt: |cosh — 1| < |h|E(|h]).

(6) Fiir alle h € C\ {0} gilt: |32 — 1] < |h|E(|h]).
(7) Fiir alle h € C\ {0} gilt: [<==1] < |n|E(|h]).

Man kann die Exponentialfunktion e* so definieren: e* = E(z).

7.11 Potenzreihen

Definition 7.3. Sei zy € C. Eine Potenzreihe (PR) um zq hat die Form Y an(z —2)",
wobei (an)nen, €ine Folge in C ist. Die a, heiffen Koeffizienten der Potenzreihe und zg
heifst Entwicklungspunkt.

Wir nennen eine Potenzreihe reell, falls zo € R und alle a,, reell sind.

Definition 7.4. Sei )~ a,(z—z)" eine Potenzreihe. Der Konvergenzradius ist definiert
durch

(Formel von Cauchy-Hadamard)

R:= !
 limsup {/]an|

Satz 7.5. |z — 29| < R = Potenzreihe absolut konvergent.
|z — 20| > R = Potenzreihe divergent.

Satz 7.6. (Konvergenzradius R tiber Quotienten): Sei Y _,a,(z — 20)" eine Potenzreihe.

Wenn ‘GZ—“‘ — «a, wobei 0 < a < o0, dann R = é

An41

An+1 An+1
an

an

Achtung: lim sup oder lim inf geben nicht, was der Konvergenzradius ist.

8 Stetigkeit

8.1 Limes, Definition der Stetigkeit, Kriterien fiir Stetigkeit

Definition 8.1 (Limes). Sei f: R — R, zg,y € R. Wir sagen

lim f(z) =y,

T—TQ
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wenn Ye >0 36 > 0, so dass
0<|z—m| <d = |f(z) —y| <e.

Bemerkung 8.1. Der Limes kann ahnlich definiert werden, wenn f : D — R, mit D
Intervall oder endliche Vereinigung von Intervallen *. In diesem Fall muss 0 < |x — x| < &
durch x € D und 0 < |z — x| < 0 ersetzt werden. Im Rest der Vorlesung ist mit D eine
solche Menge gemeint. Der Limes kann auch fir kompliziertere Mengen definiert werden,
aber wir fihren hier die Definition nicht ein.

Definition 8.2. Sei f: D — R und xq € D 2. f heiit stetig in xo, wenn
Jim f(2) = f(zo).
f heit stetig, falls sie stetig in y ist Vy € D.

Satz 8.1. (i) Alle folgende Funktionen sind stetig: Polynome, sin, cos, Exponentialfunk-
tion.

(i) f stetig in xo und g stetig in f(xg) = go f ist stetig in xq.

(iii) wenn f, g stetig in xo, dann f+ g, f - g sind stetig in xg. Wenn dazu g(x¢) # 0 dann
15t 5 stetig in xg.

Satz 8.2. Sei f : D — R . Dann

lim f(z) =y < lim f(z,) =y, fir alle Folgen in D/{zy} mit x, — x.

T—TQ

8.2 Zwischenwertsatz

Satz 8.3 (Zwischenwertsatz). Seien a < b und f : [a,b] — R stetig. Wenn f(a) < f(b)
[f(a) > f(b)] und ¢ € R mit f(a) < ¢ < f(b) [f(a) > ¢ > f(b)] dann 3x¢ € (a,b) mit
f(zo) = c.

Folgerung: Sei f : I — R stetig, wobei [ ein Intervall ist. Dann ist f([) auch ein Intervall.

8.3 Einseitige Grenzwerte

Definition 8.3 (Einseitige Grenzwerte). Sei f : R — R eine Funktion und zo,y € R.
Dann

lim f(z)=y [bzw. lim f(z)=y],

T—x0+ T—T0—

wenn Ve >0 30 > 0, so dass vo < v < xo+ 0 [bzw. v — 6 < x < x9] = |f(x) —y| <e.
In diesem Fall heiit y rechtsseitiger [bzw. linksseitiger] Limes von f in x.

'Hier das Intervall [a,a] = {a} ist nicht zu beriicksichtigen

2Der Begrief der stetigen Funktion kann fiir D eine beliebige nicht leere Teilemge von R eingefiihrt
werden (und nicht nur fiir endliche Verreinigung von Intervallen). Hier fithren wir aber diese Definition
nicht ein.
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Satz 8.4. Sei f : R — R eine Funktion und xo,y € R. Dann

lim f(z) =y < (xgg)l_f(x) =yund lim f(z) Zy) :

Bemerkung 8.2. Die Definition und der Satz oben sind anwendbar fiur Funktionen f :
D — R, wobei D C R, wenn es sinnvoll ist, im,_,,, f(x) und lim, ., f(x) zu betrachten.

Bemerkung 8.3. Man kann lim, ., f(r) = y mit xo,y € R U {—o0,00} und
lim, .o+ f(z) = y mit g € R,y € RU {—00,00}. Die Definitionen sind dhnlich wie
im Fall von folgen, und die Intuition ist die gleiche.

8.4 Monotone Funktionen

Definition 8.4. Sei() # D C R und f : D — R eine Funktion. f heiffit monoton wachsend
[bzw. monoton fallend/, falls fir alle x1,25 € D gilt:

11 S @ = f(z1) < f(x2)  [bzw. f(z1) = f(22)]-
f heifit streng monoton wachsend [bzw. streng monoton fallend/, falls fir alle x1,29 € D
qgilt:

r1 < 9 = f(x1) < f(x2) [bzw. f(z1) > f(x2)].

f heifst monoton, falls f monoton wachsend oder monoton fallend ist, und f heifit streng
monoton, falls f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Satz 8.5. Sei I C R ein Intervall und f: I — R streng monoton wachsend [bzw. fallend].

(a) Dann ist f injektiv und die Umkehrfunktion =% : f(I) — R ist ebenfalls streng mono-
ton wachsend [bzw. fallend).

(b) Ist f zusdtzlich stetig, so ist f(I) ein Intervall und f=': f(I) — R ist stetig.

9 Logarithmus und trigonometrische Funktionen

Es gilt exp(R) = (0,00). Die Abbildung exp : R — (0,00) (Exponentialfunktion) ist
bijektiv, stetig und streng monoton wachsend.

Definition 9.1 (Logarithmus). Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp : R —
(0,00) heift (natiirlicher) Logarithmus In : (0,00) — R, d.h. also Inz := exp~(x) fiir
z € (0,00).

Eigenschaften: In ist streng monoton wachsend und stetig. Es gilt In((0, 00)) = R, In(1) =
0 und In(e) = 1, sowie Inx — oo fiir x — oo und Inx — —oo fiir z — 0+. Fiir alle z,y > 0
gilt

In(zy) =Inz+Iny und In(zx/y)=Inz—Iny.
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Definition 9.2 (Die allgemeine Potenz). Wir definieren fir a > 0 die allgemeine Potenz:

T

a® :=exp(zlna) fir jedes z € R.
Sei a > 0,a # 1. Dann ist die Funktion R — (0, 00), x — a”, streng monoton, stetig und
bijektiv.

Definition 9.3 (Der allgemeine Logarithmus). Die Umkehrfunktion von a® bezeichnet
durch log, : (0,00) — R heifit Logarithmus zur Basis a. Es ist also log,(a®) = x fiir alle
r € R und a°%¥ =y fiir alle y € (0, 00).

Satz 9.1. Fiir alle y € (0,00) gilt log, y = 1%,

Satz 9.2. Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R stetig. Dann hat f ein Minimum
und ein Mazimum in [a,b], d.h. es gibt x1, x5 € [a,b], so dass

f(@1) < f(x) < fla2), Vo € [a,b].

Bemerkung 9.1. Die Aussage des Satzes gilt auch, wenn [a,b] durch Uj_,[a;,b;] ersetzt
wird, wobei n € N und a; < b; fir alle j € {1,...,n}.

Vz € R gilt:

(i) sin(—z) = —sin(z), cos(—z) = cos(x)

(ii)sin(z + ) = —sinz, cos(x + 7) = — cos x;

(ili) sin(z 4 27) = sinx, cos(x + 27) = cosx (dh sin und cos sind 2w-periodisch).
(iv) sin(m — ) = sin(x), cos(m — x) = — cos(z); (v) sin(z + §) = cosz.

Nullstellen von sin und cos:

Fiir v € R gilt: cosz = 0 < es gibt k € Z mit v = (2k +1)7.
Fir x € R gilt: sinz = 0 < es gibt k € Z mit z = k.

Fiir k € Z gilt: cos(km) = (—1)* und sin(k7) = 0.

Arcuscosinus Die Funktion cos : [0, 7] — [—1, 1] ist bijektiv, stetig und streng monoton

fallend und ebenso ihre Umkehrabbildung arccos : [—1,1] — [0, 7] und sie heifit Arcuscos-
inus.
Arcussinus Die Funktion sin : [-7, 7] — [—1, 1] ist bijektiv, stetig und streng monoton

wachsend und ebenso ihre Umkehrabbildung arcsin : [~1,1] — [~7, 7] und sie heifit Ar-
cussinus.
Tangens Die Funktion

sinx

tan:R\(g—i—ﬂZ) — R, z+ tanz:= -

heiflt Tangens. (Beachte, dass die Menge 7 +7Z genau die Nullstellen des Cosinus enthélt. )
Arcustangens tan : (—7/2,7/2) — R ist streng monoton wachsend, stetig und bijektiv
und ebenso ihre Umkehrfunktion arctan : R — (—x/2,7/2) und sie heifit Arcustangens.
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Anwendung (Polarkoordinaten) Fiir jede komplexe Zahl z € C\ {0} gibt es genau ein
r € (0,00) und genau einen Winkel ¢ € (—m, 7] mit z = re’®. Dabei heifit r = |z| Linge
von z und ¢ =: arg z heiit das Argument von z.

Wie wird argz bestimmt? Wenn z=a+bi, wobei a,b € R mit z # 0, dann ¢ =
arctan(b/a) fir a > 0, ¢ = sgn(b)7/2 fir a = 0 (sgn(b) = ﬁ), sowie ¢ = m + arctan(b/a)
fir a <0, b >0, und ¢ = —7 + arctan(b/a) fir a,b < 0.

10 Differentialrechnung

10.1 Differentiarbarkeit

Im Rest des Kapitels ist I C R ein Intervall 3.

Sei f: I — R eine Funktion und zy € 1.

Definition 10.1. f heifft in zo € [ differenzierbar (dbar), falls der Limes
J(@)—f(x0)
0

lim, ., p—

ichnung: f'(zo).

existiert in R. Dieser Grenzwert heifit die Ableitung von f in xq. Beze-

Die Funktion f heifst auf I differenzierbar, falls f in jedem x € I differenzierbar ist.

f(zo+h)—f(z0) )

Bemerkung 10.1. Es ist lim,_,,, @)=t limy, o .

r—x0

Satz 10.1. Ist f in xq differenzierbar, so ist f in xy stetig.

10.2 Ableitungsregeln

Satz 10.2 (Abbleitungsregeln). (a) Seien f,g : I — R Funktionen, die in xo € I
differenzierbar sind, und o, 5 € R. Dann gilt:

(1) af + Bg ist differenzierbar in zo € I und
(af + B9) (x0) = uf'(z0) + Bg' (20).
(2) fg ist differenzierbar in xo und
(f9) (w0) = f'(z0)g(wo) + f(20)g'(x0)  Produktregel.

(3) Ist g(xo) # 0, so gibt es ein § > 0 mit g(x) # 0 fiir alle x € J :== 1N (xg— 6,20 + 0).
Die Funktion § :J = R ist in xg differenzierbar und
(i)’ () = L E0)(0) = F(z0)g/ (o)

9

g(wo)?

Quotientenregel.

3Aber kein Intervall der Form [a,a]={a}.
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(b) Sei f: 1 — R inxzg € I differenzierbar und J C R ein Intervall mit f(I) C J. Sei
g:J = Rinyy:= f(xg) differenzierbar. Dann ist go f : I — R in xy differenzierbar und
(g0 f)(z0) = g'(f(x0)) - f'(w0)  Kettenregel.

Satz 10.3 (Satz iiber die Umkehrfunktion). Sei f : I — R stetig und streng monoton
auf I. Ist f in xg € I differenzierbar und f'(z¢) # 0, so ist die Umkehrfunktion f=! :
f(I) = R inyg := f(xo) differenzierbar und

1 1
f_l / y —= —_= .
0 = ) = )
Definition 10.2. Eine Funktion f : I — R hat in o € I ein lokales Maximum | bzw.
Minimum/, falls es ein 6 > 0 gibt, so dass

Ve e IN(xg— 0,20+ 9) gilt f(z) < f(zo) [ bzw. f(x) > f(xo)].

Ein relatives oder lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum
4

Bemerkung 10.2. Ein Extremum (Mazximum oder Minimum) einer Funktion, ist auch
ein lokales Extremum der Funktion.

Satz 10.4. Die Funktion f : I — R habe in xq € I ein lokales Fxtremum und sei in xg
differenzierbar. Gibt es ein 6 > 0 mit (xg — 0,29 +0) C I, so ist f'(xg) = 0.

Korollar 10.1. Sei f : [a,b] — R stetig. Wenn f differentierbar ist auf (a,b), dann
max [ := max f([a,b]) = max f({a,b} U A)

min f := min f([a, b]) = min f({a,b} U A),
wobei A = {x € (a,b) mit f'(x) =0}.

10.3 Mittelwertsatz und Folgerungen

Satz 10.5. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (MWS) Sei [ : [a,b] — R
stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

b) — f(a
g - H0=1)
Folgerungen Seien f,g: I — R auf I differenzierbar.
(1) f ist auf I konstant < f' =0 auf .
(2) Ist f" = ¢’ auf I, so gibt es ein ¢ € R mit f = g+ c auf I.

(3) Ist f/ >0 [bzw. f' <0, f' >0, f' < 0] auf I, so ist f auf I monoton wachsend [bzw.
monoton fallend, streng monoton wachsend, streng monoton fallend].

4In dieser Definition kann I ersetzt werden durch eine Menge die kein Intervall ist.
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10.4 Hohere Ableitungen und Taylorsatz

Sei I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar (dbar).

Definition 10.3. (a) f heif§t in xy € I zweimal differenzierbar, falls f' in xy differenzierbar
ist. Dann heifSt

[ (o) := () (w0)
die 2. Ableitung von f in z.

f heifit auf I zweimal differenzierbar, falls f' auf I differenzierbar ist. Dann heifit f" = (f')
zweite Ableitung von f auf .

Entsprechend definiert man im Falle der Existenz f"(z¢), f® (x0) etc. bzw. f”, f&, ...

Definition 10.4. Sei n € N. f heifst auf I n-mal stetig differenzierbar, falls f auf I
n-mal differenzierbar ist und f, f, f",..., f™ : I — R stetig sind. Dafiir schreiben wir
fec™().

Auperdem: f € C°(I) = C(I), falls f auf I stetig ist, und f € C>(I), falls f € C"(I) fir
jedes n € N gilt, dh wenn f auf I beliebig oft differenzierbar ist.

Bemerkung 10.3. Wenn eine Funktion differentierbar ist, dann ist die Abbleitung nicht
unbedingt eine stetige Funktion.

Satz 10.6 (10.12 Satz von Taylor). Sein € Ny := NU {0}, f € C*(I) und f™ sei auf I
differentierbar. Seien x,xy € I. Dann gibt es ein £ zwischen x und xo mit

F0) = S+ Ly E) e EEO gy
. f(k) Lo k f(nH) g n+1
= kZ:O k<! )(x — x9) + W—l()')(x — Zo) )

n-tes Taylorpoly)?om To(f;mo)(x) Ttes Restglied Ry (f,xo)(x)

Definition 10.5. Falls f € C*(I), heit die Potenzrreihe Y -, f(k;(!m)(x — x0)* Taylor-
rethe der Funktion f.

Korollar 10.2. Sei f € C*(I), und xy € I. Dann

®) (1
e,

2 —x0)* = f(x) Vxel),

JL%T"(f;xO)(x) — flz) Voeel ( d.h. io:
k=0

genau dann wenn R, (f, xo)(z) — 0 fiir jedes x € 1

Wenn die Aussagen des Korollars gelten, ist die Funktion durch ihre Taylorreihe darstellbar.
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Satz 10.7 (10.13 Folgerung des Taylorsatzes). Sein > 2, I C R ein Intervall, f € C"(I)
und xo € I mit xo kein Randpunkt von I. Weiter set

f(wo) = f'(w0) = ... = f(nfl)(l’o) =0 und f(n)(%) # 0.
(a) Ist n gerade und f™(zo) > 0 [bzw. f™(xo) < 0/, so hat f in ¢ ein lokales Minimum
[bzw. ein lokales Mazimum).

(b) Ist n ungerade, so hat f in xy kein lokales Extremum.

Bemerkung 10.4. Allgemeiner sei f € C*(I) mit f” > 0 auf I [bzw. mit f" <0 auf 1].
Solche Funktionen heiffen konvex [bzw. konkav/. Es gilt dann:

Ist gy € I mit f'(z9) = 0, so hat f in z( ein globales Minimum [bzw. ein
globales Maximum].

10.5 Die Regeln von de I’Hospital

Satz 10.8 (10.11 Die Regeln von de I’Hospital). Seien a € R, b € RU {oo} und
L e RU{—00,00}. Seien f,g: (a,b) — R auf (a,b) differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle

T

x € (a,b). Weiter sei lim,_,,, ) = L.
(a) Ist lim,_;, f(z) = lim,_, g(z) = 0, so gilt
TPACH

z—b g(x)
(b) Ist lim,_;, g(x) = +o0, lim,, f(x) = Lo0, so gilt

i I _p

z=b g()

Bemerkung 10.5. Ahnliche Aussage gilt, wenn man (a, b) durch (b,a) ersetzt. In diesem
Fall kann b = —oo anstatt b = oo betrachtet werden.

Satz 10.9. Sei )~ an(x—x0)" eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0, o0],
I:=(x0— R,x0+ R) und

o0

f:I—=>R, z— f(z Zanx—xo

n=0

Dann ist f auf I differentierbar, und fur jedes x € I gilt

[o.¢]
= Z nay(x — 0)" .
n=1

Insbesondere ist f stetig in 1.
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10.6 Ableitung von Potenzreihen

Satz 10.10 ( Ableitung von Potenzreihen). Sei Y > a,(z — x)" eine reelle Potenzreihe
mit Konvergenzradius R € (0,00], I := (xg — R, zo + R) und

fI=R, x— f(zx):= Zan(x — xo)".
n=0
Dann ist f auf I differentierbar (insbesondere stetig), und

fl(z) = Z”an(l“ — iEo)n_l Ve el.
n=1

11 Integration

Im Rest der Vorlesung sind a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R beschrankt, d.h. das Bild
f(la, b)) ={f(z) : z € [a,b]} von f ist beschrankt.

11.1 Ober- und Untersummen, oberes und unteres Integral

Definition 11.1. Z := {xg, z1,...,x,} heiffit eine Zerlegung von [a,b], falls a = xo < x1 <
.. <z, =0b.
Sei Z = {xo,1,...,x,} eine Zerlegung von [a,b]. Fiir j =1,2,...,n setze

]j = [xj_l,xj], |IJ| =T X1, My = mff(Ij), Mj = Sup f(IJ>

sp(Z) = Y5y myllj] [Sf(Z) = Mj|Ij|] heiBt Untersumme [Obersumme| von f bzgl.
Z

Sei m := inf f([a,b]) und M := sup f([a,b]).

Satz 11.1. Seien Zy, Zy Zerlequngen.

(1) Es gilt m(b —a) < s¢(Z1) < Sf(Zy) < M(b—a).

(2) Ist Zy C Zs, so gilt sf(Z1) < sp(Z2) < Sp(Z2) < Sp(Zy).

Definition 11.2. s; := sup{s;(2) : Z ist Zerlequng von |a, b]}(unteres Integral von f iber [a,b])
Sy =1inf{S((Z) : Z ist Zerlegung von |a,b]}(oberes Integral von f iber [a,b]).

Es gilt m(b—a) < sy < Sy < M(b—a).
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11.2 Riemann Integrierbarkeit, Riemann Integral

Definition 11.3 (11.2). f heifit (Riemann-)integrierbar (ib)(, falls sy = Sy gilt.
In diesen Falle heifst

/abfd:c = /abf(az) dx = Sy(= sy)

das (Riemann-)Integral von f dber |a,b] .

Definition 11.4. R|a,b] := {g : [a,b] — R : g beschrdnkt und integrierbar}

Fiir eine Zerlegung Z, definieren wir

| Z|| == max{|[;| : 7 =1,2,...,n} (Feinheit von Z).

Ein n-Tupel £ = (&, ...,&,) heiit passender Zwischenvektor, wenn &; € I; fiir jedes j =
1,...,n gilt. Fiir einen solchen £ heif3t

01(Z,§) = Zf(fj)“j\

eine Riemannsche Summe . Wegen m; < f(&;) < M; gilt dabei s;(Z) < 04(Z,€&) < S¢(2).

Satz 11.2 (11.7). Sei f € Rla,b] und (Z;)ien eine Folge von Zerlegungen mit ||Z;|| — 0,
sowie (€W) eine Folge von passenden Zwischenvektoren. Dann gilt

b
lim af(Z,,gm)_/ fdz.
l—00 a

Bemerkung 11.1. Der Satz beschreibt wie ein Integral approzimiert werden kann (z.B.
mit Computer). Das ist niitzlich, wenn es unmdglich ist das Integral explizit zu berechnen.

11.3 Eigenschaften des Riemann Integrals

Ist f: [a,b] - R mit f(z) = c fiir alle = € [a,b] dann f € R[a,b] und f;fd:c =c(b—a).
Ist f: [a,b] — R stetig, so ist [ integrierbar, d.h. f € R[a,].

Seien f, g € Rla,b]. Dann

(1) Gilt f < g auf [a,b], so ist f;fdx < fabgdx.

(2) fg € Rla,b] und fiir o, 5 € Rist af + g € R[a,b] und

/ab(af—i-ﬁg)dx:a/abfdx+5/abgdm.
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(3) |f] € R[a,b] und ’ fabfdx‘ < fab |f| dz (Dreiecksungleichung fiir Integrale).

(4) Wenn a < ¢ < b dann f € Rla,c], f € R[c,b] und fabfdx = f:fdx+fcbfda:.
Im Rest des Kapitels ist I ein Intervall.

Definition 11.5 (11.11). Sind f, F : I — R Funktionen, wobei F' auf I differenzierbar ist
mit F' = f auf I, so heiffit F' eine Stammfunktion von f auf I.

11.4 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Partielle
Integration, Integration durch Substitution

Satz 11.3 (11.10 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f :
la,b] — R stetig.

(1) F:a,b] = R, z = F(x) := [ f(£)dE ist eine Stammfunktion von f auf [a,b].

(2) Ist G : [a,b] — R eine Stammfunktion von f auf [a,b], so gilt

LU@Mx—ﬂ@—G@)Qamw

Fiir eine Stammfunktion von f schreibt man auch [ f(z)dz (unbestimmtes Integral) .

Satz 11.4 ( Partielle Integration). Seien f,g € C'(I). Dann gilt

/f’gda::fg—/fg'dx auf I.
Ist I = |a,b], so gilt
b b b
| 1@ ds = r@g@)] - [ s do

Satz 11.5 (11.13 Integration durch Substitution). Sei I C R Intervall, f : I — R
stetig und uw € C*(I) mit u(I) C I. Ist F' eine Stammfunktion von f dann gilt

(i) [ f(u(z))u'(x)de = F(u(z)) + ¢, wobei ¢ € R.
(ii) [ f(u(@)(x)de = [10) f(u)du = F(u(b)) — F(u(a)).

12 Uneigentliche Integrale

In dieser Vorlesung:
(1) Ist I € R ein Intervall und f : I — R eine Funktion, so sei f iiber jedes Intervall
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la,b] C I integrierbar.
(2) Es seien stets a,b € R, « € RU{—o0} und f € RU {oco} mit o < bund a < .

13.4 Konvergenz uneigentlicher Integrale Sei f : [a,3) — R (bzw. (a,b] — R) eine
Funktion. Das uneigentliche Integral ff f(x)dx (bzw. f; f(x)dr) heiBt konvergent, falls

der Limes lim,,g_ [ f(x)dz (bzw. lim, . frb f(x)dr) existiert und reell ist. In diesem
Fall setzt man

/f fydr= i [ p@ae (o [ ' fa)do = i, / ' fw) ).

Ein nicht konvergentes uneigentliches Integral heifit divergent.

Definition 12.1. Sei f : (a, f) — R eine Funktion. Das uneigentliche Integral ff f(z)dx
heifit konvergent, falls es ein ¢ € (a, ) so gibt, dass die uneigentlichen Integrale f; f(z)dx

und fﬁ ) dx beide konvergent sind. In diesem Fall setzt man

/jf(x) dz = /:f(m) da:+/cﬁf(x) dx

und die Deﬁm’tion ist unabhdngig von ¢ € (« B).
Das Integral f B x) dx heif$t divergent, falls f 5 x) dz nicht konvergent ist.

Definition 12.2 (Absolut konvergente uneigentliche Integrale). Ein uneigentliches Inte-
gral [, f(x)dx (Integral iber das Intervall I) heift absolut konvergent, falls [, |f(x)|dx
konvergent 15t

Satz 12.1 (13.7). (1) Ist f] x) dz absolut konvergent, so ist f] x) dx konvergent und

< / ()] de.

(2) Majorantenkriterium: Ist |f| < g auf I und [, g(x) dz konvergent, so ist [, f(z)dx
absolut konvergent.

(3) Minorantenkriterium: Ist f > g > 0 auf I und f[ ) dz divergent, so ist fl x)dx
divergent.

x)dx
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13 Grundzige der linearen Algebra

In diesem Kapitel schreiben wir K fiir R oder C. Alle Aussagen Definitionen unten sind
anwendbar wenn K = R oder K = C.

Definition 13.1.
K" = {(x17$27"'7xn) C Xy er'U,T’j = 1,2,...,n}.

Wir definieren
+: K" x K" — K", o Kx K'— K"

durch komponentenweise Addition bzw. komponentenweise Multiplikation mit o, dh durch

(xl,xz,...,xn)+(y1,y2,...,yn) = <I1+y17x2+92w~axn+yn)
a-(T1,29,...,2,) = (axy,axs,...,ax,).

Der Punkt - fiir die Multiplikation mit Skalaren wird gewohnlich weggelassen.

13.1 Vektorraumaxiome

Setzen wir V' = K", wobei n € N, so haben + : VXV — V und - : Kx V — V die
folgenden Eigenschaften:

(V1) (x4+y)+z=x+ (y+ 2) fir alle z,y, z € V (Assoziativitit),

(V2) x4+ y =y -+« fir alle z,y € V (Kommutativitit),

(V3) es gibt eine 0 € V mit x + 0 = « fir alle z € V' (Existenz der Null),

(V4) fiir jedes x € V gibt es ein —x € V mit x 4+ (—z) = 0 (Existenz des Negativen),
(V5) (af)r = a(fx) fir alle a, f € K, z € V (Assoziativitat der Multiplikationen),

(V6) a(z+y) = art+ay und (a+p)r = ax+pu firalle o, § € K, z,y € V (Distributivitét),
(

V7) 1z =z fir alle z € V (Kompatibilitét).

v
Vv

Definition 13.2. Ist V # () eine Menge mit Verknipfungen + : VXV — V und - : KxV —
V', fiir welche die Eigenschaften (V1)=(V'7) gelten, so heifst V' ein Vektorraum tber K oder
ein K-Vektorraum (K-VR). Die Elemente eines Vektorraumes heifien Vektoren .

Allgemein: jeder C-Vektorraum ist auch ein R-Vektorraum.

13.2 Untervektorraume und linearer Aufspann

Sei V ein K-Vektorraum.
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Definition 13.3. Fine Teilmenge U C 'V heifit Unter(vektor)raum oder linearer Teilraum
von V', wenn

(i) U # 0 ist und

(ii) fir alle x,y € U, a € K gilt:  +y € U und ax € U.

Definition 13.4. Sei V' ein K-Vektorraum, n € N und vy, v, ..., v, Vektoren aus V.
Fine Linearkombination (LK) der Vektoren vy, vs, ..., v, ist ein Vektor der Form

n
g av;  mit aq, g, ... 0 € K
Jj=1

Ist V' ein K-Vektorraum und O # M C V', so ist
lin(M) := {Zajvj :n € Ng,a; €K v; € M}
j=1

ein  Untervektorraum wvon V', genannt der wvon M erzeugte Untervektorraum /
lineare Aufspann von M .

13.3 Affine Teilraume

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heifit affiner Teil- oder Unterraum von
V', falls es einen Untervektorraum U von V und ein v € V' gibt mit

W=v+U={v+u:uelU}.

13.4 Lineare Unabhangigkeit

Sei V ein K-Vektorraum.

Definition 13.5. Man ninnt n Vektoren vi,vs,...,v, € V linear unabhdngig , falls fiir
alle ay, a, ..., € K gilt:

n

g ajv; =0 = a=ax=...=a,=0.

7j=1
Sind vq, vy, ..., v, nicht linear unabhangig, so heiflen sie linear abhangig . Die Vektoren
V1, Vs, ..., U, sind also genau dann linear abhéingig, wenn es aq, s, ..., «a, gibt, die nicht

alle = 0 sind, mit > 7, ajv; = 0.
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13.5 Zeilenumformungen, Zeilenstufenform

Seien n Vektoren vy, vq,...,v, aus dem K™ gegeben, deren lineare Unabhangigkeit wir
untersuchen wollen. Dabei sei v; = (vj1,v)2, ..., Vjm) fir j =1,2,...,n. Wir schreiben die
Vektoren vy, vs, ..., v, als Zeilen in eine Matrix A, dh
Vi1 V12 ... Uim
A= V21 V22 ... Uam
Unt Upn2 ... Unm

Die Matrix A ist eine n x m-Matrix mit n Zeilen und m Spalten. Wir schreiben dafiir
A e Kmm,

Die Matrix A bringen wir in eine Form, an der wir die lineare Unabhéngigkeit der Zeilen
ablesen konnen, mittels der folgenden Zeilenumformungen fiir eine gegebene n x m-Matrix
B mit Zeilen wq,ws, ..., w, € K™

(Z1) Ersetze eine Zeile w; durch aw;, wobei o € K\ {0}
(Z2) Ersetze eine Zeile w; durch w; + fwy, wobei § € K und k # j
(Z3) Vertausche die Zeilen w; und wy, wobei j # k.

Bemerkung 13.1. Die Zeilen von B sind genau dann linear unabhdangig, wenn die Zeilen
der umgeformten Matriz linear unabhdngig sind.

Satz 13.1. Jede Matriz A € K™ kann man durch endlich viele Zeilenumformungen in
eine Matriz C' € K™*™ dberfihren, die in Zeilenstufenform (ZSF ) ist. Dabei heifit

Ci1 €Ci2 ... Cim
C _ Cy1 C22 ... Com
Chl1 Cn2 ... Cpm

in Zeilenstufenform, falls es einr € {0,1,...,n} und 1 < ky < ke < ... <k, <m gibt mit
(i) fir j =1,2,...,7 gilt ¢ =0 fiir k =1,2,...,k; — 1 und v; := cjr; #0;
(1) fir j=r+1,...,n gilt ¢ =0 fir alle k =1,2,...,m.

13.6 Basen und Dimension, Zeilennormalform

Sei V' ein K-Vektorraum.

Satz und Definition: Sei n € N. Die Vektoren by, b, ..., b, € V heilen Basis von V | falls
sie linear unabhéngig sind und lin{by, bs, ..., b,} = V gilt. In diesem Fall enthalten je zwei
Basen von V' die gleiche Anzahl von Elementen. Diese Zahl heifit die Dimension von V|
geschrieben dim V.
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Bemerkung 13.2. FEin C-Vektorraum von Dimension n ist ein R-Vektorraum von Di-
mension 2n.

Bemerkung 13.3. Wir betrachten die Vektoren ey,...,e, € R", wobei e; =
(0,...,0,1,0,...,0) (alle Komponenten sind Null auer der j-ten). Dann ist e, ..., e, eine
Basis von R" genannt die Standardbasis.

Definition 13.6. Ist n € N und by,bs,...,b, eine Basis von V', so gibt es zu jedem v € V'
eindeutig bestimmte oy, ao, ..., a, € K mit v = a1by + anbs + ... + @b, = Z?zl a;bj. Die
a1, Qa, . .., oy heiffen Koordinaten von v bzgl. der Basis by, by, ... b, .

Zeilennormalform Eine Matrix, die in Zeilenstufenform ist, kann man durch Zeilenum-
formungen auf Zeilennormalform (ZNF) bringen. Dabei heift C' = (¢;,) € K™ in
Zeilennormalform , wenn sie in Zeilenstufenform ist und zusatzlich gilt:

(iii) fiir j = 1,2,...,7r gilt: 75 = cjp, = L und e, = 0 fiir [ = 1,2,...,5 — 1 (dh oberhalb
von ¢, stehen auch nur Nullen).

13.7 Lineare Gleichungssysteme

Seien n, m € N. Wir schreiben ein lineares Gleichungssystem (LGS)

a11r1+ appxres+ ... +aimT, = bl
211+ Q99X+ ... F+QonT, = b2
U1 T1+  ApoXot+ ... FCpmTm = by
mit gegebenen a,i, b; € K und gesuchten x1, o, ..., z, € K in Matrixschreibweise als
ai;pr a1 ... QAim T bl
o1 A922 ... A9m T2 bQ
an1 Gp2 ... Gpm T bn

oder als Ax¥ = g, wobei A € K™ und b € K" gegeben und & € K™ gesucht ist. Hierbei
verwenden wir das Matrix-Vektor-Produkt :
Fiir A = (ajx)j-17e; € K™ und 7 = ()7L, € K™ ist A7 = (ZZLZI ajkxk) € K",

j:
Beachte: Wir schreiben Vektoren ¥ = (x1, 29, ..., z,) € K™, die wir bisher als m-Tupel
geschrieben haben, ab jetzt ggf. als Spaltenvektoren! Dies ist die iibliche Konvention.

13.8 Eigenschaften des Matrix-Vektor-Produktes

Fir alle A, B € K"*™ und Z,7 € K™, a € K gilt:
A(Z + 9) = AZ + Ay, (A+ B)Z = AZ + BZ, A(af) = a(AZ) = (0A)Z,
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wobei fiir A = (a;i), B = (bji) die Matrizen A + B, aA € K" gegeben sind durch
A+ B = (aj + bjk)?zlzn:p aA = (Oéajk)?:&”:p

dh an jeder Stelle (j, k) werden die Eintrage addiert bzw. mit o multipliziert.

13.9 Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
Seien A € K™ und b € K" gegeben. Wir setzen
KernA:={ZcK": A7 =0} CK™ und BildA:={A7: 7 e K™} C K"

Kern A ist die Losungsmenge der homogenen Gleichung AZ = 0. Die Gleichung AZ = b

heifft inhomogen und b heift Inhomogenitat der Gleichung. Die Gleichung A7 = b hat

Losung, dann und nur dann wenn b € Bild A.

Satz 13.2. (1) Kern A ist ein Untervektorraum von K™ und Bild A ist ein Untervektor-
raum von K".

(2) Bild A ist der lineare Aufspann der Spalten von A.
(8) Sind ¥, € K™ mit AZ = b = Aj, so ist T —§ € KernA. Ist Z € KernA, so ist

AT+ 2) = b. Insbesondere ist die Losungsmenge der inhomogenen Gleichung, wenn sie
nicht-leer ist, ein affiner Teilraum von K™. (Also hat das System keine, genau eine oder

unendlich viele Losungen).

13.10 Losungsalgorithmus, Dimensionsformel

Seien A € K™™ und b € K” gegeben. Zur Lésung erweitern wir die Matrix Aum b als
(m + 1)-te Spalte, betrachten also (A|b) € K™*(™+D_ Fiir A = (aj;) und b = (b;) ist

ai;;y a1 ... QAim b1

- ag1 @22 ... Q9m b2
(Alb) =

Al Qp2 .. Qpm | Dn

Wir werden Zeilenumformungen verwenden. Die Zeilenumformungen &ndern nicht die
Losungsmenge des Systems.

Algorithmus (Eliminationsverfahren nach Gauf}):
(1) Matrix A um b als letzte Spalte erweitern.

-

(2) Die erweiterte Matrix (A |b) durch Zeilenumformungen auf ZNF (oder ZSF) bringen.
(3) Losbarkeit und Losung ablesen.
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Algorithmus Schritt (3), Ablesen der Ld&sbarkeit: Das lineare Gleichungssystem
AZ = b ist nicht 16sbar genau dann, wenn eine ZSF von (A|b) die Form C = (c;;,) €
K™+ hat und es ein j € {1,...,n} gibt mit ¢; = 0 fiir k =1,...,m und ¢;,,41 # 0.

Algorithmus Schritt (3), Ablesen der Liosung: Fiir alle Spalten mit der Eigenschaft,
dass kein Element von ihnen das erste nicht Null Element seiner Zeile ist, setzen wir den
zugohorigen unbekannten als freien Parameter. Dann 16sen wir auf beziiglich der anderen
unbekannten.

Um den Kern einer Matrix A zu bestimmen 16sen wir die Gleichung A7 = 0 mit dem
Losungsalgorithmus von Gaufl. Um das Bild einer Matrix zu bestimmen

(1) Wir schreiben das zugehorige System wo die rechte Seite Parameter sind.

(2) Mit dem Algorithmus von Gaufl bestimmen wir Bedingungen fiir die Losbarkeit.

Den Kern kann man alternativ mit dem -1 Erganzung Trick bestimmen und zwar

(1) Man bringt die Matrix A in Zeilennormalform.

(2) Man streicht die Zeilen die Null sind (wenn es solche Zeilen gibt)

(3) Man ergénzt die Matrix mit Zeilen deren Elemente Null sind, bis auf ein Element das
—1 ist. Die Erganzung wird so gemacht, damit die diagonalen Elemente der Matrix nur 1
und -1 sind.

(4) Der Kern ist der lineare Aufspann der Spalten der ergénzten -1.

Dimensionsformel Fiir eine Matrix A € K™*" gilt dim Kern A + dim Bild A = n.
Rang Wir definieren den Rang einer Matrix durch RangA = dim Bild A.
Satz Die Gleichung A7 = b ist losbar <= RangA = Rang(Alb).

13.11 Lineare Abbildungen

Seien V, W K-Vektorraume.

Definition 13.7. Eine Abbildung ¢ : V — W heifit linear , (bzw. genauer K-linear), falls
fir alle x,y €V, a € K gult:

¢z +y) = o) +oy), olar)=agp(z).
Fiir ein solches ¢ heif§t
Kerng :=={x € V : ¢(z) =0}

der Kern von ¢ und
Bildp :={¢(zx) -z € V}

heifst Bild von ¢.

Satz 13.3. Sei ¢ : V. — W linear. Dann gilt:
(1) Kerng[bzw. Bild¢ | ist ein Unterraum von V [bzw. W].
(2) ¢ ist injektiv <= Kern¢ = {0}.

42



13.12 Das Produkt von Matrizen

Wie immer schreiben wir wieder K fur R oder C.

Seien n,m,q € Nund A € K™ B € K™ Matrizen mit A = (a;)}_;j2; und B =
(bki)jtyi=y- Das Matrixprodukt AB € K™, ist die Matrix C' = (¢j)j_;;_, mit

cjl:Zajkbkl, jzl,...,n,lzl,...,q.
k=1

Eigenschaften des Produktes von Matrizen: Fiir alle A;, A, € K"*™, B;, B, € K™*4,
C € K7 und alle « € K gilt:

(Al +06A2)Bl = AlBl+OéAQBl, A1<Bl +OCB2) = AlBl +OéAlBQ, (AlBl)C = Al (BlC')

13.13 Invertierbare Matrizen

Fir n € N heifit [,, :== (6;3)7,-; € K™" die Einheitsmatrix (wir schreiben auch kurz I,
wenn n aus dem Zusammenhang klar ist).

Es gilt dann JA = Al = A fiir alle A € K™*™,

Definition 13.8. FEine Matriz A € K"*" heifit reqular, falls RangA = n ist, und
invertierbar, falls es eine Matrix B € K"" gibt mit AB = BA = 1. In diesem Fall
ist B eindeutig und heifit Inverse von A (oder zu A inverse Matriz). Sie wird mit A~
bezeichnet.

Seien A, B € K™ invertierbar. Dann sind A~! und AB invertierbar, und es gilt:
(A Ht=A4 und (AB)™' =B7tA™%
Satz 13.4. Sei A € K"*™. Dann gilt:
A requlir <= BildA =K" <= KernA = {0} <= A invertierbar.

Bemerkung 13.4. Sind A, B € K™"™ mit AB = I, so sind A und B invertierbar und es
gilt A=' = B.

Berechnung von A~!: Man bringt die Matrix (A|I) auf Zeilennormalform und bekommt

(I|A~Y).

13.14 Lineare Abbildungen als Matrizen

Seien V und W K-Vektorraume von Dimension m bzw. n und ¢ : V' — W eine lineare Ab-

-

bildung. In V und W seien geordnete® Basen B = (b:, by, . .. b)) bzw. C' = (1,65, ...,65)

5das bedeutet, dass die Reihenfolge der Elemente der Basis wichtig ist
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gegeben. Dann gibt es genau eine Matrix bezeichnet durch ¢[¢]p € K™*™ mit der Eigen-
schaft
m n &3] 61
¢<Zakbk> = Z@C} — cldls | = :
k=1 =1 Om 571

c[#]s heiit dann Matrix zu ¢ bzgl. der Basen B und C' .

Satz 13.5. Seien U,V, Z K-Vektorriaume und B (bzw. C, bzw. D) eine Basis in U (bzw.
V., bzw. C). Seien ¢ : U =V, ¢ : V. — Z lineare Abbildungen. Dann

plYo¢ls =p [Ylc cld]s.

14 Skalarprodukt und Orthogonalitat

14.1  Skalarprodukte

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (-|-) : V' x V' — K mit den Eigenschaften

(S1) Yo,y € V: (zly) = (ylo),
(S2) Va,y,2 € V, a € K: (ax +y|z) = a(z|2) + (y]2),
(S3) Vz € V'\ {0}: (z]z) > 0.

heifit ein Skalarprodukt auf V. (Ist K = R und also V' ein R-Vektorraum, so kann auf die
komplexe Konjugation verzichtet werden, da 7 = r fiir alle r € R.)

14.2 Eigenschaften

Eigenschaften eines Skalarproduktes auf einem K-Vektorraum V' sind
Y,y e Via € K: (zlay + 2) = alzly) + (zl2), (¢]0) = (0lz) =0,
Ve,y e Voo |(zly)| < v/ (x|z)y/(yly) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

14.3 Normen

Ist V' ein K-Vektorraum und (-|-) : V x V' — K ein Skalarprodukt, so hat die Abbildung
|-l : V —[0,00), v+ +/(v|v) folgende Eigenschaften:

(N1) Yoe Vi |v|| =0=v =0,
(N2) Yo e V, a € K: ||av]|| = |a]||vl,
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(N3) Yu,v € V: ||u+v|| < |lu|| + ||v|| (Dreiecksungleichung).

Definition 14.1. Sei V' ein K-Vektorraum. Fine Abbildung || - || : V' — [0,00) mit den
Figenschaften (N1)-(N3) heifit eine Norm auf V.

Ist || - || eine Norm auf V, so wird fiir u,v € V die Zahl ||u — v|| > 0 als Abstand von u
und v interpretiert, und es gilt ||0|| = 0, sowie

lull = ||| < |Ju—wv]] (umgekehrte Dreiecksungleichung).

14.4  Orthogonalitat und Gram-Schmidt Verfahren

Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Die Vektoren wvy,vs,... v, € V heiflen
orthogonal, falls fiir alle j,k € {1,2...,m} mit j # k gilt (v;|vx) = 0. Statt (vjw) =0
schreibt man auch v 1 w.

Die Vektoren vy, vg, . .., v, heiflen orthonormal , oder ein Orthonormalsystem (ONS), falls

fir alle j, k gilt: (vj|vg) = 01, dh also falls die Vektoren orthogonal sind und zusétzlich alle
Norm 1 haben.

Ist V' endlich-dimensional, so ist eine Orthonormalbasis (ONB) von V' eine Basis von V|
die ein Orthonormalsystem ist.

Satz 14.1. Sei V' ein K- Vektorraum mit Skalarprodukt und seien vy, v, ..., v, € V' \ {0}
orthogonal. Dann sind vy, vs, . .., v, linear unabhdngig. Ist v, vs, ..., v, ein Orthonormal-
system in 'V und v € lin{vy, v, ..., vy}, dann gilt

m
v = Z(U|Uj)1}j.
j=1

Gram-Schmidt Verfahren

Gegeben sei ein K-Vektorraum V' mit Skalarprodukt und vy, vs, ..., v, € V seien linear
unabhangig.
Wir setzen by := vy /||vq]| und fiir k =2,...,m:

k—1 .

%
Cp 1= U — Z(vk|bj)bj, by == —,

e
Dann lin{vy, v, ..., vn} = lin{by, b, ..., by} und by, by, ..., by, ist ein Orthonormales Sys-
tem.

Folgerung 14.1. Jeder endlichdimensionale Vektorraum V mait Skalarprodukt besitzt eine
Orthonormalbasis.
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14.5 Transponierte und adjungierte Matrizen

Fiir eine Matrix A = (aj;) € K™ heifit die Matrix € K™*™, die durch Vertauschen von
Zeilen und Spalten entsteht, die transponierte Matrix zu A und wird mit A7 bezeichnet.
Fiir alle k € {1,...,n}, j € {1,...,m} steht an der Stelle (k,j) in der Matrix A” also
der Eintrag a;x, der in der Matrix A an der Stelle (j, k) steht. Setzen wir B := AT mit
B = (byj)r_1jL, € K™ so gilt also

by =aj, ke{l,...,n},je{l,....,m}.

Im Falle K = C heiit die Matrix € C**™, fiir die an jeder Stelle (k,j) der Eintrag a;;
steht, die adjungierte Matrix zu A und wird mit A* bezeichnet.

Bemerkung 14.1. Setzt man A = (aj;) € C™" (konjugiert kompleve Matriz 2u A), so
gilt also

AT =AT = (A)".

Schreibweisen des Standardskalarprodukts: Fiir 7, € R" = R™*! gilt (Z|y) = ¢ ¥ =
7y,
Fir Z, 5 € C" = C™! gilt (Z|y) = §*T = 7*7.

Rechenregeln: Fiir Matrizen A, B, deren Produkt erklért ist, gilt:
(AB)Y = B'AT” und (AB)* = B*A*.
Fiir eine invertierbare Matrix A sind auch A” und A* invertierbar, und es gilt

(A=A @)=t

Folgerung 14.2. Sei A € K"™*". Dann gilt:
(a) Im Fall K = R ist (AZ|y) = (F|ATY) fiir alle ¥ € R", j € R™.
(b) Im Fall K = C ist (Az|y) = (¥|A*y) fir alle 2 € C", y € C™.

14.6 Orthogonale und unitare Matrizen

Eine wichtige Rolle spielen Matrizen A € K"*", deren zugehorige lineare Abbildung K" —
K" &+ AZ, das Skalarprodukt invariant lasst, dh fiir die gilt:

(AZ|Ay) = (Z|y) fir alle 7,7 € K"

Damit verdndert A auch Winkel und Abstande nicht. Eine solche Matrix A hat Kern A =
{0}, ist also invertierbar. Aus den Rechenregeln folgt

ATA=1, (firtK=R), A*"A=1, (fir K=C).
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Eine Matrix A € K" mit dieser Eigenschaft heifit orthogonal (fiir K = R) bzw. unitér
(fir K= C). Somit gilt

AT = A7 falls A € R™" orthogonal, A* = A~ falls A € C™*™ unitér.

Bemerkung 14.2. Sei A € C"*™.
1) A ist genau dann unitir, wenn die Spalten von A eine Orthonormalbasis von C™ bilden.

2) A ist genau dann unitdr, wenn fir jedes Orthonormalsystem vy,...,v, in C" auch
Avq, ..., Av,, ein Orthonormalsystem von C" ist.

3) Produkte, Inverse, Transponierte und Adjungierte von unitiren Matrizen sind unitdr.

(Erweiterung) Bemerkung: Sei A € R™*"™ [bzw. C™*"].

1) A ist genau dann orthogonal [bzw. unitér|, wenn die Spalten von A eine Orthonormal-
basis von R" [bzw. C"] bilden.

14.7 Orthogonalprojektionen

Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, by, bs, ..., b, ein Orthonormalsystem in V
und U := lin{by, bs, ..., b, }. Die lineare Abbildung

P:V =sUnvw— Pv= Z(v\bj)bj

j=1

hat die Eigenschaften: P o P = P, BildP = U, KemP = {v € V : v L
u fiir alle uw € U }.

Es gilt (v — Pv|u) =0 fiir alle w € U, v € V, und
|v — Pv|| = min{|jv —u|| : w € U} fiir jedes v € V,

dh Puv ist die (eindeutig bestimmte) Bestapproximation von v in U. Die Abbildung P heif}t
Orthogonalprojektion von V auf U.

15 Determinanten

15.1 Definierende Eigenschaften der Determinante

Die Determinante ist eine Abbildung det : K" x K" x ... x K" — K mit den Eigenschaften

-~
n
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(D1) det (&1, 8, ...,E,) =1,
(D2) fiir alle j € {1,...,n} und @,. .., d,,b; € K" gilt
det (@y, ..., ad; + b, ... @) = adet (@1, ..., a5, ... @) + Bdet (@1, ... b, ... @),

(D3) Wenn wir zwei Spalten (Vektoren) vertauschen, dann &ndert sich das
Vorzeichen der Determinante.

Bemerkung 15.1. Durch die Figenschaften (D1)-(D3) ist die Determinante det eindeutig
bestimmdt.

Schreibweise: Ist A € K"*" die Matrix mit den Spalten d;, ds,...,d, € K", so schreibt
man auch

|A] := det (A) := det (@4, da, . . ., dy,).
Wir betrachten im folgenden det meist als Funktion auf K™*".

Man kann auch die definierenden Eigenschaften mit Hilfe der Zeilen anstatt der Spalten
definieren.

15.2 Folgerungen

(a) Ist eine Spalte = 0, so ist auch die Determinante = 0.

(b) Man kann zu einer Spalte ein Vielfaches einer anderen Spalte dazuaddieren, ohne den
Wert der Determinante zu andern.

(c) Hat die Matrix zwei gleiche Spalten, dann hat sie Determinante Null.
(d) Sind die Spalten von A € K™*™ linear abhéngig (dh gilt Rang A < n), so ist det (A) = 0.
(e) Es gilt: det (A) # 0 < A ist invertierbar.

Alle obige Folgerungen gelten wenn Spalten durch Zeilen ersetzt werden.

15.3 Der Fall n =2

Es gilt
a b
det(C d)ad—bc.

15.4 Der Fall n =3

Es gilt
a b c
vow U w U v
U vow | = — +c = avz + bwx + cuy — awy — buz — cvzx.
vy 2 Yy oz Tz x
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15.5 Der allgemeine Fall

Gegeben sei die Matrix A € K"*" mit den Eintragen a;;,. Fiir jedes k € {1,...,n} bezeichne
Ay, € K=Dx(=1) diejenige Matrix, die aus A durch Streichen der ersten Zeile und der
k-ten Spalte entsteht.

Man hat die folgende Formel, die das Berechnen von det (A) auf das Berechnen der Deter-
minanten kleinerer Matrizen zurtickfiihrt:

n

det (A) =) (—=1)*ayedet (A).

k=1

15.6 Determinantenentwicklungssatz

Fiir jedes [ € {1,...,n} gilt

det (A) =Y (=1 agdet (Ay) =D (—1) ajdet (Ay),

k=1 j=1

wobei Ajj, € K®=Dx(®=1) die Matrix bezeichne, die aus A durch Streichen der j-ten Zeile
und der k-ten Spalte entsteht.

15.7 Determinantenmultiplikationssatz

Fiir beliebige A, B € K™ gilt
det (AB) = det (A)det (B).

Insbesondere gilt fiir eine invertierbare Matrix A: det (A™') = 1/det (A).

15.8 Die Cramersche Regel fiir lineare Gleichungssysteme

Sei b € K" und A € K™ invertierbar mit den Spalten a,...,a, € K". Dann hat das
Gleichungssystem AZ = b, die eindeutige Losung 7 = (21, 29, . .., z,) € K", mit:
z; = det (@, . .., 5 ...y d)/det (A), V] € {1,...,n}.
j
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15.9 Eine Formel fur die inverse Matrix

Sei A € K™™ invertierbar mit Spalten ay,...,d, € K" Dann

1 1

:m<det(a17..., ] ,...,@z))n

e

15.10 Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) in R?

Fiir zwei Vektoren T = (1,22, %3), ¥ = (y1,%2,y3) € R? ist das Kreuzprodukt 7 x ¢ € R3
derjenige Vektor, der senkrecht auf ¥ und ¥ steht, dessen Léange der Flacheninhalt des von
Z und ¥ aufgespannten Parallelogramms ist und fiir den det (%, 7, ¥ x i) > 0 ist.

Hieraus ergeben sich folgende Rechenregeln:

0) Zxy=—-yxT7.

(1) €1X52:63,€2X€3:€1,€3X€1:€2.

(2) (af + ) X ¥ = a(Z X §) + (W x ) und T x (o + B2) = a(Z X §) + B(T x 2) fiir alle
o, € Rund Z, 4,7, 7 € R3, dh das Kreuzprodukt ist linear in jeder Komponente.

(3) Fiir alle 7,4/ € R? und o € R gilt ¥ X § = ¥ X (§+ aZ) = (£ + ay) x ¢, dh man kann
zu einer Variablen ein Vielfaches der anderen dazuaddieren.

(4) Es gilt ¥ x § = 0 genau dann, wenn &, 7 linear abhéngig sind.

Berechnung: Man berechnet 7 x ¢ formal tiber eine Determinante

€1 € €3 T2Ys — T

. Ty T3 | o T1 T3 | o Ty T2 | o 4 352

TRY= mr B = YT s gy | T | T
i Y2 Y3 T1Y2 — T2l

15.11 Das Spatprodukt
Fir 7,7, Z € R3 heiit (¥ x §) - Z = (¥ x y]Z) das Spatprodukt von 7,7, Z.

Satz 15.1. Es gilt (& x ) - 7 = det (%, 7, 7).
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