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2. Übungsblatt

Aufgabe 1

Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

a) f : C2 → C3, f(

(
x
y

)
) =

 7y
ix + y

3x− 4iy


b) f : C2 → C2, f(

(
x
y

)
) =

(
7y + 2
ix + y

)
c) P~a : R3 → R3, P~a(~x) = (~x · ~a)~a, wobei ~a ∈ R3 mit ‖~a‖ = 1.

Geben Sie im Falle der Linearität die Darstellungsmatrix von f bzw. P~a bezüglich der kano-
nischen Basen an.

Aufgabe 2

Die lineare Abbildung φ : R3 → R3 ist gegeben durch

φ(~e3) = 2~e1 + 3~e2 + 5~e3 , φ(~e2 + ~e3) = ~e1 , φ(~e1 + ~e2 + ~e3) = ~e2 − ~e3 .

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von φ bezüglich der Standardbasis des R3.

Aufgabe 3

Im Vektorraum C2((−π, π)) der auf (−π, π) zweimal stetig differenzierbaren Funktionen
seien die Funktionen v1, v2, v3, v4 : (−π, π) → R definiert durch

v1(x) = sin x, v2(x) = cos x, v3(x) = x sin x, v4(x) = x cos x.

a) Zeigen Sie, dass B := (v1, v2, v3, v4) eine Basis von W := Lin(v1, v2, v3, v4) ist.

b) Für f ∈ W definiere D(f) := f ′. Begründen Sie, dass D von W nach W abbildet, und
zeigen Sie, dass die Abbildung D : W → W, f 7→ f ′, linear ist.

c) Geben Sie die Darstellungsmatrix von D : W → W und D2 : W → W bezüglich der
Basis B von W an. (Dabei ist D2(f) := D(D(f)) für f ∈ W .)

d) Sei g : (−π, π) → R, x 7→ 2x sin x + 5 cos x. Berechnen Sie D2(g) mit Hilfe der Darstel-
lungsmatrix aus Teil c) und führen Sie eine Probe Ihrer Rechnung durch.
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Aufgabe 4

Berechnen Sie den Kern und das Bild der linearen Abbildung

ϑ : R3 → R3, ~x 7→ ϑ(~x) := ~x×

1
1
1

 .

Aufgabe 5

Seien V, W Vektorräume, (v1, . . . , vn) eine Basis von V und f : V → W eine lineare Abbil-
dung. Zeigen Sie, dass f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn (f(v1), . . . , f(vn)) eine
Basis von W bildet.

Aufgabe 6

a) Gegeben sind die Matrizen

A =

 2 3i −1
0 1 1− i

2 + i 4 −3

 , B =

1 −i 3
1 −1 2
0 3 0

 , C =

i 0
1 −i
2 2

 .

Entscheiden Sie, welche der folgenden Ausdrücke definiert sind, und berechnen Sie diese
gegebenenfalls:

A + B, A + C, 3C, AB, BA, CB, (A + B)C, A∗C, CT B.

b) Seien A = (αij)
n
i,j=1 ∈ C(n,n) und ~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn.

i) Geben Sie ~x · (A~y) im Fall n = 3 explizit an.

ii) Vereinfachen Sie ~xT (A− AT )~x sowie ~xT (A + AT )~x.

c) Sei A =

(
0 1
0 2

)
∈ R(2,2). Bestimmen Sie alle Matrizen L ∈ R(2,2) mit LA =

(
0 0
0 0

)
.
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