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Aufgabe 1
a) Sei f:R3 - R2 flz,y,z2)= (xy2z3e’”y 2 x2el + sinz) =: (f1(z,y,2), f2(z,y, 2)).

Da alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f

D fi(2,y, 2) = 225" a2 Pem 208 — 2 8(1 4 gy 22
Dy fi(x,y,2) = Qa2 (1_|_$y P )eacy 23 ’
Dsfi(x,y, z) = 3zy?2%(1 _i_l,yQZ:’,)exy%s’
D fa(z,y, 2) = 2xe¥ + cos z,
Do fo(z,y,2) = ey
(z,y,2) =

Ds fo(z,y, 2
auf R? stetig sind, ist f auf R? differenzierbar. Fiir die Ableitung von f ergibt sich

f (1‘ ) <D1f1(£l) Y, 2 ) D2f1(fﬂ,y,z) D3f1($7y7z)>
Yz D1 fa(z,y,2) Dafa(z,y,2) Dsfa(z,y,2)

B <y223(1 + 2y223)e™’F 20y23(1 4 2y?23)e™’F 3xy222(1 + xy2z3)e$y223>

2xeY + cosx x2eY 0

b) Auch hier sind alle partiellen Ableitungen von f stetig, so dass f differenzierbar ist mit

ye® +sinhy e®* + xcoshy
flx,y) = 62 siny 4y + 322 cosy |, (z,y) € R
—32? 4

c) Aufgrund von ¥ = e¥"® gilt Dyf(w,z,y,2) = eV™%y/z, D3f(w,z,y,2) = /"% Inz und
Dif(w,z,y,2) = Dyf(w,z,y,2z) = 0. Also sind sdmtliche partiellen Ableitungen von f auf
R x (0,00) x R? stetig, woraus die Differenzierbarkeit von f auf R x (0,00) x R? folgt. Fiir
(w,z,y,2) € R x (0,00) x R? gilt

f’(w,az,y,z):(le(w,x,y,z) DQf('lU,$,y,Z) Dgf(w,:n,y,z) D4f(w,a:,y,z))
:(0 yr¥~! 2¥lnx O).

Aufgabe 2

Offensichtlich besitzen alle drei Funktionen stetige partielle Ableitungen und sind damit differen-
zierbar. Fiir f mit den Komponentenfunktionen fi(z,y) := 22 und fo(z,y) := y? gilt daher

7 _ (Difi(z,y) Dafi(z,y)\ _ (22 O
e = <D1f2(377y) D2f2(3?7y)> a (0 2y) ’
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und ebenso ergibt sich

" _ (ycos(zy) xcos(xy) -, _ [€ecosy —e"siny
g (1‘,3/) - ( eIty eIty und h (xvy) - cosh = 0 :

Mit Hilfe der Kettenregel kommen wir dann auf
Lo e - 2 cos(z?y?) a2 cos(x?y? 2¢ 0
@0 1Y) = (o) o = (T R5 T20) ( 5)

e Ty 0 2y
2zy% cos(x?y?) 2x%y cos(x?y?)
Qe TV’ 2yer” v’ '

Fiir die Ableitung der Funktion ho G im Punkt (z,y) € R? erhilt man
(hog) (@y) =h'(j,y) §'(x.y)

() cog (V) —eS@Y) sin(e 1Y)\ (ycos(zy) cos(zy)
~ \_ cosh(sin(zy)) 0 ™ty ety ’

und Ausmultiplizieren liefert fiir (7o ) (z,y) die (2, 2)-Matrix

_ ((ycos(zy) cos(e*tY) — e* ¥ sin(e™H) ) esn(#Y) (1 cos(zy) cos(e*HY) — eV sin(e”HY))esin(zy)
N y cos(xy) cosh(sin(zy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))

Wegen

— — 2

go fla,y) = §(flx,y)) = G2 y?) = (sin(z??), e ) = (ui(z,y), uz(z, 7))

erhalten wir

g Y .D1U2(.’1’J7 y) DQUQ({,L” y) Qe Ty dez +y .

AuBlerdem ist
hog(z,y) = h((z,y)) = h(sin(zy), e*¥) = (™) cos(e™¥), sinh(sin(zy))) =: (v1(z,y), va(z,y))

und fiir die Ableitung ergibt sich

- Ly B D1Ul($,y) D2U1(xay)
(hog) (1:73/) - <D1U2($7y) ngg(;r,y)>

_ ((ycos(zy) cos(e*tY) — e*t¥ sin(e™+) ) esn(#Y) (1 cos(zy) cos(e*HY) — eV sin(emHY))esin(zy)
N y cos(xy) cosh(sin(zy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))

Aufgabe 3
a) Das Taylorpolynom von f zweiten Grades um den Punkt Z ist gegeben durch
To(f,%0)(Z) = f(Zo) + Vf(To) - (& — To) + 3(F — To) T Hp(Zo) (T — To) -

Fiir die Funktion f: R? — R, f(z,y,2) = xe* — 32, ergibt sich

e? 0 0 ¢
Vfi(z,y,2) = | —2y und H¢(r,y,z) =0 -2 0
xe? e 0 «xze?

Fiir Zo := (o, y0, 20) := (1,—1,0) gilt also

1 0 0 1
f(Zo) =0, V@) =12], Hi(T) =10 -2 0
1 1 0 1



Folglich ist
To(f, %) (z,y,2) =0+ (x — x0) + 2(y — yo) + (2 — 20)
+3(=2y —y0)® + (2 — 20)% + 2(z — w0) (2 — 20))
= (x—1)+2(y+1)+zf(y+1)2+%z2+(:v71)z.

b) Fiir die Funktion f: R? — R, f(z,y) = cos(z) sin(y) e* ¥, gilt
f(z,y) =e* Ycoszsiny = f(0,0) = 0
fo(z,y) = e‘”‘y(cos xsiny — sinxsiny) =  fz(0,0) = 0
fy(z,y) =Y (cosx cosy — coszsiny) = f4(0,0) = 1
fx:v(xay> y( 251nx51ny) = fwz(oao) = 0
fay(x,y) TY(sinzsiny — sinxcosy — coszsiny + cosxcosy) = fry(0,0) 1
Toy(,y) T=Y(—2cosx cosy) =  fw(0,0) = -2
fozz(T,9) *7Y(—2cosxsiny — 2sinxsiny) = fz2z(0,0) = 0
Jray(2,Y) TY(—2sinz cosy + 2sinxsiny) = fry(0,0) = 0
Jayy(z,y) =e"Y(2sinxcosy — 2 cosx cosy) = faw(0,0) = -2
Jyyy(z,y) = €e""Y(2cosasiny + 2cosx cosy) = fyuw(0,0) = 2
Damit ist fiir ¥ = (z,y)
31 . 3 T
T(£.0,0)@) =3 5 @ V0.0 =3 3 ety Dl DE(0.0)
—0 =0 j1+ja=
j §=0 ji+j2=j
1 J1,,d2 1HI1 1yJ2 1 J1 12 J1 1yJ2
= £(0,0) + —— 2y DI DEF0,0)+ Y - 271y D}' D £(0,0)
i 5! b 11221
+ > ——ay”D{' D} f(0,0)
Jitje= 3J1 J2!
=0+ (y+0)+ (59> (-2)+ay-1+0)+ (F¢* 2+ L 2y* (-2) +0+0)
=y+azy—ay’ -y + 57,
Aufgabe 4

Offenbar gilt jeweils f € C?(R?, R), denn die Funktionen sind beliebig oft partiell differenzierbar.
Man erhilt also alle Kandidaten fiir lokale Extremstellen durch Nullsetzen des Gradienten und
kann sie dann mit Hilfe der Hessematrix genauer untersuchen.

a)

b)

Es gilt grad f(z,y) = (y+ 1,2 — 2) = (0,0) genau dann, wenn (x,y) = (2, —1) ist. Somit ist

(2,—1) der einzige stationdre Punkt von f. Wegen det Hf(2,—1) = det ( (1) (1] > =-1<0

ist die Hesse-Matrix Hy(2, —1) indefinit, so dass f in (2, —1) einen Sattelpunkt besitzt.

Der Gradient von f lautet grad f(z,y) = (622 — 3y, —3z + 6y?). Die erste Komponente ist
= 0 genau dann, wenn y = 222 ist. In diesem Fall ergibt sich fiir die zweite Komponente
—3x + 242" = 32(82® — 1). Die stationiren Punkte sind also (0,0) und (3, 2).

Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch Hy(x,y) = < 12z -3 >

-3 12y
Da Hy(0,0) = _g _g die Eigenwerte —3 und 3 besitzt, ist H;(0,0) indefinit. (Alter-
native Begriindung: det H;(0,0) = —9 < 0.) Deshalb ist (0,0) ein Sattelpunkt.

Da H(3,3) = ( _g _2 ) die Eigenwerte 3 und 9 besitzt, ist Hy(3,3) positiv definit.

(Alternativ mit Satz 2, Kap. 25: 6 > 0 und det H(3, 3) = 27 > 0.) Somit hat f in (3, 3) ein
lokales Minimum.



c) Bei dieser Funktion gilt fiir die partiellen Ableitungen
Folz,y) = 20e= @) — 2p(22 4 2y2)e= @) = (20 — 223 — day?)em @) |

Fyl,y) = dye” D = 2y(a® 4 2y%)e” () = (4y — 207y — dy)e TV
Damit ergibt sich die Aquivalenzenkette
grad f(z,y) = (0,0) <= 2z —22% —42y> =0 und 4y — 2z%y — 443 =0
— (z=0oder 1 —22—-24>=0) und (y=0 oder 2 —z? —2y*> =0)
< (z=y=0) oder (z=0und2—2y*>=0) oder (1—2*=0undy=0).
Als Stellen lokaler Extrema kommen also die Punkte (0,0), (0,£1) und (£1,0) in Frage.

Der Nullpunkt ist sehr einfach zu untersuchen: Wegen f(0,0) = 0 < f(z,y) fiir alle (z,y) #
(0,0) hat f in (0,0) ein globales Minimum.

Fiir die anderen Punkte bestimmen wir dagegen die Hessematrix; es gilt
fra(w,y) = (2= 62° —dy*)e” V) — 2 fu(a,y),
(2 2
Fay(zy) = (4= 20" —12%)e @) — 2y f, (2, y),
(2 2 (2 2
Fay(a,y) = —8aye™ ) 2y £ (2,y) = fru(e,y) = —daye” ) — 20 f, (x,y).

Da an den stationéren Stellen f, und f, verschwinden, erhalten wir

_ f3330<07i1) fz (O7i1) _ —2e~ ! 0
Hy(0,£1) = <fyx(0ai1) fyz(07i]—)> - < 0 86_1> '

Wegen —2e~! < 0 und det Hp(0,4£1) = 16e~2 > 0 ist diese Matrix negativ definit, daher hat
f in den Punkten (0,41) lokale Maxima; der Wert ist jeweils f(0,+1) = 2e~ 1.

Noch zwei stationéire Stellen sind zu untersuchen: Es gilt

—4e71 0
Hf(j:170) = ( 0 26_1> )

und wegen det Hy(£1,0) = —8e~! < 0 ist diese (2, 2)-Matrix indefinit. In den beiden Punkten
(£1,0) hat f folglich keine Extrema, sondern Sattelpunkte.

Aufgabe 5

Da die Menge S beschrankt und abgeschlossen ist, nimmt die stetige Funktion f dort ihr Minimum
und ihr Maximum an; die Existenz der globalen Extrema ist also gesichert. Definiere

Gy, 2) = <g1(x,y,z)> . < T+y+z >

92(z,y,2) 4yt 221

Dann ist S = {(z,y,2) € R* | §(z,y,2) = (0,0)}. Zur Bestimmung der globalen Extrema von f
auf S verwenden wir die Multiplikatorenregel von Lagrange. Zunéchst iiberpriifen wir die Voraus-
setzungen: Sowohl f als auch § sind auf R? stetig differenzierbar. Wegen

R S
902 = 9g 2y 2z

gilt rang §'(x,y, z) < 2 genau fiir x = y = z; solche Punkte kénnen jedoch die Nebenbedingungen
g1(z,y,2) = 0 und go(z,y, z) = 0 nicht erfiillen, denn aus z + y + z = 0 folgte dann z =y =2 =0



im Widerspruch zu z? + y? + 22 = 1. Also erhalten wir simtliche Kandidaten fiir Extremstellen
durch Anwenden der Multiplikatorenregel von Lagrange: Wir setzen

L(xayaszlaAQ) = f(xayaz) + Algl(l‘ayaz) + >‘292(l‘ayaz)
=5r+y—32+ M@ +y+2)+ @ +y?+22-1)

und 16sen dann das Gleichungssystem VL(z,y, z, A1, A2) = 0, also die fiinf Gleichungen
5AA +202 =0, 14+XA\+20y=0, —3+X\+2\z=0,
t+y+2=0, 22+yP+22-1=0.
Addition der ersten drei Gleichungen liefert
3+3M+2X(z+y+2)=0,

wegen x+y+2z = 0 also \; = —1. Damit wird die erste Gleichung zu 442Xz = 0, was insbesondere
Ao # 0 bedeutet. Die zweite Gleichung lautet 2)\2y = 07 woraus mit Ay # 0 sofort y = 0 folgt. Aus
TH+y+z= O ergibt sich dann z = —z und in 22 +y? 4 2% = 1 eingesetzt folgt 222 = 1, d.h. = = %\/ﬁ
oder x = —5+/2. Die extremwertverdéchtigen Stellen sind damit

(%\/5,0,—%\@) und (_%\@707%\@)

Die Funktionswerte dort sind f(%ﬂ,o, —%\/ﬁ) = 4/2 bzw. f(—%\/ﬁ,o,% 2) = —44/2. Folglich
besitzt f auf der Menge S das Maximum 4v/2 und das Minimum —4+/2.

Aufgabe 6

a) Der Umkehrsatz liefert die Behauptung, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: Die Funktion
g ist stetig differenzierbar, es gilt g(In2, ) = (0, %) und die Matrix g'(In2, %) ist regular. Wir
iiberpriifen diese Voraussetzungen: Die stetige Differenzierbarkeit ist offensichtlich. Weiter ist

25 = (2 55) = () = (1)

denn sinh(In2) = 1(eM? — e~1n2) = — 1) = 2. SchlieBlich gilt

l

5 (

sinhx cosy —coshx siny
coshz siny sinhz cosy

und damit ist (In2)
S o 0 —cosh(In2
g (In2,3) = (cosh(ln 2) 0 )
reguliir, denn cosh(In2) = 1(2+3) = 2 £ 0.
Nach dem Umkehrsatz gilt

-1
(51)/(073)2(5'(51(072)))_12(5’(ln2,g))‘1:(5(/)4 —%/4> :<_2/5 465)-

b) Die Funktion § ist iiberall stetig differenzierbar und fiir alle (z,y) € R? ist
det §'(2,y) = (sinhz cosy)? + (coshz siny)?.

Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinhx cosy = 0 und coshx siny = 0 gilt.
Fiir x > 0 ist dies gleichbedeutend mit cosy = 0 und siny = 0, kann also nie eintreten.
Folglich ist fiir > 0 die Matrix §’(z,y) stets regulér. Der Umkehrsatz liefert nun die lokale
Invertierbarkeit von § in jedem Punkt (z,y) € (0,00) x R.

Trotzdem ist die Funktion ¢ auf (0,00) x R nicht injektiv wegen §(x,y + 27) = ¢(z,y) fir
(z,y) € (0,00) x R.



Aufgabe 7

a)

b)

Die behauptete Auflosbarkeit folgt mit dem Satz iiber implizit definierte Funktionen, wenn
wir

£(0,0,—-2)=0 und 0.f(0,0,—2) #0
fiir die stetig differenzierbare Funktion f: R3 — R, f(x,y,2) := 23 + 22% — 3zyz + 23 — o3,
iiberpriift haben. Es gilt £(0,0, —2) = (-2)3 +2(—2)? = 0 und
O.f (x,y,2) = 32° + 42 — 3y, also 0.f(0,0,—2) =3(=2)* +4(-2) =4 #0,

womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Fiir die Ableitung gilt

g'(x,y) = _<8zf(x7yvg(xay))) a(:c7y)f(xay>g(x7y))

1
= — —3yg(z,y) + 322 —3xg(x,y) — 3y?) .
39(z,y)* +4g(z,y) — 3zy (=3ug(@.v) (@) )

Wir miissen zeigen, dass in der Nihe von (0,0, 1,1) durch die Gleichung

2 2 2 2
> > . Y Tty —uttv
f(:an?uav):Oa mit (ﬂs,y,u,v) = <x2+2y2—3u2+4v2—1>

implizite Funktionen v und v definiert werden. Offenbar ist f : R* — R? stetig differenzierbar;
zudem sieht man sofort, dass f(0,0,1,1) = 0 gilt; die ersten zwei Voraussetzungen des Satzes
iiber implizit definierte Funktionen sind also erfiillt. Jetzt miissen wir nur noch priifen, ob die

—

Matrix 0, f (0,0, 1, 1) reguldr ist. Wegen
= (22 2y —2u 2w . 7 _(—2u v
f (Q?, Y, u, ’U) - (2:1/, 4y —6u 8’U> 1st a(u,v)f ([IZ, Yy, u, U) - <—6U 81))

und damit 8(U7U)f(0, 0,1,1) = (Z22). Diese Matrix ist tatsiichlich regulir, denn det( "2 3) =
—4 £ 0.

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber implizit definierte Funktionen erfiillt. Danach
gibt es eine offene Umgebung U C R? von (0,0) und eine stetig differenzierbare Funktion
G: U — R? mit §(0,0) = (1,1) und f(z,y,g(z,y)) = 0 fiir alle (x,y) € U. Definiert man u
als die erste Komponentenfunktion von § und v als die zweite Komponentenfunktion von g,
dann leisten u,v: U — R das Gewiinschte. Auflerdem ergibt fiir sich fir (z,y) € U

-1 = -

) Oy f(x,y,§(z,y))
Yy

—

2, 9),v(@,9))) " Oy Fla,y,u(@,y), v(z, y))
20(z,y) (o 2y
8v(z, y)) (Zx 4y> ‘

Insbesondere fiir (x,y) = (0,0) ist der zweite Faktor die Nullmatrix, so dass dann

700 = (g 7)

ist. Dies bedeutet, dass u;(0,0) = u,(0,0) = v,(0,0) = v,(0,0) gilt.

Dieses Ergebnis kann man auch folgendermaflen herleiten: Bilden wir in den beiden Gleichun-
gen 22 4+ %2 — u? + 0% = 0 und 22 + 2y® — 3u® + 4v? = 1 die partielle Ableitung nach z,
wobel wir u = u(z,y) und v = v(x,y) jetzt als die implizit definierten Funktionen auffassen,
so ergibt sich

2x — 2uuy + 2vv, =0 und 2x — 6uuy, 4+ S8vv, = 0.



Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen u(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
20, (0,0) + 20,(0,0) =0 und  — 6uy(0,0) + 8u,(0,0) = 0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.

Um die partiellen Ableitungen nach y der implizit definierten Funktionen v = u(z,y) und
v = v(z,y) zu berechnen, gehen wir analog wie eben vor. Wir bilden in beiden Gleichungen
22 +y? —u? 4+ 0% = 0 und 22 +2y? — 3u® +40? = 1 die partielle Ableitung nach y und erhalten

2y — 2uuy + 2vvy, =0 und 4y — 6uuy + 8vvy, = 0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen u(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) + 2v,4(0,0) =0 und — 6uy(0,0) + 8v,(0,0) =0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur w,(0,0) = v,(0,0) = 0.
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