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Aufgabe 1

Eine Parametrisierung des Kegelmantels F ist gegeben durch

x T COS
y| =|rsing | = g(r e mit (r, ) € [0,1] x [0, 27].
z r
Mit
CoS —rsinp —7COS P
| D1g(r, ) x Dag(r, )| = ||| sing | x [ rcose ||| =] —rsing || =V2r
1 0 -
und
T COS 0 T COS p
r 1 r—1
erhilt man
_, 1
U(a):g// _ // L IDud(r. ) x Dot )| dr
17— 1G(r, ¢) — d|
[0,1]x[0,27]
—9/ /27r \/irdwdr=2\/§7r@/1TdrH“iV‘*is—ngln(x/i—l)
V2r? —2r+1 0 V2r2—2r+1 '
Aufgabe 2

Die Flache JF liegt in Parameterdarstellung vor mit
(u,v) = v . (u,v) €U := {(u,v) € R? | u? + 0% < 3}.

Der Stokessche Integralsatz liefert

Agﬁ.dg_ //(V X T)-do= //(v % @) (F(u, v)) - (D17(u, v) x Dyi(u,v)) d(u, v) .
F U

Nun ist
1 0 2u
DiF(u,v) = 0 |, Dorf(u,v)=1|11], also  Di7(u,v) x Dorf(u,v) = | =2v |,
—2u 2v 1
und es gilt
D, U1 Dov3 — D3vy 1—(=3) 4
Vxtd=|Dy| x|va| =|Dsvy—Dyvs| =1[1-— (_2) =13
Ds v3 Divy — Davy 9—(-5) 14
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Folglich ergibt sich

4 2u
/ ’17-d§’:// 3] —2v d(u,v)://(8u—6v+14)d(u,’u);
0F o \14 1

U

und mit Polarkoordinaten (U ist die Kreisscheibe um (0,0) mit Radius v/3) erhiilt man unter
Beriicksichtigung von f027r cospdp = fo% sin o dp = 0:

V3 rom V3
:/ / (8rcosg0—6rsing0+14)7“dg0d7“:/ 287r dr
o Jo 0

V3

= 287 [3r°] 0, =287 - 3 =427,

Aufgabe 3

a) Die Oberfliche F des Zylinders Z besteht aus drei Teilen, ndmlich aus der Bodenfldche F,
der Mantelfliche F5 und der oberen Deckfliche Fs.

Die Bodenfliche F; kénnen wir durch die Parametrisierung #(u, v) := (ucos v, usinv,0) mit
(u,v) € U :=[0,1] x [0, 27] darstellen. Es gilt

cos v —usinv 0 0
D7 (u,v) x Dor(u,v) = | sinv | x [ wcosv | = 0 =10
0 0 ucos? v +usin?v U

Es ergibt sich N = (0,0,—1) als #uBere Einheitsnormale. (Man teilt D;7(u,v) x Dof(u, v)
durch die Norm || D17(u,v) X Do7(u,v)|| und wihlt dann noch das Vorzeichen so, dass der
Vektor nach auBlen weist.) Also ist [[5 @ N do =0, denn

u3 cos® v 0
(0(7(u,v))) - (N(7(u,v))) = [ udcos?v sinv | - | 0 | =0.
0 -1

Die Mantelfliche Fo wird durch 7(u,v) := (cosu,sinu,v) mit (u,v) € U := [0,2x] x [0, 1]
parametrisiert. Wir erhalten

—sinu 0 cos U
D17(u,v) x Dor(u,v) = | cosu | x [ 0] = | sinu
0 1 0
Dies ist die duBere Einheitsnormale N an Fo. Wegen
cos? u COs U
(0(7(u,v))) - (N(7(u,v))) = [ cos?u sinu | - | sinu | = cos* u + cos? u sin? u = cos? u
v cos? u 0

folgt

2 pl 2

//17- N do = //0082u | D17(w, v) X Dor(u,v)|| d(u,v) :/ / cos? u dv du :/ cosudu = .
0o Jo 0

Fs U

=cos2u+sin?u=1

Es bleibt noch die Deckfliche F3: Die Parametrisierung #(u,v) := (ucosv,usinv,1) mit
(u,v) € U := [0,1] x [0,2x] liefert D17(u,v) x Doi(u,v) = (0,0, u). Es ist N = (0,0,1) und
damit
u3 cos3 v 0
(0(7(u,v))) - (N(F(u,v))) = | udcos?vsinv | - [ 0| =u?cos?v.
u? cos? v 1



Somit erhalten wir

2T
//U Ndo = //u cos? v | D17(u, v) x Doi(u,v)]| d(u,v) = / / u? cos? v dv du
0

=l|u|=u,dau >0

1 27
:</ u3du> </ coszvdv):iw.
0 0

Insgesamt ergibt sich

3
//’UN :Z//ﬁ do=0+m+ TF—%TF
k=g,
b) Nach dem Gauflschen Integralsatz im R3 ist

//U-Ndo:// (V-0)d(z,y,2).
F Z

Nun gilt (V - @) (z,y,2) = D1(2®) + Da(2?y) + D3(2%2) = 322 + 2% + 22 = 522 und mit
Zylinderkoordinaten & = rcosp, y = rsing, z = z, wobei r € [0,1], ¢ € [0,27], z € [0,1],

folgt
// ///5$ d(z,y, z) /// 5(rcos )2 rd(r, p, 2)
[0,1]x[0,27] x[0,1]
2m 2m
/ / / 5r3 cos gpdzdgodr—/ / 513 cos® p dy dr
:5</ T dr) (/ cos @d@)-i
0 0
Aufgabe 4

N sei stets die Einheitsnormale auf 9K , die ins AuBere von K gerichtet ist. Fiir den FluB des
Vektorfeldes f durch die Oberfliche 0K des Kegels K nach auflen gilt

/ f-]\7d0.
oK

Die Oberfliche 0K besteht aus dem Kegelmantel und dem Grundkreis. Wir parametrisieren zunéchst

den Kegelmantel
M :={(z,y,2) ER* | z=2— /22 + 32, 2 > 0}

durch
x T COS (p
y| =|rsing | = g(r,e) mit (r,¢) € [0,2] x [0, 2~].
z 2—r
Dann ist
cos —rsine T COS ¢
D1g(r,p) X Dag(r,p) = | sing | x | rcose | = | rsing
-1 0 T

Dieser Vektor zeigt nach auflen. Weiter gilt

2—r 7 COS
f(g(r,)) - (Dlg'(r, ) x Dag(r, <p)) = |rsinp |- | rsing | =(2—r)rcosp + r?sin? o + (3—=r)r
3—r T

= (2r —r®)cosp + r?sin® ¢ + (3r — r?).



Fiir den Fluf} von f durch die Mantelfliche M nach auflen erhélt man

—» Dlﬁ(h 90) X DQﬁ(h 90) — =
/ [ 7R~ [ Fate) A DR Dy 0) x Daitr ) dir. )

[0,2]x[0,27]

— / / F(G(r. ) - (Drd(r.0) x Dagitr, 0)) d(r, )
[0,2]% [0,27]

27
— / / ((2r — 1"2) cos o + r? sin? v+ (3r — 7“2)) de dr

3 3

2
- 2 2 S R SN B W L
—/0(7'(7” + (3r 7")27r)dr—[7r3+<2r 3)27T:|0— 5 T

FEine Parametrisierung des Grundkreises
G:={(z,y,2) eR*|2? +y* <4, 2 =0}

ist gegeben durch

x 7 COS
y| = |rsing | = g(r,e) mit (r,¢) € [0,2] x [0, 27].
z 0
Dann ist
cos ¢ —rsing 0
D1g(r, @) x Dog(r,p) = | sing | x | rcosp | = [0
0 0 r
Dieser Vektor zeigt nach innen. Wegen
0 0
f(g(rv 90)) ’ (_Dlg(rv 90) X DQg(Tv ¢)) = |rsing |- 0 =T
1 —r

ergibt sich fiir den Flufl von f durch die Grundfliche G nach auflen

/ FeNdo= // F(G(r9)) - (~Daii(r, 0) % Dgi(r, 0)) d(r, ¢)

[0,2] % [0,27]

27
/ / —T‘d(pd’l“——/ 2nrdr = —4m.

Der Flufl von f durch die gesamte Oberfliche K des Kegels K nach aufien betriagt somit
P — — 28 16
//f-Ndo=//f~Ndo—l—//f-Nd0:37r—4 =g
0K M G
Alternativ: Man kann [, oK f - N do auch mit dem Gaufschen Integralsatz im R? berechnen:

//f-ﬁdoz// V-de:///Zd(x,y,z)
oK K K

D1 z
wobei wir hier dr fiir d(z,y, z) geschrieben und (V- f)(z,y,2) = | D2 | - Yy =0+1+1=2
D3 z+1
verwendet haben. Mit Zylinderkoordinaten
T =17Cosp, y =rsinp, 2=z



lasst sich K charakterisieren durch
r € [0,2], ¢ € 0,27, z€[0,2—r],
so dass folgt

(75 fff sena=a [ [ [ ran

2—r 1
_477// rdzdr—47r/ (27”—7“)dr-47r[ érg}ézgﬂ
0

Aufgabe 5

a) Fiir (7,y,2) € A gilt nach Definition der Menge = € [1,2] sowie 0 < 22 — y?2, also y? < 22,
d.h. |y| < |z| = = wegen = > 0. Mit

Ay ={(z,y) eR*|z€[1,2], —z <y <z}
ldsst sich A folgendermafien schreiben
A={(z,y,2) eR?| (z,y) € Ay, 0 < z < 2 — y*}.
Da der Integrand f(x,y,z) = 1 stetig ist, erhilt man nach 42.1

/// Yz //(/Ox -’ d2>d(fr7y)—/l /_i/j_y2dzdydx
//xa; —y? dyda;—/[ —3y}y__xdx:/12§x3dx

[1a)?_ =1(16-1)=5.

b) 5

X

Die Menge B wird von den Koordinatenebenen und von der Ebene durch die drei Punkte
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0, ) begrenzt (siehe Skizze). Damit ist (z,y, 2) € B dquivalent zu

0<z<1l, 0<y<l-z, 0<z<i(l-z—-y).
Bei B handelt es sich also um
B={(z,y,2) ER* | (z,y) €By, 0<2< 5(1—2—y) },
wobei By := { (z,y) JeER?|0<z<1,0<y <l-z}.
Da (z,y, ) + sin z auf R stetig ist, ergibt sich fiir das Integral nach (1) aus 42.1

1-z r(l—z—y)/2
///blnzdxy, / / / sin z dz dy dx
0 Jo 0
11—z 1 9 1 -z
= / / [— cos 7] i;o‘r*y)/ dydx = / / (— cos(27¥) + 1) dy dx
0o Jo 0 Jo

:/0 [2sin (7271 4 y] !~ dx:/01(1—x—2sin(1;f))dx

= [z - 32% - 4cos(1_Tx)]i:0 = (1—3—4cos0) +4cos(3) = —Z +4cos(2).




Aufgabe 6

a)

b)

Sei 0 < r < R. Zur Berechnung von
Y
J[ Y. B={@w B @yl € bR b <o}
B

fithren wir Polarkoordinaten ein:
(*)
r=opcosp, y=osing mitoec[rR], ¢ € [-F,F]
(Hierbei ergibt sich (x) durch die Bedingung |y| < z. Wiirde man ¢ € [0, 27] fordern, so miisste
man ¢ € [0, 2] U [, 27] wiihlen und B in B1 = {(z,y) € R? | ||(z,vy)|| € [r,R],0 < y < x}
und Bg = {(x y) € R? | H(x Yl € [r,R],—z < y < 0} zerlegen. Dann ist [[; d(z,y) =
ffB1 Yd(x,y) —I—ffBz Ld(z,y).) Wir erhalten

T R . s

//yd(ﬂfvy)z/él / shin 4 ngdwzé(Rz—TQ)/4 tan ¢ dp = 0.
x _x )y cosg _

B

Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich, weil der Tangens eine ungerade Funktion ist und
iiber ein zu 0 symmetrisches Intervall integriert wird.

ISH

Wir greifen auf Zylinderkoordinaten zuriick:
T =7rcosy, y=rsinp, z=2z, d(z,y,z) =rd(r,¢,2) .

Fir (z,v,2) 6 B gilt 0 < z < 1, und die zweite B definierende Ungleichung fiihrt auf die
Bedingung 7? < (1 — 2)2. Die Menge B ist also charakterisiert durch

0<2<1, 0< < 2m, 0<r<l—=z.

Die Transformationsformel liefert nun

2 lz
///x —|—y22(1’z)dajy, // / 221Z)rdrdg0dz
—277// roe2(1-2) drdz—27r/ [67’6]; g 20-2)" g,
0

:/ La(1—2)0 21~ 2D gy — [_W]l :M'
0

2 ., 42

Definiere K = {(z,y,2) € R® | 22 + y? + 22 < 1}. Dann miissen wir

m::/B//@(x,y,Z) (z,y,2 ///ngJFy o 4y, 2)

berechnen. Hierzu benutzen wir Kugelkoordinaten

T =rcosp cost, y=rsinp costd, z=rsind mit r € [0,1], p €[0,27], ¥ € [-F, §].

Die Transformationsformel liefert

2w
m= / / / —57T 2 cos 9 dp dd dr

—27r// cosﬁdz?dr
g
1
—47r/ r’ dr 47r/ <1—;)dr
0 1-'—7"2 0 1-'—7"2

=4r(1— [arctanr]}_g) = A (1= (5 —0)) =47 — w2,
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