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Aufgabe 61
a) Wir zeigen zuerst: Ist n € Ny, dann ist die Funktion f,(¢) := " von exponentieller Ordnung
fiir jedes beliebig vorgegebene € > 0.
Sei € > 0 und n € Ny. Stellen wir die Exponentialfunktion als Potenzreihe dar, erhalten wir
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fiir alle £ > 0. Folglich ergibt sich mit M := 6"—71 die Abschéitzung
n < Mest
fiir alle £ > 0. Also ist die Funktion f,, von exponentieller Ordnung ¢.

Gegeben seien nun n € Ny und s € C mit Re(sg) > 0. Wir wollen die Existenz von .Z{ f,, }(so)
nachweisen.

Wie eben gesehen, ist f, () = t" von exponentieller Ordnung ¢ fiir jedes beliebig vorgegebene
e > 0. Insbesondere ist dann f,, von exponentieller Ordnung €y := Re(sp)/2. Nach Satz 8.4
konvergiert daher das Integral [ e f,(t)dt (sogar absolut) fiir alle s € C mit Re(s) > &o.
Aufgrund von Re(sg) > ¢ existiert demnach Z{f,}(so).

b) Die Behauptung zeigen wir durch vollstdndige Induktion nach n € N.
IA: n = 0. Fir alle s € C mit Res > 0 gilt nach Beispiel 8.2 (a)

1 0!

L{fo}(s) = L{t°}(s) = L{1}(s) = Pl

IS: Sei nun n € Ny. Fiir dieses n gelte: Z{f,}(s) = S,f% fiir alle s € C mit Re(s) > 0 (IV).
Mit partieller Integration erhalten wir fiir jedes s € C mit Re(s) > 0
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Aufgabe 62

Sei @ > 0. Da f von exponentieller Ordnung -y ist, gibt es eine Konstante M > 0 so, dass

|f(2)] < Me™
fiir alle > 0 gilt. Setzen wir in diese Ungleichung at fiir x ein, dann erhalten wir
|f(at)] < Ml
fiir alle ¢ > 0. Damit ist die Funktion ¢ — f(at) von exponentieller Ordnung ~a, und deshalb
konvergiert Z{ f(at)}(s) fiir alle s € C mit Re(s) > ya. Mit Hilfe der Substitution 7 = at, dT = adt
erkennen wir

ZL{f(at)}( hm/ “Stf(at)dt = ~ hm abe(s/a)Tf(T)dT:%.iﬂ{f}(g).
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Aufgabe 63

a)

b)

d)

f)

Mit g(t) := t? + bt + c erhiilt man nach Aufgabe 61 aufgrund der Linearitéit von %
L{g}(s) = L{*}(s) + b.L{t}(s) + c.2{1}(s) = 2+ 5 + ¢ fiir Re(s) > 0,
und wegen f(t) = e g(t) gilt dann nach der Démpfungsregel
f{f}(s):f{g}(s—a):ﬁ—i-(s_%)g—i-ﬁ fiir Re(s) > a.

Wir benutzen die Darstellung cos(wt) = %(ei“’t + e~ ™). Nach der Dampfungsregel ist

Pcos(wt)}(s) = %(g{eiwt}(s) +2{e 1 (s)) = %(3{0}(3 —iw) + Lo} s + i)

1( 1 N 1 )_l(s—i-iw)—i-(s—iw)_ s
2 s2 — 2w? 82 4 w2

fiir Re(s) > 0.

2\s —w s+ ww

Bemerkung: a) Mit sin(wt) = (e —e~*") erhilt man £ {sin(wt)}(s) = i fiir Re(s) > 0.

b) Alternativ konnte man £ {cos(wt)}(s) im Fall w > 0 auch mit .Z{cos(?)}(s) = 7 und
dem Skalierungsresultat aus Aufgabe 62 berechnen: Hiernach gilt ndmlich fiir jedes Re(s) > 0

1 s 1 s/w s
8% 1)} = —L{cos(t (—) — - - .
{eos(wt)} = —Z{cos(t)}( ) = ~ Gloftl ot
Es ist sinh(wt) = 3(e*! — e~!). Da die Laplacetransformation linear ist, bekommen wir nach
der Dampfungsregel fiir jedes s € C mit Re(s) > |w]

1 y . 1

LLYs) = 5(LLeHs) = L{e M 9)) = 5 (LAohs —w) = L{o}s +w))
1/ 1 1 1(s+w)—(s—w) w
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Wir mussten hier Re(s) > |w| fordern, damit sowohl Z{e**}(s) als auch Z{e !} (s) exis-

tieren. Bekanntlich liegt Konvergenz von .Z{e“!}(s) nur fiir Re(s) > w vor, entsprechend

konvergiert .Z{e “'}(s) nur fiir Re(s) > —w. Beide Bedingungen an s sind fiir s € C mit
Re(s) > |w] erfiillt.

S —w S+w

2 §2 —w? §2 —w?’

Wir driicken die Funktion f zunichst mit Hilfe der Exponentialfunktion aus: Es ist

wt —wt\ 2 2wt —2wt
- —2
f(t) = sinh?(wt) = <e 26 > _ e .

4
Damit folgt fiir alle s € C mit Re(s) > 2|w| (analoge Begriindung wie zuvor im c)-Teil)
1

2(£)5) = 1 (L{E)6) ~ 2{2)() + Z{ 1)) = 5 ( PR zw>

s 1 202
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Fiir Re(s) > Re(a) gilt nach der Ddmpfungsregel und der Bemerkung a) im b)-Teil

b
LUY) = Lm0 Hs = o) = s
Fiir jedes t > 0 gilt nach dem Additionstheorem des Sinus
f(t) = sin(wt) cos ¢ + cos(wt) sin ¢ .
Hieraus folgt mit Hilfe des b)- und e)-Teils fiir alle s € C mit Re(s) > 0

ZL{f}(s) = cosp L{sin(wt)}(s) + sin p L{cos(wt)}(s) = cos p ﬁ + sin g ﬁ )



g) Fiir Re(s) > 0 gilt Z{sin(t)}(s) = ﬁ Mit g(t) := elsin(t) liefert die Démpfungsregel
t—1 3 _ >
Wegen f(t) = (m19)(t) = { € Smo(t 1) i 2[10 1) haben wir nach der Verschiebungsregel
—1-s e’ .
ZL{f}H(s) = ZL{g}(s) = [CESIEES] fiir Re(s) > 1
h) Nach Definition ist
00 1 2
LU = / e~ F(1) dit / et dt +/ (2 — 1) dt.
0 0 1
Diese Integrale sind fiir alle s € C (absolut) konvergent. Wir unterscheiden zwei Félle:
Fiir s = 0 ist Z{f}(s) fo tdt+f1 (2—t)dt = 3+ =1.Im Fall s € C\ {0} liefert partielle
Integration
1 2
LLfY(s) = / e St dt +/ et 2 —t)dt
0 1
e~ st 1 1 e—st e—st 2 2 e~ st
= ()| - dt 2-1)|_ - dt
(—s )‘t:O /0 —$ +<—5( )>t:1 /1 s
_ 1—8 1—st ! 1—8 1—st 2
-5 <326 >‘t:0+86 +<32€ )‘1
_ 1 —s i —2s —s\ __ i —2s —s _ i —s 2
_82(_6 +1>—|—52<e - >—52<e 2e +1>_52<e 1) '
1 te]0,1]
Alternativ: Wie in der Ubung am 29.06. nachgerechnet, ist f = g*g mit g(t) :== 0 t>1
1 =0
Fiir jedes s € C gilt nach Beispiel 8.2 (c¢) der Vorlesung Z{g}(s) = { l—e—s i e so dass
= s
1 =0
man mit der Faltungsregel Z{f}(s) = ZL{g*xg}(s) = L{g}(s) L{g}(s) = { (1—e—5)2 § 40
52 §
erhélt.
Aufgabe 64
a) Ist f(t) :=e™, t > 0, gesetzt, so ergibt sich nach Beispiel 8.2 (b): £{e™}(s) = = fiir alle
s € C mit Re(s) > Re(a).
b) Wir definieren g(t) := e~ ¢ > 0. Dann gilt .Z{g}(s) = ;12 fiir alle s € C mit Re(s) > —2.
—2(t—3)
Ist f(t) := (139)(t) = { ¢ 0 i i [?(’) 3) gesetzt, dann gilt nach der Verschiebungsregel
=) s) = £
s+2 g '
c) Aufgrund von .Z{cos(2t)}(s) = 5 und L{sin(2t)}(s) = 2+22 (fiir Res > 0) bekommen

wir mit Hilfe der Linearitit von .Z und der Dampfungsregel fiir jedes s € C mit Res > —1
s+ 3 s+ 1

Gr1P+d (s+1Z4d (5+1)2—|—4

= Z{cos(2t) +sin(2t)}(s + 1) = L{e " (cos(2t) + sin(2t))}(s) .

Demnach gilt Z{f}(s) = (+‘°’1+73 fir f(t) := e '(cos(2t) +sin(2t)), t > 0.

= Z{cos(2t)}(s + 1) + L{sin(2t)}(s + 1)




Aufgabe 65

Dem Schaubild kann man sofort

2 firtel,2),
1 firte]2,3),

f(t) = 3 fiirt e [3,4),
—1 firte[4,6),
0 sonst

fiir jedes t € R ablesen. Diese Fallunterscheidung wollen wir mit Hilfe des Einheitssprungs o aus-
driicken. Wie man sich beispielsweise anhand der Graphen

A ot —1) A o(t —2) A o(t—1) — ot —2)
1+ 14 —_— 1
o —_—t ———
1 2 3 4 t 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1

iiberlegt, gilt
o(t—1) — ot —2) = { 1 furtelL,2),

Entsprechendes erhélt man fiir die anderen Félle. Damit kann man die Funktion f mit Hilfe des
Einheitssprungs ¢ in einem geschlossenen Ausdruck angeben

f)y=2(c(t—1)—o(t—2)) +1(c(t —2) — ot —3)) +3(c(t —3) —o(t — 4))
— (o(t—4) —o(t —6))
=20(t—1)—0o(t—2)+20(t—3)—4o(t—4)+o(t—06), teR.

sonst.

Nach der Verschiebungsregel gilt fiir jedes a > 0 und s € C mit Re(s) > 0

efas

L{o(t —a)}(s) = L{1a0}(s) = e L{0}(s) =

Hiermit ergibt sich aufgrund der Linearitét von & fiir jedes s € C mit Re(s) > 0
1
L{fHs) =~ (27" — e 4 2e738 g™ 4 6768) .
s

Aufgabe 66

a) Erinnerung an die geometrische Reihe: Sei w € C mit |w| < 1. Dann ist Y o w® absolut

konvergent, und es gilt 70 jw* = L.

1-w

Es seien T' > 0 und s € C mit Re(s) > 0. Setze A := fo e St f(t) dt sowie w = e~*T.
Zu zeigen ist also Z{f}(s) = 2 A.

w

Fiir jedes N € N gilt aufgrund der T-Periodizitét von f

(N+1)T (k+1)T kT
[ e Z / et dt " Z / e KD {4 KT) dr
0

( )
N N

N
= ZeSkT/Tesrf(r)dr = Zka =A Zwk.
k=0 0 = =

Fiir N — oo ergibt sich wegen |w| = e~ Re()T < 1

o) S T
.,Sf{f}(s):/o et dt =AY Wk = 1’_4 _ 1_1_5T/0 e~ F(1) dt
k=0

w




b)

Sei a > 0. Da die Funktion f (stiickweise) stetig und periodisch mit der Periode T' = 2a ist,

lasst sich Z{f} nach Teil a) durch

2a
LU) = s /0 e f(t)dt,  Re(s) >0,

berechnen. Um das Integral f02a e St f(t) dt zu bestimmen, definieren wir

t firog<t<1
glt):==¢ 2—t firl<t<2 (t € R).
0 sonst

Dann gilt geméf Aufgabe 63 h): Z{g}(s) = (e~ —1)? fiir Re(s) > 0. Ist

t/a fir0<t<a
9ga(t) :=g(t/a) =< 2—t/a fira<t<2a (t e R)
0 sonst

gesetzt, so folgt mit dem Skalierungsresultat aus Aufgabe 62

2{a}s) = 17, 210}

S

1/a s?

) = a2{g}as) = —5(e™* 1% Rels) > 0.

(1)

Nun gilt aber f(t) = go(t) fiir alle ¢ € [0,2a); da ferner g,(¢t) = 0 fur alle ¢t > 2a ist, ergibt

sich fiir s € C mit Re(s) >0

2a
| e d= 2o = e - 12,

[Natiirlich kénnte man f02a e St f(t) dt auch direkt mittels partieller Integration berechnen.]

Mit (1) folgt hieraus fiir jedes s € C mit Re(s) > 0

1 1

LU = T g (6™ 1) = g _ L

as?

Aufgabe 67

Um eine Funktion y: [0,00) — C mit

t
y(t) = 3+ / y(7)sin(t — 7)dr fiir allet > 0
0

anzugeben, schreiben wir die rechte Seite mit Hilfe der Faltung

y(t) =t + (y *sin)(t)

und wenden die Faltungsregel an. Fiir s € C mit hinreichend groiem Re(s) gilt

L{y}(s) = L{t°}(s) + L{y *sin}(s) = L{t°}(s) + L{y}(s) L{sin}(s).

Hieraus folgt wegen Z{t3}(s) = 85’% = S% und Z{sin}(s) = ﬁ

bzw.

= 2e(1-os) =

L{)e) = 51 + L)) i

s2+1

$2+1 6 6 6
LyHs)=—F5—5=3+3%

52 s S 56"

SchlieBlich erhalten wir mit Z{t}(s) = 2_('3

LIYs) = L)) + 5 L10) ) = L +1/20)(6),

d.h. y(t) =3 + 2%255, t > 0, lost die gegebene Gleichung von (x).

1 (1 —e )2 11—
as? (1—e ) (1+e ) as? 14e o’
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