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Aufgabe 1

a)

b)

Um zu zeigen, dass A := {(z;)jen € RN | 3C > 0Vj € N: |z;] < C} ein Untervektorraum
von RN ist, verwenden wir den Satz in 1.4:

(i) A#0 wegen (0)jeny = (0,0,0,...) € A. (Nehme z.B. C =1)

(i) Seien a € Rund (), (y;) € A. Dann gibt es C,C’ > 0 mit |z;| < C und |y;| < C’ fiir alle
j € N. Daher gilt fiir jedes j € N

Doy +yil <ol +lyil <C+ 7 dhe (25) + (y5) € 4;
2) |azj| = |a|-|z;| < Cla] < Cla| +1=:C (damit C > 0), also a(zj) € A.

Wie zuvor benutzen wir den Satz in 1.4, um zu begriinden, dass B := {f € RI-11 ‘ f(0) =0}
[_171}

ein Untervektorraum von R ist:
(i) B # 0, weil z.B. die Nullabbildung f(z) = 0 fiir alle z € [—1,1] in B liegt.
(ii) Seien @ € R und f,g € B. Dann gilt
1) (f+9)(0)=f(0)+g(0)=0+0=0, also f+g € B;
2) (af)(0)=a-f(0)=a-0=0, also aof € B.
C = { f e R=LY } f hat mind. eine Nullstelle} ist kein Untervektorraum von RI=11 weil
z.B. die Funktionen

fi-L1] =R, z—zx und g:[-L1]—-R z—1—=x

in C liegen, ihre Summe wegen (f + g)(z) = f(x) + g(x) = 1, € [—1, 1], jedoch nicht.

d) D := {f e R } fist surjektiv} ist kein Untervektorraum von RITVU weil z.B. die
Nullfunktion f(z) = 0 fiir alle 2 € [—1, 1] nicht in D liegt.
(Wére D ein Untervektorraum von RI=11 50 miisste mit g € D auch die Nullfunktion 0-g = 0
in D liegen!)
Aufgabe 2
0 3 0
4 - : 8 6 —4
a) Im R* sind die Vektoren v; = Y I B R B gegeben.
4 -1 -2

i) Offenbar ist v; = —2wv3. Daher gilt v; + Ove + 2v3 = 0, d.h. es gibt eine nichttriviale
Darstellung des Nullvektors. Also sind die Vektoren vy, vo, v3 linear abhéingig.
Im allgemeinen erkennt man nicht sofort, ob gegebene Vektoren linear unabhéngig sind
oder nicht. Um die Vektoren vy, ve, v3 auf lineare Unabhéngigkeit zu priifen, kénnen wir
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b)

v1, U2, v3 als Zeilen in eine Matrix schreiben und diese durch Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform bringen:

0 8 -2 4
3 6 2 -1
0 -4 1 =2

[vertausche erste und zweite Zeile]

o o
\

L
|
N
\

Mrlk

[multipliziere die dritte Zeile mit 2]

3 6 2 -1
0 8 -2 4
0 -8 2 -4

Da die Zeilen der letzten Matrix linear abhéngig sind, sind es vy, v2, v3 auch.

ii) Gébe es aj,a3 € R mit vy = ajv1 + asvs, so miisste fiir die erste Komponente gelten:
3 =a1 -0+ a3 -0 = 0. Dies ist nicht moglich. Deshalb gibt es keine Zahlen oy, a3 € R
mit vo = aqv1 + azvs.

Seien aq, ao, a3 € R mit aqvq + asvg + agvy = 0, also mit

o1 +asa = 0
as +a3 =0
a1 — Q2 + a3 =0
bzw. dquivalent hierzu
a1 — —adg
Qg = —Q3
a1 = —2&3

Betrachtet man die erste und die dritte Zeile, so erkannt man, dass es nur fiir a = 2 eine
Losung gibt, die sich von a1 = ay = a3 = 0 unterscheidet (z.B. a1 = 2,0 = 1,a3 = —1,
dann gilt 2v; + vy — vz = 0).

Also sind die Vektoren vy, v9, v3 nur fiir a = 2 linear abhingig.

Eine Basis des R? ist durch die drei Einheitsvektoren e1, e2, e3 € R? gegeben. Um lin(by, bo, b3)
= R3 zu zeigen, reicht es zu begriinden, dass wir jeden dieser Basisvektoren durch by, bo, b3
darstellen konnen: e; = by — ba, €3 = bg — by, ea = by —e; = by — (b3 — ba) = by — b3 + ba.

Alternativ kénnen wir auch zeigen, dass die drei Vektoren by, bo, b3 des R? linear unabhiingig
sind. Wegen dim(R?3) = 3 folgt dann lin(b, b, b3) = R3.

Wir schreiben dazu b1, be, bg als Zeilen in eine Matrix und bringen diese durch Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform:

110
011
111



[ersetze die dritte Zeile durch die Differenz der ersten von der dritten Zeile]

11
0 1
0 0

_ = O

Somit gilt (mit den Bezeichnungen von 1.7) n = r = 3 und die Vektoren by, by, b3 sind linear
unabhéngig.

Aufgabe 3

Sei V ein K-Vektorraum und v1,...,v, € V.

a)

b)

d)

Ist M C V mit 0 € M, so gilt lin(M) = lin(M \ {0}). Daher ist M linear abhéngig.

0

Diese Aussage ist falsch. Beispielsweise ist M = {(é) , <O

)} C R? = V linear abhingig,

jedoch kann <1

O> nicht als Linearkombination des Nullvektors <O

0> dargestellt werden, d.h.

es existiert kein o € R mit <(1)> =o- <8> [Weiteres Gegenbeispiel sieche Aufgabe 2 a)]

Es gebe einen Vektor v € V mit eindeutiger Darstellung als Linearkombination der vy, ..., v,
(d.h. es gebe eindeutige ay, g, ..., an € K mit v = ajv; + aovy + ... + v, = Z;‘L:1 a;vj).
Wir nehmen an, dass der Nullvektor neben der Darstellung als triviale Linearkombination
der v, v9,...,v, noch eine andere Darstellung als Linearkombination der vy, ve,...,v, be-
sitzt. Dann hat aber auch v = v 4+ 0 zwei verschiedene Darstellungen als Linearkombination
der vy, v9,...,v, im Widerspruch zur Voraussetzung. Folglich ldsst sich der Nullvektor nur
als tiviale Linearkombination der vy, vs, ..., v, darstellen, so dass die Vektoren vy, vs,..., v,
linear unabhéngig sind.

1

Diese Aussage ist falsch. Beispielsweise im Vektorraum V = R? sind die Vektoren vy := <O

und vy 1= <(1)) linear unabhéngig. W&hlt man v := < 01> , so sind die Vektoren v1+v = ( 1 )

-1

und vg +v = (8) linear abhéngig, denn es gilt 0- (v; +v) +1- (va +v) = <8)

Diese Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: V' = C2. Dort sind v; := <(1)> und ve 1= <(1)> linear
unabhéngig. Aulerdem sind v; und vs := <(1)> linear unabhéingig. Die Vektoren vy und vs

sind jedoch nicht linear unabhéingig, denn es gilt vo —v3 = (8)



Aufgabe 4

Mittels Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilennormalform; die Zeilen werden dabei jeweils
mit Zy, Zs und Z3 bezeichnet:

0 -2 2 4 -2 0 1

1 £
ilen Zi1——L7 2 2
4 —6 4 —5|Zlen g _2 9 e g 1 -1 -2
9 0 1 7 ) tawchen \y g 4 _5) 22322 \y _¢ 4 —5
1 -3 —% 10 —3 —3
Zs—J3—47, 0 1 _1 _2 Z3—273+62Z> O 1 _1 o
0 -6 6 9 00 0 -3
1o -1 -7 1o -1 o0
i N T | Beihe i 110
00 0 1) #7225 \go o0 1

In der Zeilennormalform von A gibt es drei nichtverschwindende Zeilen, also hat A Rang 3.
[Daher ist dim Bild(A4) = 3, so dass Bild(A) = R3 folgt. Eine Basis von Bild(4) = R? ist etwa
gegeben durch die Standardnormalbasis eq, €2, e3. Der Zeilennormalform von A lesen wir (z.B. mit

1 1
T2
dem (—1)-Erginzungstrick) ab: Kern(A) = lin( :i ), also bildet ; eine Basis von Kern(A).]
0 0
Nun zur Matrix B:
1 -4 3 -2 0 1 0 1 2 2
1 -2 1 4 2| =323 (1 -2 1 4 2
2 0 2 4 4| ziezs 1 -4 3 -2 0
1 0 -1 a p 1 0 -1 a p
1 0 1 2 2 1 0 1 2 2
Zi—Zi—2Z1 0 -2 0 2 0 Z3—73—279 0 1 0 -1 0
(j=2,3,4) 0 —4 2 —4 —2 Zy——12 00 2 -8 -2
0 0 -2 a—2 pB-2 00 -2 a—2 -2
1 01 2 2 1 00 6 3
Zy—Z4+73 01 0 -1 0 Z1\—Z1—2Z3 01 0 -1 0 . D
Z3—>%Z3 0 01 —4 —1 0 0 1 —4 —1 =B
0 00 a—10 p—14 0 00 a—10 p—4

Fall 1: a = 10 und B = 4. In diesem Fall steht die Zeilennormalform von B bereits da:

100 6 3
010 -1 0
001 —4 -1
000 0 O

Da hier genau 3 nichtverschwindende Zeilen existieren, hat B in diesem Fall Rang 3.

[Wegen dim Bild(B) = rg(B) = 3 muss man zur Angabe einer Basis von Bild(B) drei linear un-
abhéngige Vektoren aus Bild(B) finden. Der Zeilennormalform von B kénnen wir entnehmen, dass
der erste, zweite und dritte Spaltenvektor von B, d.h. Bej, Bey, Bes € Bild(B), linear unabhéngig
sind. Somit ist eine Basis von Bild(B) gegeben durch

—_ N ==
o



Bemerkung: Eine Basis ist keineswegs eindeutig bestimmt, wir kénnten beispielsweise auch die drei
linear unabhéngigen Vektoren Bej, Beg, Bes als Basis von Bild(B) nehmen.

6 3
-1 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir der Zeilennormalform von B ab, dass | —4 | , | —1
-1 0
0 -1
eine Basis von Kern(B) ist.]
Fall 2: @ =10 und B # 4. Dann erhalten wir
100 6 3 100 6 0
B Zy—B-4)"'2z, (0O 1 0 —-1 O Z\—7Z1—37Z4 01 0 -1 0
—_—
001 —4 -1 Z3—2Z3+Z4 0 01 —4 0
000 0 1 000 0 1
und lesen ab: In diesem Fall hat B Rang 4.
[Wegen dim Bild(B) = 4 gilt Bild(B) = R, so dass eine Basis von Bild(B) etwa durch ey, e, 3, €4
6 6
—1 —1
gegeben ist. Der Zeilennormalform von B entnehmen wir Kern(B) = lin(| —4 |), also ist | —4
—1 -1
0 0
eine Basis von Kern(B).]
Fall 3: a # 10. Dann setzen wir 0 := (8 — 4)/(a — 10) und erhalten
100 6 3 1 000 3-60
B Zy—(a=10)"12z, [0 1 0 =1 0 | Z1521-6Z, Zo—Zo+2zs [0 1 0 0O 0
_
001 —4 -1 Z3—Z3+4Z,4 001 0 —1+446
0 00 1 1) 0 001 0

Die Matrix B besitzt somit auch in diesem Fall Rang 4.
[Wegen dim Bild(B) = 4 gilt Bild(B) = R*, so dass eine Basis von Bild(B) etwa durch e, e, e3, €4

3—66
o
gegeben ist. Der Zeilennormalform von B lesen wir ab Kern(B) = lin(| —1446 |), also ist
)
—1
3—60
J
—1+446 | eine Basis von Kern(B).]
J
-1
Aufgabe 5

a) Der Nullvektor in C(]0,1]) ist die Nullfunktion n: [0,1] — C,z — 0. Die Funktionen f,g,h
sind genau dann linear unabhéngig, wenn aus af + g + vh = n stets a = 8 = v = 0 folgt,
wenn also aus af(x) + Bg(z) + vh(x) = 0 fur alle x € [0, 1] stets a = 5 = v = 0 folgt.

Seien also a, 8,7 € C mit a2+ f(z—1) +7(z%+3x) = 0 fiir alle z € [0,1], d.h. (2a—B)+(8+
3v)z +yz? = 0 fiir alle x € [0,1]. Sind py: [0,1] — C,x + 2 fiir k = 0,1, 2 definiert, so lisst
sich dies schreiben als (2 — )po + (8+ 37)p1 +vp2 = n. Da die Monome py, p1, p2 in C([0, 1])
linear unabhéngig sind (vgl. Beispiel in 1.9), kann man den Nullvektor, d.h. die Nullfunktion
n, nur als triviale Linearkombination von pg, p1, p2 schreiben, so dass 2a—8 = 4+3vy=~v=0
folgt. Hieraus ergibt sich sofort v = 0 und daher 5+ 3 -0 =0, also § = 0, was schlie8lich auf
o = 0 fithrt. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit von f, g, h gezeigt.



b)

c)

f,g,h bildet eine Basis von P»([0,1]) = lin(po, p1, p2), weil dim P5([0, 1]) = 3 ist und die drei
Funktionen f,g,h € P([0,1]) linear unabhéngig sind.

Fiir jedes = € [0,1] gilt p(x) = 822+ 22 +2 = 8(2? + 3x) —22r+2 = 8h(z) —22(x — 1) — 20 =
8h(x) — 22¢g(x) — 10f(x). Daher ist p = 8h — 229 — 10f, so dass die Koordinaten von p bzgl.
der Basis f, g, h durch (—10,—22,8) gegeben sind.

Bemerkung: Die Reihenfolge der Basiselemente ist bei der Angabe der Koordinaten von ent-
scheidender Bedeutung. So lauten beispielsweise die Koordinaten von p bzgl. der Basis g, h, f:
(—22,8,—10).
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Aufgabe 6

a) Das lineare Gleichungssystem

1+ x2+2x4 = 3
r3+4rs =
Irs = 2

liegt bereits in Zeilennormalform vor:
110 2 03
001401
0000 1|2

(Stellen wir uns hier das Endergebnis beim Losungsalgorithmus vor, so wiren hier womdoglich
noch Nullzeilen). Nun verwenden wir den (—1)-Ergénzungstrick (Dafiir muss die Zeilennor-
malform vorliegen!). In jeder Spalte der Koeffizientenmatrix sollte eine neue Stufe anfangen.
Dies erzwingen wir, indem wir zwei Zeilen der Form 0...0 — 1 0...0 einfiigen:

11 0 2 03
0 -1 0 0 0]0
0 0 1 4 01
0 0 0 -1 0]0
0 0 0 0 1]2

Jetzt konnen wir die Losung ablesen: die beiden Spalten mit den neu hinzugekommenen Stufen
(an den —1-en erkennbar) bilden eine Basis des homogenen Losungsraums und die letzte Spalte
ist eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungssystems. Fiir die allgemeine Losung des
inhomogenen Gleichungssystems ergibt sich daher

8
|
N O~ O W
+
>

Bemerkung: Das Einfiigen jener —1-Zeilen ist nichts anderes als das Setzen von freien Para-
metern. Betrachten wir das urspriingliche Gleichungssystem mit Variablen

1 +x2+2x4 = 3
z3+4xrs =
Irs = 2,
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setzen zwei Parameter (aber mit Minuszeichen)

1+ x2+2x4 = 3
ro = -
r3+4xy = 1
Ty = —U
x5 = 2,
lassen in jeder Zeile nur eine Variable stehen
1 = 3+A+2u
To9 = —)\
r3 = 1+ 4,u
Ty = —U
Iry = 2
und schreiben vektoriell
3 1 2
0 -1 0
r=|1[+X] 0 | +pn| 4 (A, eR).
0 0 -1
2 0 0
b) Um das lineare Gleichungssystem
rK — 2x9 -+ xr3 — T4 + z5= 0
4x7 — 8x9 + 3x3 — 334 + 5= 2
—2x1 + 4x9 — 2x3 — r4 + 4dx5= -3
r1T — 2332 - 31‘4 + 4$5: —1

zu 16sen, bestimmen wir die Zeilennormalform der zugehdrigen erweiterten Matrix

1 -2 1
-8 3

-1
-3

0
2

ZQ — Z2 74Z1
Z3 — Z3+ 271

4 =2
1 =2 0

-1
-3

-3
-1

Z4—>Z4—Z1

N N )

Z2 — 7ZQ
Z3 — —%Zg

Ly — 24— 2o

Z4~>Z4+3Z3
=

21%Z17Z2
S EE—
Zo—Za+2Z3

o O o

o O o

o O O

o O O

-2 1 -1 110
0 -1 1 -=3| 2
0 0 -3 6 |-3
0 -1 -2 3 |-1
-2 1 -1 1] 0
0 1 -1 3 |-2
0 0 1 =21
0 0 -3 6 |3
-2 1 -1 1] 0
1 -1 3 |-2
0 1 -2|1
0 0 010
00 =2 2
1 0 1 ]|-1
01 =21
00 O

und verwenden den (—1)-Ergénzungstrick, d.h. wir lassen Nullzeilen in der Zeilennormalform



weg und ergénzen Zeilen mit —1 und sonst Nullen so, dass auf der Diagonalen nur +1 steht:

1 -2 0 0 =-2| 2
0 -1 00 01O
0 0 1 0 1 |-1
0 0 01 —-2]1
0 0 00 —-1]0

Nun kénnen wir die allgemeine Losung x = (21, 22, 23, 24, 5) € R® des linearen Gleichungs-
systems ablesen:

2 —2 —2
0 ~1 0

z=|-1]+x] 0 |+pu] 1 (A €R).
1 0 —2
0 0 ~1

Aufgabe 7

a) Wir verwenden die Kirchhoffschen Gesetze, um das Gleichungssystem aufzustellen: Die Kno-
tenregel liefert die Gleichungen

I=05LH+1D und Ih=1I3+ 1.
Die Maschenregel liefert zwei weitere Gleichungen, ndmlich
Rs3ls = Ryly und RiI1 = Rols + R3ls.

(Die Maschenregel liefert auch noch R1I; = Raols + R4l4, aber diese Information ist in den
beiden anderen Gleichungen bereits enthalten.) Insgesamt ergibt sich mit den gegebenen
Werten das lineare Gleichungssystem

L+1=1
Iy —I3—-1,=0
aI3—6.74:0

Ct[l —0412 —Ct[g =0

b) Wir betrachten nun die zugehorige erweiterte Matrix:

1 1 0 0 1 1 0 1 1 1
0 1 -1 -1 O Z\—Z1—Z2 0 1 -1 -1 0 Zy—Zs+2aZs
0 O a —f 0 Za—Zs—aZy 0 O a —f 0
a —a —a 0 0 0 2o —a 0 -
1 0 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 —1 -1 0 Za—7Z4+373 01 -1 -1 0 .
0 0 « -0 0 0 0 « —p 0 =B
0 0 —3a —2« -« 00 0 —2a-33 -«
Fall 1: Fiir 6 := 2 + 38 # 0 erhalten wir
1 0 1 1 1 10 1 O 1—a/d
Za——2Z4/8 o1 -1 -1 0 1 —2Z1—Zy 01 -1 0 O[/6 —. B
"1 oo a -8 0 Zoozoize | 00 a 0 aB/é -l
00 0 1 |ap) #7552 \ o0 0 1 /s



Fall 1.1: Ist zusétzlich a # 0, so geht es weiter wie folgt:

10 1 0 |1-—a/ 1000 |[1—(a+p)/s
Z3—Zs3 ]/« 01 -1 0 a/5 Z1—Z1—2Z3 01 0 0 (Oz + ,8)/5
0 0 1 O B/ Zo—Zo+7Zs3 0 010 B/
0 0 1 a/d 0 001 a/d
Das Gleichungssystem ist folglich eindeutig 16sbar; man hat
a+ B o+ 23 a+p 153 «
L=1- = , I = y Ii=g——7 li=5—"%7-
0 2a+ 38 20+ 38 200+ 35 200+ 30
Fall 1.2: Ist dagegen o = 0, so haben wir
10 1 0 1
01 -1 0 0
Bi=190 0 0o |o
0 0 0 1 0

Samtliche Losungen dieses inhomogenen Systems erhalten wir, indem wir Is = A beliebig
wéhlen. Dann ergibt sich Iy = 1— A, I = A und I = 0. Die allgemeine Losung lautet folglich

I 1—A 1 -1
ILy| A 10 1
Ll= \ =10 + A 1 (AMeR).
I 0 0 0
Fall 2: Gilt 2o+ 38 =0, also 8 = —%a, So ist
1 0 1 1 1
01 -1 1 0
B=100 a 2a 0
00 O —a

Fall 2.1: Fiir a # 0 folgt wegen der letzten Zeile: Das Gleichungssystem ist nicht l6sbar.
Fall 2.2: Ist dagegen o = 0, so haben wir

1 0 1 1 1
01 -1 -1 0
B= 00 0 O 0
00 0 O 0

Wir kénnen Is = A und Iy = p beliebig wéhlen; dann folgt I; =1 — A — pund Iy = A + pu.
Die allgemeine Losung ist daher in diesem Fall

I -1 -1
I
I3

1y

+A +u (A p€R).

o O O

1
1
0

—_ O

(Alternativ hitte auch der (—1)-Ergidnzungstrick auf dieses Ergebnis gefiihrt.)

Aus physikalischer Sicht sind nur Werte «, 8 > 0 sinnvoll. Dann haben wir stets Fall 1.1 und
damit eindeutige Losbarkeit.



Aufgabe 8
a) Fiir alle (z1,72) € R? gilt

o((I)= (D) =a().

! 1> € R?*2, Daher ist ¢ nach Beispiel (1) in 1.16 linear. Unter Verwendung

wobel A = (1 1

des (—1)-Erginzungstricks liest man der Zeilennormalform <(1) é) von A ab:

Kern ¢ = {x €R? : ¢(x) =0} = {zx € R? : szO}:KernA:lin{<_11>}.

Insbesondere ist dim Kern ¢ = 1, so dass nach der Dimensionsformel 1.15 gilt: dim Bild ¢ =
2 — dim Kern ¢ = 1. Da der Vektor <i) wegen ¢(e1) = Ae; = (1) in Bild ¢ enthalten ist,

ergibt sich somit
Bild ¢ = {¢(z) : z € R?’} = {Az : 2 € R*} =Bild A = lin{<1)}.

Alternativ: Da Bild A die lineare Hiille der Spalten von A ist, erhélt man
: . 1 1 1
Bild ¢ = Bild A = {ozl (1> + o <1) D aq, 00 € ]R} = {(ozl + a2) <1) Do, 00 € ]R}
1 . 1
= {a (1) o€ R} :hn{<1)}.

b) Sei a = (aj,as,a3) € R? mit a? + a3 + a% = 1. Fiir jedes © = (21,72, 73) € R? definiere

3
P,(z) := <Z mjaj> a.
j=1

i) Die Abbildung P,: R? — R3 ist linear, denn fiir alle x = (21, 22, 23),y = (y1,y2,y3) € R?
und o € R ergibt sich

3

3 3
Py(ar +y) = <Z(a$j + yj)%‘) a= (06 > wja;+ Zw%) a = aPy(x) + Fa(y) -
j=1 j=1

J=1

ii) Um die Darstellungsmatrix von P, beziiglich der Standardbasis ej, ez, e3 des R? an-
zugeben, berechnen wir fiir jeden Basisvektor e (k € {1,2,3}) das Bild P,(ex) und
stellen dieses als Linearkombination von ey, e, e3 (den Basisvektoren im Zielraum) dar.
Ist a = (a1,a2,a3) = are1 + azea + ases, so ergibt sich fiir jedes k € {1,2,3}

3 apal
P,(er) = (Z 5jkaj> a=aga= | agay | = (agai)er + (agaz)es + (aras)es .

J=1 ara3
aray
Damit lautet die k-te Spalte der gesuchten Darstellungsmatrix: | agaq | fir k € {1,2,3}.
apas

Also ist die Darstellungsmatrix von P, beziiglich der Standardbasis des R3 gleich

2
aj asa1 asap

a1ag a% aszag
ajas as0a3 a%



c)

Aufgrund der Linearitét von ¢ gilt

d(e1) = ple1 +e2 +e3) — Pplea +e3) = (ea —e3) —er = (—1)eg + lea + (—1)es,
od(e2) = plea + e3) — d(es) = e1 — (2e1 + 3ea + beg) = (—1)e; + (—3)ea + (—H)es,
o(e3) = 2e1 + 3ez + bes .

Somit lautet die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Standardbasis ey, ez, e3 des R?

-1 -1 2
1 -3 3
-1 -5 5

Bemerkung: Wenn nicht vorgegeben ist, beziiglich welcher Basen man eine Darstellungsmatrix
von ¢ angeben soll, kann man die Aufgabe sehr elegant 16sen, indem man die Basen besonders
geschickt wahlt: Nimmt man “vorne” etwa die Basis e3, es + e3, e1 + e2 + e3 und “hinten” die
Basis 2e1 + 3es + bes, e1,e2 — e3 (Man sieht leicht, dass es sich dabei tatséichlich um Basen
des R? handelt), dann bildet ¢ den k-ten Basisvektor der “vorderen” Basis auf den k-ten
Basisvektor der “hinteren” Basis ab (k € {1,2,3}), weshalb die Darstellungsmatrix von ¢
beziiglich dieser Basen die Einheitsmatrix I3 ist. Beachte: ¢ ist nicht die Identitétsabbildung!

Aufgabe 9

a)

b)

Um zu begriinden, dass v, v, v3,v4 eine Basis von W := lin(vy, vg, v3,v4) ist, reicht es zu
zeigen, dass vy, va,v3,v4 in C?((—m, 7)) linear unabhingig sind. Seien dazu ci,co,c3,c4 € R
mit cjvy + cave + c3v3 +cqvg = n. Hierbei bezeichnet n: (—m,7) — R,z — 0, die Nullfunktion,
also den Nullvektor in C?((—n,7)). Fiir alle x € (—m, ) gilt dann

c18inx +cocosx + cgrsinx + cqxcosx = 0.
Insbesondere fiir © = 0 ergibt sich ¢o = 0. Dies fiihrt auf
ci1sinz + cgrsine + caxrcosz =0 fir alle x € (—m, 7). (%)
Differenzieren wir diese Gleichung, so erhalten wir
€1CoST + c3xrcosx + c3sinx — cyxrsinz + cacosx =0 fir alle z € (—m, 7). (k)

Fiir x = 0 ist geméf (xx): ¢; + ¢4 = 0. (I)
gilt nach (*x): c3 — cs g = 0. (II)
gilt nach (x): ¢ + ¢35 = 0. (III)

Fir z =

Fir z =

IS ERNTE

Lost man (II) nach c3 auf und setzt dies in (III) ein, so bekommt man 0 = c; + (c45)5 =

1+ %2&1. Subtraktion dieser Gleichung von (I) fithrt auf (1 — %2)04 =0, also ¢4 = 0. Laut (I)
und (II) muss damit auch ¢; = c¢3 = 0 gelten.

Insgesamt haben wir ¢; = co = ¢3 = ¢4 = 0. Somit sind vy, vo, v3, v4 linear unabhéngig.

Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes f € W auch D(f) in W liegt. Sei dazu f € W, etwa

f = ayv1 + asve + asvs + aqvy fiir gewisse Zahlen a1, ao, az,as € R. Dann ist f differenzierbar
und es gilt fiir alle x € (—m, )

D(f)(z) = f'(z) = (a3 — a2) sinz + (a1 + a4) cosx + azx cos z — a4z sin x.

Folglich liegt D(f) in W, so dass D tatséchlich von W nach W abbildet.

D ist linear, denn fiir alle « € R und f,g € W gilt nach den aus der HM I bekannten
Eigenschaften der Ableitung

D(af+g)=(af +9) =af +¢ =aD(f)+ D(g).



c) Wegen

D) =vy=0-v1+1-v34+0-v3+0-u0y,

D(ve) = —v1=(=1)-v1+0-v3+0-v3+0- vy,
D(vs) =vi+va=1-v14+0-v34+0-v3+1-0y,
D(wy) =vy—v3=0-v1 +1-v9+(—=1)-v3+0-1y

lautet die Darstellungsmatrix M (D) von D bzgl. der Basis vy, va, v3, v4

0 -1 1 0
1 0 0 1
MD)=1y o o 1
0 0 1 0

Fiir die Darstellungsmatrix M (D?) von D? bzgl. der Basis vq,v9,v3, v4 gilt

0 -1 1 0 0 -1 1 0 -1 0 0 =2

N s |1 0 0 1 1 0o 0 1}y |0 -1 2 0
M(D7) = M(D)” = 0 0 0 -1 0O 0 0-1)] {0 0 -1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0o 0 0 -1

Auf das selbe Ergebnis kommen wir, wenn wir uns iiberlegen, wie die Koordinaten der Bilder
der Basisvektoren von W unter D? bzgl. der Basis v1, v, v3, v4 aussehen:

D?(v1) = D(D(v1)) = D(v) = —vy = (=1) - 01 +0-v3 + 0-v3 + 0 - vy,

D?*(v3) = D(D(v2)) = D(—v1) = —vg =0-vy 4 (=1) - v + 0 - v3 + 0 - vy,

D?(v3) = D(D(v3)) = D(v) +v4) =209 —v3=0-v1 +2-vg+ (1) -v3+0- vy,
D?*(vy) = D(D(v4)) = D(vy —w3) = =201 —wg = (=2)-v1 +0-v2 +0-v3+ (—1) - vy

Also besteht die k-te Spalte der Darstellungsmatrix exakt aus den Koordinaten von D?(vy)
bzgl. der Basis vy, ve, v3,v4 (fir k =1,2,3,4).

0
d) Die Koordinaten der Funktion g bzgl. der Basis v, va, v3, v4 sind g . Daher ergibt sich fiir
0
die Koordinaten von D?(g) bzgl. der Basis vy, vq,v3, 4
0 -1 0 0 -2 0 0
o5l [0 -1 2 0 50 [ -1
MDDl =1o o -1 o2 |=2]|
0 0O 0 0 -1 0 0

also D%(g) =0-v1 + (=1) - va + (=2) - v3+ 0 - vg = —vg — 2uv3.

Auf dieses Ergebnis kommen wir durch Differenzieren von g: ¢’(x) = 2sin z+ 2z cos z — 5 sin x,
g"(zr) =2cosx+2cosx—2xsinz—5cosx = —cosx—2zxsinx = —vy(z) —2v3(x), x € (—7, 7).

Aufgabe 10

a) Die Summe A+C ist nicht definiert, weil die Spaltenanzahl von A und C' nicht iibereinstimmt.
Auch das Produkt CB ist undefiniert, denn bei Matrizenprodukten muss die Anzahl der
Spalten des ersten Faktors gleich der Anzahl der Zeilen des zweiten Faktors sein. Alle anderen
Ausdriicke kénnen wir berechnen:

3 2t 2
A+ B= 1 0 3—1
247 7 =3



b)

3i 0

3c=|(3 -3
6 6
2 3 -1\ /1 —i 3 24+3i —3-5i 6+6i
AB=[ 0 1 1-i|[1 =1 2]=| 1 2 — 3 2
24i 4 —-3)\0 3 0 6+i —12—2i 1443
1 —i 3 2 3 -1 8+3i 12420 —11—i
BA=|1 -1 2 0 1 1—i|=[64+2 7+3 -8+i
0 3 0/ \2+i 4 -3 0 3 3—3i
32 2 i 0 4450 6
A+B)C=| 1 0 3—i|[1 —i|=]6-i 6-2
24i 7 -3)\2 2 2%  —6—Ti

Bemerkung: Insbesondere gilt AB # BA, d.h. Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ.

. _ 0 1 . _ l11 112 2% 92 .
Sei A = (0 2). Fir L = (lgl l22> € R**“ gilt

IA— lin ho) (0 1) _ (0 ln+20ho
lor 1) \O 2 0 lo1+2l2)"
Also ist LA gleich der Nullmatrix genau dann, wenn [11 + 2l12 = 0 und ls; + 295 = 0 gelten.
Dies sind zwei (homogene) lineare Gleichungssysteme. Die erweiterte Matrix zu l11 + 2l12 = 0

(1 2/0)  bzwkuz (1 2)

liegt bereits in Zeilennormalform vor, so dass man direkt mit dem (—1)-Ergénzungstrick die
Losung ablesen kann

l11 o 0 2 o 2s . .
<112) = <0> + s (_1> = <—s) , s € R beliebig.

Analog erhilt man fiir die Losung von la; + 2l9e = 0

<l21> = <2t) .t e R beliebig.
l22 —t

Folglich gilt LA = 0 genau fiir Matrizen der Form

2s —s 2 —1 0 0 o
L_<2t _t>—s<0 0)+t<2 _1>, s,t € R beliebig.
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Aufgabe 11

a) Mit Zeilenumformungen erhalten wir

0 3 -1 1|1 0 0 O 0 3 -1 111 0 0 O
1 -3 1 —-1/01 0 O Z3—Z5+57 1 -3 1 —-1/01 0 0
-5 1 0 0 /0 0 1 0 0O -14 5 —-5|0 5 1 0
0 6 -2 3]0 0 0 1 0 6 -2 3 /0 0 0 1
0 3 -1 1|1 0 0 O 00 -1 1|-14 —-15 -3
Z3—Z3+571 1 0 0 0j1 1 0O Za—Z4—673 1 0 0 O 1 1 0
Zo—Zo+71 0 1 0 0|5 5 10 Z1—721—373 0 1 0 0 5 5 1
0 6 =2 3/{0 0 01 00 -2 3]-30 =30 -6
0 01 —-1|14 15 3 0 001 012 15 3 1
Zi——71 1 0 0 O 1 1 0 0 Zh—Z1+ 74 1 0 0 01 1 00
Zu—Z4+271 01 0 O 5 5 10 01 005 5 10
000 1]|]-2 0 01 00 O01|-2 0 01
1 0 0 01 1 00
Zeilen 01 0 05 5 10
permutieren 0 01 0112 15 3 1
000 1|-2 0 01
1 1 0 0
. . . 1 5 10
Wir sehen, dass A regulér ist, und haben zugleich A= = 12 15 3 1 berechnet.
-2 0 01
Fiir die Matrix B ergibt sich
-1 1 0 —-1/1 0 0 O -1 0 0 —-1/1 -1 0 O
0O 1.0 0|0 1 0O Z4—Z4—375 0O 1.0 0|0 1 0 0
0O 01 0|0 01O Z1—71— O 01 0|0 O 1 0
0O 03 1|0 0 01 O 00 110 0 =31
100 1/-11 0 O 100 0-11 3 -1
Zi——271 01 0 00 1 0 O Z1—Z1—Z4 01 0 0[O0 1 O 0
001 00 O 1 O 00100 0 1 0
00010 0 -3 1 00010 0 -3 1
-1 1 3 -1
0 1 0 0
. .. . _1_
Also ist B reguldr mit B~ = 0 0 1 0
0 0 -3 1

o O O
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Wegen

1 3 1]/10 0 1 3 111 00
4 4 201 0 | 22220 g 8 —2|/-4 1 0
9 —2 0lo 0 1) #7520 \ g 8 —2|-2 0 1
1 3 1]1 0 0

ZemZsTh o | g 2| -4 1 0

00 0]2 -1 1

hat die Matrix C' den Rang 2, so dass C' € R3*3 nicht regulir ist.
Da A und B regulér sind, gilt:

42 49 10 2
4 141 |5 5 10
(AB)™ =B A" = 12 15 3 1
—-38 —45 -9 -2
1 5 12 -2
Ty—1 __ —I\T __ 1 5 15 0
00 1 1
42 5 12 -38
o1 o |49 5 15 —45
2 0 1 =2

Hier verwendeten wir das folgende Resultat: Ist D € KX, so ist auch DT regulir und es gilt
(DT)—I — (D_I)T.

In der Tat ergibt sich mit den Rechenreglen fiir das Transponieren von Matrizen

(o HY'p"=mp Y =1'=1, wd DYDY =D 'D)T=1=1,.

b) Da A und AB regulér sind, erhalten wir jeweils die eindeutig bestimmten Losungen

1 0 1 -7

a1 [0 B B e O N
z=A o | =123 bzw. x = (AB) o | =123
0 -2 0 7

Aufgabe 12

Wiederholung des Gram-Schmidt-Verfahrens:
In einem K-Vektorraum V' mit Skalarprodukt (-,-): V' x V' — K seien n linear unabhéngige Vek-

toren x1,...,x, gegeben. Wir wollen ein Orthonormalsystem w1, ...,u, € V so konstruieren, dass
lin{uy,...,uj} =lin{zy,...,2;} fur alle j = 1,...,n gilt.

Wir bestimmen zunéchst nur ein Orthogonalsystem vy, . .., v, mit der Eigenschaft lin{vi,...,v;} =
lin{xy,...,z;} fiir alle j = 1,...,n. (Bei einem Orthogonalsystem wird nur verlangt, dass die

Vektoren orthogonal zueinander sind, nicht aber, dass sie Norm 1 haben.) Die Forderung lin{v; } =
lin{z } konnen wir erfiillen, indem wir vy := 1 setzen. Dann geht unser Verfahren rekursiv weiter:
Haben wir fiir ein gewisses j € {1,...,n— 1} ein Orthogonalsystem vy, ..., v; mit lin{vy,...,v;} =
lin{z1,...,z;} gefunden, so ist die Frage, wie wir v;,; definieren sollen. Setzen wir

J
Vj41 = Tj+1 + E )\kvk
k=1



mit gewissen A, € K, so ist die Forderung lin{v1, ... ,vj41} = lin{z1, ..., 241} erfiillt. Damit dieses
vj+1 zusétzlich orthogonal zu allen v; mit ¢ € {1,...,j} ist, muss
! j
0= (vjt1,vi) = (Tj41,0i) + ZAk<’0kavi> = (@j11,vi) + Xi{vi, v5)
k=1

fiir alle s € {1,...,j} gelten. Folglich wihlen wir

(Zje,v) (@31, 01)
A= — = — 5
<7)iavi> [Jvill
Fassen wir zusammen: Die Vektoren vy, ..., v, werden rekursiv definiert durch
J
. . <.’17j+]_, Uk> .
v =11, Uj-f-l':xj-i-l_zka (jzlavn_l)
k=1 k
Man beachte: Die Vektoren x1, ..., z, sind nach Voraussetzung linear unabhéingig; daher gilt 1 # 0

und x4 ¢ lin{zy,...,2;} =lin{vy,...,v;} fiir j =1,...,n — 1, und damit folgt v; # 0 fiir alle j.
Somit ist die Division durch |Jv;||? moglich.

Setzen wir nun noch wu; := v;/[|v;|| (j = 1,...,n), so haben wir ein Orthonormalsystem mit den
geforderten Eigenschaften bestimmt.

a) Die gegebenen Vektoren x1, 2,23 sind linear unabhéngig. Um das zu sehen, kann man die
Vektoren zeilenweise in eine Matrix schreiben und diese auf Zeilenstufenform bringen:

1 0 1 10 1\ , ., a, (10 1
2 92 Lo B2 g 9 9 2 0 2% -2
5 30 1) BB\ 3; 4 0 0 —1

Fiihre nun das Gram-Schmidt-Verfahren durch:

1 1
vii=x1= |0 Uy = Y1 :i 0
) ol — V2 \§
Wegen
2 1
(zg,v1)=(|20],{0])=2-T+20-0+0-1=2
0 1
erhalten wir
(2, 01) ANELE g v 1 ()
Vg 1= Ty — 5 =12 -0l =121, Uy = ——=— 1| 2
Hvln 0 2 1 -1 HU?H \/6 -1

(Beachte: Es gilt ||vo|| = (|1]2 + |2i|?> +|—1]?)"/? = v/6.) Fiir die Berechnung von v3 brauchen
wir die Skalarprodukte

5 1
(zg,v1)=((3i],[0])=5-T+3i-0+1-1=6,
1 1
5 1
(wg,va) =(|3i|,| 2 |)=5-T+3i-2i+1-(-1)=5-6i>~1=10.
1 ~1



Damit ergibt sich dann

o _i<v3,vk> AR RSN AN
3 .= I3 D) Vi = (3 9 6 (3 —3 (3 5
it Mol 1 1 ~1 ~1
V3 1 1.

Uz = = )
losll V3 \ _4

Fazit: w1, ue, us ist ein Orthonormalsystem mit den gewiinschten Eigenschaften.

b) Wir wollen das Verfahren von Gram-Schmidt benutzen. Dazu priifen wir zuerst die gegebenen
Vektoren y1,ys2, y3 auf lineare Unabhéngigkeit:

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
5 1 1 1 | 2=22540, (g ¢ —4 ¢ | 2282 o ¢ _4 6
3 —3 1 —3) B7HEBA \g ¢ 4 —6 00 0 0

Somit sind ¥, y2, y3 linear abhéngig, insbesondere kénnen wir an der Zeilenstufenform ablesen,
dass ys eine Linearkombination von y; und y, ist (dies ist moglich, da bei den Zeilenumfor-
mungen keine Zeilen vertauscht wurden). Infolgedessen gilt lin{y1, y2, y3} = lin{y1, y2}.

Wir sehen aulerdem, dass y; und y, linear unabhéngig sind.

Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von lin{y;,ys} fithren wir nun das Verfahren von
Gram-Schmidt durch:

1
U1 U1 1 1] -1
v =y, Ul = = =_-y ==
P e T VTririer 27T 2|1
-1
Weiter ist (y2,v1) =5—141—1 =4 und wir erhalten

5 1 4 4 2
vy = gy — (y2,v1) 1 4 -1 _ |2 iy = v2 1 2| _ 11
<’l)1,’U1> 1 4 1 01’ ”'UQH v 24 0 \/6 0
1 -1 2 2 1

Folglich bilden w1, ug eine Orthonormalbasis von lin{y;, y2} = lin{y1, y2,y3}.

Aufgabe 13

a) Die Aussage ist wahr: Sei z € V. Da die Gleichung (x,y) = 0 fiir alle y € V gilt, ist diese
insbesondere fiir y = x erfiillt. Also haben wir (z,z) = 0. Nach Definition des Skalarprodukts
kann dies nur fiir z = 0 der Fall sein.

b) Die Aussage ist wahr: Seien x1,...,z,,2 € V. Es gelte x # 0 und (z,y) = 0 fiir alle y €
lin{xi,...,z,}. Wire lin{x;,...,z,} = V, so hétten wir (z,y) = 0 fiir alle y € V. Aus
a) folgte dann unmittelbar z = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung x # 0. Also ist die
Annahme falsch und es gilt lin{xy,...,z,} # V.



Aufgabe 14

a) Voriiberlegung: Sei A € C"*" eine Matrix. Bezeichnet a; die j-te Spalte von A, so gilt

—T —T —T —T
ai ayj-ar ai-az --- a1 Gp
—T —T —T —T
N a2 az”aip azx”-az -+ G2 Gp
ATA = . (a1 ag - an) =
an’ G,lay Gptay o Gnlan

(o) (ana) - (o)
loraa) {a2) - o)

(a1,a) (22,00} - {an,an)

In A*A ist also <aj, ak> das Element in der k-ten Zeile und j-ten Spalte. Hiermit erhalten wir

A ist unitér — AA =1, — <aj,ak> =4y, firalle j,k e {1,2,...,n}
dirg:n ai,as,...,a, bilden eine Orthonormalbasis des C".

b) Die beiden gegebenen Vektoren haben Norm 1 und sind orthogonal zueinander. Nach a)
miissen wir die beiden Vektoren zu einer Orthonormalbasis des C3 ergéinzen. Dazu bestimmen
wir zuniichst einen Vektor z = (z1, 29, 23) € C3 mit

i/V2 1/2
<z, —1/V2 >:0 und <z, —i/2 >:O.
0 (1—1)/2
Komponentenweise geschrieben und mit V2 bzw. 2 durchmultipliziert bedeutet das
—iz1—29=0 und z1+izo+ (14+i)z3 =0.

Die erste Gleichung kénnen wir mit z; = 1 und 2o = —i erfiillen. Die zweite Gleichung liefert
dann 2+ (1 +14)z3 =0, also z3 = —2/(1 4+ i) = —1 4 4. Den so gefundenen Vektor

z1 1
z = Z92 = —1
z3 141
miissen wir noch normieren, also durch seine Norm ||z|| = /12 + (—i)i + (=1 +4)(—1 — i) =
vV1+1+2 =2 teilen. Wir ergéinzen daher den Vektor
1 1,
)
-1+

Bemerkung: Der zu ergénzende Vektor ist nicht eindeutig bestimmt, man kann ihn mit belie-
bigen Konstanten ¢ € C, fiir die |c¢| = 1 gilt, multiplizieren.

c) Im folgenden sei A € C"*" eine unitére Matrix.
i) Sei z € C". Dann gilt
|Az||? = (Az, Az) = (A* Az, 2) = (z,2) = ||2|*.
=1,
Alternativ: (Az, Az) = (Az)T Az = (Az)T Az = #TA" Az = ZH(A* A)z =212 = (2,2).
=1

ii) Sei A € C so, dass es einen Vektor z € C" \ {0} gibt mit Az = Az. [Ein solches X heifit
Eigenwert von A und z ein zugehdériger Eigenvektor]. Mit Hilfe von i) erhélt man dann

1217 = (2, 2) = (Az, A2) = (Az,X2) = Mz, Az) = A\(z,2) = |A[*(2,2) = [A]?|]2||*.
Division mit ||z]|? # 0 (wegen z € C* \ {0}) ergibt |A|*> = 1, also |\| = 1.
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Aufgabe 15

2 2 4
a) Sei A = (aij) =1-1 1 1 e R3x3,
1 -1 -2

i) Die Leibnizformel fiir Determinanten besagt
det(A) = Z SEN.0 * A15(1)020(2)A30(3)-
o€ES3

Die Elemente der S3 sind

G323 G335 63 G2l G G1d)
Also gilt
det(A) = +2-1-(=2) —2-1-(=1) =2 (=1) - (=2) —4-1-1+2-1-1+4-(=1)- (-1) = 4.

Bemerkung: Diese Methode zur Berechnung der Determinante ist recht ineffizient und wird
daher kaum genutzt.

ii) Entwicklung nach der ersten Zeile liefert

det(A):—l—Q-det(_ll _12>—2-det<_11 )+4 dt( >

=2(1-(=2)—(-1)-1) =2(-1-(-2)—1-1) + )—1-1) =—4.

iii) Wir ersetzen die 2. Spalte durch die Summe der 1. und 2. Spalte und entwickeln die resultie-
rende Matrix nach der 2. Spalte:

2 2 4 2 4 4 1
det (-1 1 1 ])=det|-1 0 1 |=—4det ( . _2> = —4(=1-(=2)—1-1) = —4.
1 -1 -2 1 0 -2

b) Wir wissen, dass sich die Determinante einer Matrix nicht verdndert, wenn wir das Vielfache
einer Spalte zu einer anderen Spalte bzw. das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile addieren.
Auf diese Weise formen wir die Matrizen nun um und verwenden zudem den Entwicklungssatz.
[Die verwendete Umformung steht jeweils in Klammern hinter dem Gleichheitszeichen.]

2 1 -1 -1 2 1 -1 -1
0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
det(A) =(s, 55455 det | o 1 | Flzozezg det | g 1
2 1 1 1 00 2 2
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-1 1 -1 -1 1 -1
—[Entw. nach 5] 2-det [ =1 -1 1 =[Za—Za—Z1] 2 - det 0 —2 2
0 2 2 0 2 2

-2 2
=[Entw. nach §;] 2 (—1) - det ( 5 2> = _2((_2) .9 _9. 2) — 16.

Bei der Matrix B gehen wir genauso vor:

) 5 9 b ) 0 0 O
— 0 1 1 -1 1 2 2
det(B) “[Z1—2Z1+24] det 3 1 4 0 =(S;-55;—51,j=2,3,4] det s 4 1 3
4 3 21 4 -1 —2 -3

1 2 2 0 0 -1

=[Entw. nach Z;] O det { =4 1 =3 =Z1—>Z1+75) O det| -4 1 -3

-1 -2 -3 -1 -2 -3

-4 1
=[Entw. nach 7] 5 (1) - det (—1 —2) = —5(8+1) = —45.

Und auch die Matrix C lisst sich so behandeln:

1 0 0 1 1 00 0
1 1 0 2 1 10 1
det(C’) =[Z1—Z1—Z4] det 1 0 1 2 =[S4—S4—51] det 1 0 1 1
311 « 311 a—3
10 1 10 0
—[Entw. nach Z1] T-det [0 1 1 =[S3—S3—51] det |0 1 1
1 1 -3 1 1 a—14
1 1
—[Entw. nach Z1] 1 <1 Oé—4) =a—4-1=a-25.
Man sieht: det C # 0 <= « # 5. Daher ist C genau fiir a € C\ {5} regulir.
Aufgabe 16
a)
D1 (x) = det(ap) = ao
Dy(x) = det (ﬁol L;l> = apx + a1
ag al as
Ds(z)=det | -1 = 0
0 -1 =«
z 0 a; a
=|Entw. nach S;] @0 det (_1 l’) — (—1) det (_11 ;) = a()II?2 +a1x + a2

n
b) Vermutung: Fiir alle n € N gilt D, 1(2) = apz™ + a12" ' + ...+ ap12 4+ an = 3 apz™*.
k=0
Wir beweisen die Behauptung mittels vollstdndiger Induktion.

Den Induktionsanfang haben wir schon in Teil a) gezeigt. Sei nun n € Ny beliebig aber fest.
Fiir dieses n gelte

Dui(2) =S ™™ (V).
k=0

2



Dann folgt:

ap ap az apn  An+1
-1 x 0 0 0
Dpia(z)=det | 0 71 %
S

0 0 -1 =« 0

0 0 -1 x
-1 =x 0 0
0 -1 =z . :

=[Entw. nach Sy (—1)" 2T ap 1 det Lo ) H(=1)" D, ()

o ... 0 -1 =z
o ... ... 0 -1

cC(n+1)Xx(n+1)

= (="M ap 1 (=)™ + 2Dp a1 (2) =[av)) @ni1+ 3y aga”

k=0
n n+1
= Gpg1 + § :akanrlfk — § :ak$n+17k'
k=0 k=0

Somit ist unsere Vermutung bewiesen.

c) Wihlen wir in der gegebenen Matrix ag = a1 = ... =a, = x = —1, so gilt:
det(Bnt1) = (=1)" ' Dpy1(=1) =y (=" > (=1)(=1)""

k=0
n

— (_1)n+1(_1)n+1 i(_l)—k _ Z(_l)k
k=0

k=0
B {1 falls n gerade

0 falls n ungerade

Die Matrix By, ist also genau dann invertierbar, falls n gerade ist. Man kann an der Matrix
auch ablesen, dass fiir ungerades n die 1. Zeile die Summe der 2.,4.,... und (n + 1)-ten Zeile
ist und die Matrix in diesem Fall nicht invertierbar sein kann.

Aufgabe 17

a) Die Determinante ist eine lineare Abbildung von C™*" nach C.
Nein (aufler fiir n = 1). Es gilt det(AA) = A" det(A) fiir jedes A € C. [Verwende n-mal (D2)]

b) Ist A regulir, so gilt det(A~tATA2AT A=) = (det A)2.
Ja, denn fiir eine reguléire Matrix A € C™*™ gilt nach dem Determinantenmultiplikationssatz

det(ATATA?AT A7) = det(A™1) det(AT) det(A?) det(AT) det(A™Y)

=L Get(A) (det(A))? det(A) — (det(A))2.

det(A)

1
det(A)

c) det(A+B)=det A+ detB?
Nein (aufler fiir n = 1 oder besonders ausgewéhlte Matrizen A und B, etwa A = 0).
Zum Beispiel ist det(Is + I) = det(2l3) = 22det Iy = 4 # 2 = det I + det I5.

d) det ((det A)B) = (det A)" det B?
Ja. det A ist ja nur eine Zahl (vgl. Erlauterung im a)-Teil).



Aufgabe 18

Mit A = (a1, ag,a3) bezeichnen wir die Koeffizientenmatrix des gegebenen linearen Gleichungssys-
tems, mit b die rechte Seite. Die Cramersche Regel ist nur anwendbar, wenn A regulér ist; wegen

1 2 3

5 2 5 2
det(A) pi ey det {0 5 2 | =Entw.s,) det (_5 _5> =(Zy—Zy+2,] det (0 _3> =—15#0
Z3—Z3—271 0 -5 —5§
ist dies der Fall. Nach der Cramerschen Regel gilt dann
det(b, ag, as) det(ai, b, as) det(ay,az,b)
Tl = ——F~, r9 = ———F1, rg = ——fF =
det(A) det(A) det(A)
Wir erhalten also
1 1 2 3 12 3
Tl = —B det 0 3 —1 =[Z23—2Z3+71] —TE) det |0 3 -1
-1 -1 1 01 4

1 3 -1 13
:[El’ltW. nach Sl] _B det 1 4 = —B .

Auch bei x9 und x3 addieren wir jeweils die erste Zeile zur dritten und entwickeln dann nach der
zweiten bzw. dritten Spalte:

1 1 3 1 1 3
1 1 1 —1 1 1
r9o=——det| -1 0 —-1]=—-——det|-1 0 —-1]= det( ) = ,
15 s 1 1 15 s 0 4] DB 3 4 15
1 2 1 1 21
1 1 1 — 2
2 -1 -1 3 1 0
Also ist (z1,z2,23) = (—%, —%, %) die eindeutig bestimmte Losung des gegebenen Systems.
Aufgabe 19
—2 2
a) Firz=|1 |undy=| 0 | gilt
1 —2
2.0 )
rxy=|2-4|=1-2],
0—2 9
—2 —2
(xxy,xy=([-2], 1 |)=-2-(-2)+(-2)-14+(-2)-1=0
-2 1

[dieses Ergebnis war zu erwarten, weil stets = X y sowohl orthogonal auf x als auch orthogonal
auf y steht]. Fiir den Winkel 0, den die Vektoren x und y einschlielen, gilt

cosf = wy) _ 2241041 (2 6 __\/g—_\/g
Izl vl VA+1+1-vV4+0+4 6.8 3 5

Hieraus folgt 6 = ‘%“. Der Flacheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms
lautet
-2
loxyll = Il { =2 | Il = V(=207 + (22 + (—2 = VA+ 1+ 4 = 2V3.
-2



b) Die linke Seite der Gleichung ist zwar definiert und ergibt eine Zahl, doch rechts steht das
Kreuzprodukt zweier reellen Zahlen, was nicht definiert ist. Daher gilt die Identitéit nicht.

(Selbst wenn man filschlicherweise x als Multiplikation reeller Zahlen interpretieren wiirde,
wére die Gleichung nicht korrekt. Beispielsweise fiir a := e1,b := eo,c :=e3 gilt b X ¢ = a, so
dass (a,b x ¢) = 1 ist. Andererseits ist (a,b) = (a,c) = 0. Folglich wére die Identitét auch in
diesem Fall nicht erfillt.)

Aufgabe 20

a) Wegen

istao7r:<1 23 4>.Ahnlichsehenwirwoaz<; g ?1) i)

b) Um (0 o )~ zu bestimmen, vertauschen wir die obere Zeile von ¢ o 7 mit der unteren
Zeile und sortieren anschlieffend die Spalten so, dass die obere Zeile wieder korrekt dasteht:

(oo 7T)—1 — <1 2 3 4). Auf die gleiche Weise erhalten wir ¢—1 = (1 23 4) und

1 3 4 2 4 2 1 3
1 2 3 4 1 2 3 4
-1 -1 -1 _
s —(4 3 9 1),W0raus7r oo _(1 3 4 2) folgt.
¢) Eine Permutation von {1,...,n}, welche zwei Elemente j, k mit 1 < j < k < n vertauscht
und die restlichen festlésst, heifit Transposition. Diese bezeichnen wir mit 7, also
(Y2 . g-1 g+l k=1 k k+l ..on
k=1 2 =1k j+1 ... k=1 j k+1 ... n )

Um o als Hintereinanderausfithrung von Transpositionen zu schreiben, gehen wir schrittweise
vor: Zunéchst sorgen wir durch Vertauschen von 1 und 3 dafiir, dass die 1 korrekt abgebildet
wird. Dabei wird aber die 3 falsch positioniert (3 wiirde jetzt mit der 1 vertauscht werden,
3 soll aber auf 4 gehen), also stellt man im néchsten Schritt die 3 durch Vertauschen von 1
mit 4 richtig. Schliefilich hat man soeben 4 mit 1 getauscht. Da auch die 2 korrekt abgebildet
wird, ist man fertig und erhélt als Endergebnis o = 714 o 73.

Diese Darstellung ist nicht eindeutig, z.B. gilt auch ¢ = 714 0 713 0 713 0 713 oder 0 = T34 0 T14.

Da o als Hintereinanderausfithrung einer geraden Anzahl von Transpositionen geschrieben
werden kann, ist sign(o) = 1. Dies lisst sich auch mit Hilfe der folgenden Darstellung des

Signums einsehen:
. _1roU) —o(i)
sign(o) = H =i
1<J
Die Paare (i,7) mit i,7 € {1,2,3,4} und ¢ < j lauten
(L,2), (1,3), (1,4, (2,3), (2,4), (3,4).

Daher ergibt sich fiir obiges Produkt

sign(o) = Ha(j;:?(i)
i<j
_02)—0(1) 0(3) —o(1) 9(4) —o(1) 0(3) —a(2) 0(4) —0(2) 0(4) —o(3)
2-1 3—-1 4-1 3—2 4-2 4-3

2-34-31-34-21-21-4
1 2 3 1 2 1

= 1.
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Aufgabe 21

Zunéchst zur Matrix A: Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x 4(\) = det(A — AI3). Dieses lautet

22 — )\ -2 —4 18— —18+ A 0
det 4 16 — A\ —4 :[Z1—>Z1—Z2] det 4 16 — A —4
2 —1 16 — A 2 -1 16 — A
0 —18+ A 0
20 — A —4
=515t det (20X 16X —4 | =muwn z) (18— A)det < el A)
1 -1 16 — A

= (18 = A)((20 — A\)(16 — A) +4) = (18 — ) (A\? — 36) + 324) = —(\ — 18)".

Wegen x4(\) = 0 <= X\ = 18 besitzt die Matrix A nur den Eigenwert 18; dieser hat die algebraische
Vielfachheit 3. Der zugehérige Eigenraum E4(18) ist die Menge aller € C3 mit Az = 18z bzw.
(A —18I3)x = 0, also genau Kern(A — 1813). Zur Berechnung des Kerns von

4 -2 —4
A—-18I3=(4 -2 —4
2 -1 =2
verwenden wir Zeilenumformungen
4 -2 —4 4 -2 —4 1 -1/2 -1
_ Z1—1iz
4 2 4| B2BAL g 0 0 ) S {0 00 0
2 -1 -2 #7%s% \g 0 0 0o 0 0
und lesen mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks ab
~1/2 —1 1\ /1
Es(18) =Kern(A—18I3) ={s| —1 | +¢t| 0 | |s,teC}=1ln(|[2],(0]).
0 -1 0 1

Der Eigenwert 18 hat die geometrische Vielfachheit 2, weil der Eigenraum FE 4(18) zweidimensional
ist. Da die geometrische und algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 18 nicht iibereinstimmen,
ist A nicht diagonalisierbar, d.h. es gibt keine regulire Matrix S4 € C3*3 so, dass SIZIAS 4 eine
Diagonalmatrix ist.

Jetzt zur Matrix B: Wir berechnen das zugehérige charakteristische Polynom

1-x 1 0 0 1 —A1-2X)
XB(A) = det(B — )\.[3) = det 2 —A 2 =(Z1—Z1+(1-\)Z3 det 0 —A 2 — 2\
-1 0 -\ [ Lo—Zo+273 ] —1 0 _)\

—(Entw. . 5] — det <_1A —;(i ;ﬁ)) = (22 - N2 (1-)) = (A2 —2)(1 - ).
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Wegen xg(A\) = 0 <= X € {1,v/2,—v/2} hat die Matrix B die drei Eigenwerte \; = 1, Ay = /2
und A3 = —/2. Diese haben jeweils die algebraische Vielfachheit 1.
Wir bestimmen nun den Eigenraum Eg(1) zu A\; = 1, also die Menge aller z € C? mit (B—1I3)z = 0:

0 1 0 -1 0 -1 10 1
B-Iy=|2 -1 2 |Z222% 1, Lozt (o 1 0
-1 0 -1) Aom 0 1 o) ATAAETR g 0 0

Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab

Ep(1) =1lin([ 0 |).
~1

Der Eigenwert 1 besitzt die geometrische Vielfachheit 1, weil der zugehtrige Eigenraum eindimen-
sional ist.

Schliefllich miissen wir noch die zu den beiden Eigenwerten Ao 3 = ++/2 gehorenden Eigenrdume
bestimmen. Analoges Vorgehen wie eben ergibt

-2 V2
Ep(vV2)=Iin(|v2-2]) und  Ep(—v2)=lin(| -v2-2]).
1 1

Die geometrische Vielfachheit von v/2 bzw. —v/2 betrigt jeweils 1. Die Matrix B ist diagonalisierbar,
weil fiir jeden Eigenwert von B geometrische und algebraische Vielfachheit {ibereinstimmen. Eine
regulire Matrix S so, dass S~'BS Diagonalgestalt hat, erhilt man folgendermafen: Man wihle in
jedem Eigenraum eine Basis und schreibe die Basisvektoren als Spalten sy, so, ..., s, in eine Matrix
S. Ist A; der Eigenwert zum Eigenvektor s;, so erhilt man BS = SD, wobei D die Diagonalmatrix
mit A1, A, ..., A, auf der Diagonalen ist (die Matrix SD hat die Spalten A1s1, A\2sa, ..., Ay, ). Die
Matrix S ist regulir und es ist S™'BS = D. Definieren wir

1 =2 V2 1 0 0
S=10 v2-2 —v2-2], dann gilt ST'BS=10 v2 0
-1 1 1 0 0 —2

Bemerkung: Die Wahl von S ist nicht eindeutig, so ergibt sich z.B. fiir

N -2 1 V2 o (Y20 0
S=1v2-2 0 —v2-2]: STBsS=(o0 1 o0
1 ~1 1 0 0 —V2
Aufgabe 22
Das System

v = 8u — 6v,

v =9u —Tv

9696

=A

ist dquivalent zu

Wir zeigen, dass A diagonalisierbar ist. Dazu berechnen wir das charakteristische Polynom von A

8—A —6

det(A — \Iy) = det ( 9 —7_1

)—(8—)\)(—7—/\)+9-6—)\2—>\—2_()\+1)()\—2).



Damit sind Ay = —1 und Ay = 2 die Eigenwerte von A. Da die 2 x 2-Matrix A zwei verschiedene
Eigenwerte besitzt, ist A diagonalisierbar. Die Eigenrdume von A lauten

EA(—1) = Kern(A + I5) = Kern <g _g) = Kern <8’ 02> = in(<§>)
und

FA(2) = Kern(A — 2I,) = Kern (g :g) = Kern (é _01> = lin(G)).

Fiir die Matrix
2 1
5= (3 1)

14 (1 0)
S AS—<0 2>—.D,

ergibt sich daher

woraus A = SDS™! folgt. Die bekannte Formel fiir die Inversion einer 2 x 2-Matrix

~1
a b 1 d —b :
(c d) _ad—bc( ) (a,b,c,d € C mit ad — be # 0)

—C a

fiihrt auf
Nun gilt
genau dann, wenn

bzw. wenn

—u' 4\ (-1 0 —u+v
3w —20") L0 2)\3u—2w

erfiillt ist. Sind @ := —u + v und v := 3u — 2v, also (%) =85! Cj), gesetzt, so erhilt man

'\ (-1 0\ (u ~ ot o~
(5,>—<0 2> <5> S =—u und v =2v
=

S

u(x) =cie”® und v = c2€?®  fiir ¢1, ¢ € R.

G)=o0) = ()=0)-GE5)

U(x) = 2c1e”" 4 cpe*®

v(x) = 3cie” " + cye?®

Wegen

sind
u(x) = 2u(z)
v 3u(x)

mit ¢, c2 € R die Losungen des Systems (1).

+
+



Aufgabe 23

a) Wir berechnen zunichst die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume von A. Fiir das
charakteristische Polynom von A ergibt sich

2—A 1 1 2—A 1 1
XA(A) = det(A — A\3) = det 1 2-Xx 1 =(Z3—75—2,) det 1 2-x 1
1 1 2—A 0 A—=1 1=
2-x 1 2 .
=[S3—S2+55] det 1 2—X 3—-2A =[Entw. Zs] —(A—=1)det < 1 3_ )\>
0 A—1 0

=-A-D(2-NB-XN)—2)=-A=1)(N =5 +4)= —(A—1)*(A —4).

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von y 4, also 1, 4. Die zugehotrigen Eigenrdume

lauten
1 11 1 1
Ea(l)=Kern(A—1I3)=Kern |1 1 1| =lin({-1],| 0 ]),
111 0 -1
-2 1 1 1
Ejs(4) =Kern(A—4I3) =Kern [ 1 -2 1 | =ln(|1]).
1 1 -2 1

Da A € R3*3 symmetrisch ist, ist A diagonalisierbar. Aus dem gleichen Grund gibt es eine
orthogonale Matrix S € R3*3 so, dass S~'AS Diagonalgestalt hat. Um ein solches S zu
bestimmen, muss man eine Orthonormalbasis des R? aus Eigenvektoren von A angeben.

Setze
1 1
v = |1] € Ex(4) sowie ve = | —1 | € E4(1).
1 0

Da A € R3*3 symmetrisch ist, stehen Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal
aufeinander, also gilt v; | vs. Ist

1
V3 = U] X Uy = 1
-2

definiert, so sind vs L v; und v3 Lvy. Wegen vy, ve,v3 € R?\ {0} folgt, dass die Vektoren

v1, V2, v3 linear unabhingig sind und somit eine Basis des R? bilden. Aufgrund von vy € E4(4),

dim F4(4) =1 und dim E4(1) = 2 ergibt sich E4(1) = lin(vg, v3).

Folglich ist eine Orthonormalbasis des R? aus Eigenvektoren von A gegeben durch m V1,
1

1
— vy, —r v3, also durch
Tozll V2 Tws]l 737

B A I A T
vB\1) V2o ) VB\s
Deshalb ist die Matrix ) ) )
V3 V2 Ve
g | L —1 L
| V3 V2 V6
1 0 _ 2
V3 V6
orthogonal und es gilt
1 1 1
V3 V3 V3 4 0 0
St=8"=[5% -5 0 sowie  ST'AS=(0 1 0
1 1 _ 2 0 0 1
V6 V6 V6



b) Das lineare Gleichungssystem Az = 2z hat die triviale Losung z = 0. Wiirde Az = 2z fiir ein
x € R3\ {0} gelten, dann wiire 2 ein Eigenwert von A, was aber nach a) nicht der Fall ist.
Folglich ist x = 0 die einzige Losung von Az = 2x.

4 0 0
c) Ist D:= [0 1 0] gesetzt, so gilt gemiiB a): STLAS = D bzw. A = SDS™! (x).
0 01

Hieraus folgt A*¥ = SD*S! fiir jedes k € N. Beweis durch Induktion:
TA: A' = SD1S™1 gilt nach ().
IS: Sei k € N beliebig. Es gelte A¥ = SD*S~! (IV). Dann folgt:

AR = 44k YY) (gpg-1y(sDFS1) = SD(S71S)DFS ! = SDFHS L.
4k 0 0
Fiir jedes k € N erhiilt man D¥F = [ 0 1 0] und somit
0 01
11 1 4k 4k 4k 4k 42 4F—1 4k
V3 V2 NG 3 3 3 3 3 3
Ab —gpkg—1 — [ L _ L L 1 _1 B I B S e |
V3. V2 Ve V2 V2 3 3 3
1 0 _2 11 2 4k—1  4k—1  4k42
V3 V6 V6 V6 V6 3 3 3
Aufgabe 24
Es gilt
A —« 0 0
0 a—-XA 0 0 A 00
det(A — AIy) = det 5 1 a_ ) o | TEntwz) (a—=XN)det| 2 a—X 2
0o 2 0 - 00 =

Fall 1: @ = 0. Dann ist A = 0 einziger Eigenwert von A mit der algebraischen Vielfachheit 4. Fiir
den zugehorigen Eigenraum E4(0) ergibt sich

0000 1 0 01 0 1

0000 0100 . 0 0
E4(0) = Kern(A — 0I4) = Kern 5 1 0 o =Ky o 0 ol = lin( 1o )

0200 0000 0 -1

Also ist dim F4(0) = 2 # 4 und somit ist A in diesem Fall nicht diagonalisierbar.

Fall 2: o # 0. Dann sind A\; = 0 und Ay = « jeweils Eigenwerte von A mit der algebraischen
Vielfachheit 2. Um dim E4(0) zu ermitteln, konnte man wie im vorigen Fall F4(0) explizit angeben
und die Dimension ablesen. Alternativ schliefen wir aus

0 —a 0 0 0000
dim Bild(A —014) = rg(A - 0ls) = rg | ,, (f 2 g =18 g 8 2 (2) =2
0 2 00 0100

mit der Dimensionsformel dim E4(0) = dim Kern(A—01I) = dim C*—dim Bild(A—0I) = 4—2 = 2.
Somit stimmt fiir den Eigenwert 0 geometrische und algebraische Vielfachheit iiberein.



Ferner ist

—a —a 0 0 110 0
dim Bild(A — aly) = rg(A — aly) =rg 5 (1) 8 (2) aéorg (2) (1) 8 (2)
0 2 0 —a 020 —«a
1 1.0 0 1 1 0 0
000 0 _ foo 0 o |_ 3 fir a# 4,
“8lo 10 2|70 -1 0 2 [T) 2 firazq,
0 2 0 —« 0 0 04—«

woraus

dim Fp(a) =4 — =
al@) {2 fira=4 2 fira=4

folgt. Also ist nur fiir « = 4 geometrische und algebraische Vielfachheit des Eigenwerts « identisch.

3 fir o #4, {1 fiir o # 4,

Fazit: A ist genau fiir = 4 diagonalisierbar.

Aufgabe 25
Wir berechnen das charakteristische Polynom von A: x4(A) = det(A4A — A\l4)

3—A 1 -1 1 3—A 1 -1 1
1 3—A 1 —1 1
= det 1 1 3\ 1 :[Z3—>Z3+Z2] det

Z44)Z47Z2 0
0

2
:[Sz—hgg-i-s;d det 0 4

3-X 3 —1 5\ 3
—[S2—S2—53] (4 - A) - det 1 1= 1 — [Entw.Z3] (4 - A)2 - det < 1 1— )\)
0 0 4-2X
=(@A=-N2(B=N1 =X =3)=4-N> N\ —4)\) =\ —4)%.

Die Matrix A besitzt also die zwei Eigenwerte A1 = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und Ao = 4
(mit algebraischer Vielfachheit 3). Wir bestimmen nun die Eigenrdume:
Fiir A\ = 0 miissen wir das lineare Gleichungssystem (A — 0I4)z = 0, also Ax = 0 losen:

3 1 -1 1 0 -8 —4 4 0 0 4 4
1 3 1 -1 zi-2,-32, 1 3 1 =1 zi=2,+225 1 3 1 -1
—1 1 3 1 Z3— 273+ 7o 0 4 4 0 Za—Za+73 0 4 4 0
1 -1 1 3) %742 \g —4 0 4 00 4 4
Wihlen wir x4 € C beliebig, so folgt aus der ersten/letzten Zeile x5 = —x4, aus der dritten x9 = x4
und aus der zweiten dann z; = —x4. Wir haben also den eindimensionalen Eigenraum
—XT4 —1
Ty . . 1
E40)={ . | 24 € C} =lin(c1), wobei ¢ = 1
24 _
Ty 1
Jetzt zu Ay = 4:
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1
o 1 -1 1 —1 Zo—Zo+ 71 0 0 0 0 Z1\—~—2Z1 0 0 0 0
A-dli=| 4 1 4 4 Zeozszi | O 0 0 0 "lo 0 0 o
1 -1 1 —1) #7%4t2 \g 0 0 0 0 0 0 O



Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab

-1 1 -1

. -1 0 0

E4(4) =lin(co, c3,¢4) = | e= | ] =
0 0 —1

Die Matrix A ist als reelle, symmetrische Matrix diagonalisierbar (Alternativ konnte man mit den
geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte argumentieren). Da ¢; eine Basis
von E4(0) und ¢, c3, ¢4 eine Basis von F4(4) ist, gilt fiir die Matrix S mit den Spalten c1, ¢2, c3, ¢4

0000
ST1AS =

o O O
S O =
S = O
~ O O

Da A € R¥** symmetrisch ist, gibt es sogar eine orthogonale Matrix P € R**4 mit

PTAP =
00 0 4
Bemerkung: Um ein solches P anzugeben, bestimmen wir jeweils eine Orthonormalbasis der Ei-
-1
N . . . 1 1( 1
genrdume. Eine Orthonormalbasis von F4(0) ist z.B. gegeben durch b; := W c = 5 1
C1 -
1
Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von F 4(4) verwenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren:
-1
b 1 1 [ -1
Q= 5 C = ——=
ezl V2| 0
0
1 -1 1
0 -1 1 | -1 11-1
V3 = Cg—(Cg,bgﬂ)g— 1 _ﬁﬁ 0 = 5 9
0 0 0
1
b 1 1 [ -1
3= —— U3 = —
o]l V6 | —2
0
-1 -1 1 -1
0 1 1 | -1 -1 1 | -1 111
vy 1= cq4 — (cq,b2)b2 — (cq, b3)b3 = - — - —— ==
4 4 — (ca,b2)ba — (c4, b3)b3 0 V2 V2l o NN 3| -1
-1 0 0 -3
-1
b 1 1 1
== ——
P el 2vE | 1
-3

Somit bildet bg, b3, by eine Orthonormalbasis von E4(4).
Besitzt die Matrix P die Spalten by, by, b3, by, dann ist P orthogonal (d.h. P~1 = PT) und es gilt

000 0
PTAP =

o O O
S O =
O = O
- O O



Aufgabe 26

a)

b)

5 0 0
i) Setze zum Beispiel A:= [0 5 0| € R3*3. Wegen
0 0 5

det(A—Mz)=det[ 0 5-X 0 |=6-1*20 < I=5

ist 5 der einzige Eigenwert von A.

a 0 0 O

. . 0 b 0O . . .

ii) Setze zum Beispiel B := 00 ¢ 0 mit paarweise verschiedenen a,b, c,d € R.
0 0 0 d

Dann sind a, b, ¢, d die Eigenwerte der Diagonalmatrix B. Nach Voraussetzung sind diese
reell und paarweise verschieden.

iii) Esist xoc(A\) = =N +5X3 —4X = - A(A2 = 1)(A2 —4) = - XA+ DA = 1) (A +2)(A —2).
Wegen yo(A) =0<= X €{0,-1,1,—-2,2} sind 0, —1, 1, —2,2 die Eigenwerte von C.

0 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
Somit hat zum Beispiel C:= [0 0 1 0 0| € R>*5 die geforderte Eigenschaft.
0 0 0 -2 0
0 0 0 0 2

Sei A € C™™ und A ein Eigenwert von A, d.h. es gibt x € C" \ {0} mit Az = A\z. Dann gilt
(A2 +51,)x = A%x + 51,0 = A(Az) 4+ 52 = A(\x) + 52 = Mz + 52 = Mz + 52 = (A2 +5)x,

d.h. A\? + 5 ist ein Eigenwert von A% 4 5I,, und x ein zugehériger Eigenvektor.

Bemerkung: Ist = ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so gilt A™x = \"x fiir jedes n € N.
Dies bestétigen wir mit vollstdndiger Induktion nach n € N:

IA (n =1): Az = Az gilt nach Voraussetzung.
IS: Sei n € N beliebig. Es gelte A"x = A"z (IV). Dann folgt:

Ay = A(Az) Y AO) = NP Ar = A"z = A

Damit ergibt sich fiir ein beliebiges Polynom p(t) = va\,{:o ant™ (N € N, ag,aq,...,ay € C)

N N
p(A)z = Z an A"z = Z ap\"x = p(A)x.
n=0 n=0

(Hierbei ist AY := I,, gesetzt.) Also ist = ein Eigenvektor von p(A) zum Eigenwert p(\).

Die Aussage “Eine Matrix B € R™*" besitzt mindestens einen reellen Eigenwert” ist i.a. falsch.

> wegen xg(A) = A2+ 1= (A —4)(\+i) nur

Beispielsweise hat die reelle Matrix B = <(1) 0

die nicht-reellen Eigenwerte 7, —i.
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Aufgabe 27

Fiir die symmetrische Matrix Ag € R3*3 verwenden wir das Kriterium von Hurwitz. Es gilt
1 -2
-2 8

die ersten beiden Hauptunterdeterminanten sind also positiv. Die Matrix Ag ist somit genau dann
positiv definit, wenn ihre Determinante gréfier als Null ausfillt. Wegen

det(l):1>0 und det< >:8—4:4>0;

1 -2 0 1 -2 0 1 B
det | =2 8 ) =[z,0z5422) det | 0 4 B | =[Eatw.n. s, det <5 > =4
0 5 1 0 B 1

ergibt sich: Ag ist positiv definit &= 0<4 -2 < |8/ <2 <= —-2<p8<2.
Nun zur Matrix B: Fiir n = 1 ist B = (1) € RY*! positiv definit. Im Fall n > 2 ist

2 1 2 0 .- 0
0 2 1 2
2 1 2 0
0 2 1
0 0 1

Fiir x :=e; = (1,0,...,0) € R™ gilt

1 1
2 2
Bx= 1|0 sowie ' Br = (1 00 --- 0) 0l =1> 0,
0 0
wihrend sich fiir y :== e — ey = (1,—1,0,...,0) € R"

-1 -1

1 1

-9 . -2

By=1 o sowie yBy=(1 -1 00 -~ 0)| o |=-2<0
0 0

ergibt. Somit ist die Matrix B indefinit.

Bemerkung: Um zu zeigen, dass B € R™"™ im Fall n > 2 nicht positiv definit ist, kann man
auch mit dem Kriterium von Hurwitz argumentieren: Da fiir die zweite Hauptunterdeterminante

det <; ?) =1—4= -3 <0 gilt, ist B nicht positiv definit.
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Aufgabe 28

a)

b)

i) Fiir z > 0 setze a(z) = z + 2. Dann ist a: (0, 00) — R stetig und eine Stammfunktion A
von a lautet

2 1 1
A(z) = /a(x) dx = /x—l— ;daz = 51‘2 +2In(|z|) = 5302 + In(z?), z € (0,00).

Geméf Beispiel (1) in 4.3 sind die Losungen von ¢y’ = a(z)y gegeben durch

y(z) = cet®) = cx2612/2, z € (0,00),

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist.

ii) Hier handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung.
Die Losungen ypy der homogenen Gleichung 3y’ = 2zy sind yg(x) = cel 2wde — v fiiy
¢ € R. Die Losungen y der inhomogenen Gleichung y' = 2zy + x kann man mit Hilfe der
Variation-der-Konstanten-Formel aus Abschnitt 4.4 erhalten

y(x) = ce®” + e’ /eIQ:c dx firce R.

Wegen
/e_xzx dx = %/e_x2(2x) dx = 7%6_3“2

ist
2

y(l’) _ C€x2 + 6352 (_%e*mz) = ce? — % fir ce R.

i) Die gegebene Gleichung v/ = e®e Ve~ ist eine Differentialgleichung mit getrennten

Variablen. Wir 16sen das Anfangswertproblem ¢’ = e*e Ye™¢" | y(1) = 0 mit der in Abschnitt
4.3 vorgestellten Methode [f(z) = €%, g(y) = e Ve, zg =1, yp = 0]. Wegen g(yo) = e ' #0

ist die Losung gegeben durch
v(@) dp z
/ A / F(t) dt.
o 9 K

Fiir das Integral auf der linken Seite ergibt sich

y(z)
7 ()
| e = (e = e

das Integral auf der rechten Seite ist gleich
T
/1 f(t)dt = [et]le =e" —e.
ev(@)

Dies fiithrt auf e = €”. Somit ist y(z) = In(In(e”)) = Inx die auf (0, 00) definierte Losung
des gegebenen Anfangswertproblems.

ii) Die zugehérige homogene Gleichung y'+y cosz = 0 bzw. ¢/ = —(cos x)y hat nach Beispiel
(1) in 4.3 die allgemeine Losung

yr(z) = cel —cosrdr — ppmsinz fiir c € R.

Um eine spezielle Lésung yp der inhomogenen Gleichung 3’ + y cosx = sinx cosz zu finden,
machen wir den Ansatz yp(x) = c(x)e” 5% (Variation der Konstanten). Dann haben wir

Yp(x) + yp(x) cosz = (' (z)e” ST o(z)e” M cosa) + c(z)e” M cosz = (v)e” .

—sinz

Somit ist yp eine Losung der inhomogenen Gleichung, wenn ¢(z)e = sinz cosz gilt,

d.h. wir suchen eine Funktion ¢ mit

d(z) = sinz cosz T



Partielle Integration (mit u(x) = sinz und v'(z) = (cos z)es**) liefert
c(x) = (sin x)esmx—/(cos 2)eT dg = (sinz)eS" T -S4 O = (sinz—1)eS"*4+C  fiir C € R.

Wir wihlen beispielsweise C = 0 und erhalten als spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

yp(x) = c(x)e” % =sinx — 1.

Die allgemeine Losung y der Differentialgleichung 3’ + ycosx = sinz cosx bekommen wir,
indem wir zu einer speziellen Losung des inhomogenen Problems yp die allgemeine Lisung
yg des homogenen Problems addieren:

y(x) = yp(x) + yg(x) =sinz — 1 4 ce” 50 fir c € R.
Hier gilt y(0) = —1 + ¢. Die Anfangsbedingung y(0) = 1 ist daher nur fiir ¢ = 2 erfiillt; das
Anfangswertproblem hat folglich die eindeutige Losung y(z) = sinx — 1 4 2~ Sne,

Bemerkung: Man konnte hier natiirlich auch die Variation-der-Konstanten-Formel verwenden.

Aufgabe 29
Das Anfangswertproblem
R 1
y R’ 1
i(0) = 0
losen wir mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel aus Abschnitt 4.4 [mit y = i, x = ¢,

xo=1yo=0,1=][0,00), a(t) = —%, b(t) = T u(t) = % sin(wt)]. Danach ist die eindeutige Losung

von (1) gegeben durch

t
- A
i(t)=0- eo—Tds 4 elo—Tds. / e Jo T ds 7 sin(wT) dr
0
A t
=7 et / er” sin(wT) dr, t €0, 00). (2)
0

Zur Berechnung des Integrals verwenden wir zweimalige partielle Integration

t R
/ eL” sin(wT) dr =
0

[6127 cos(wT)] R i cos(wT) ir

=0 0 L w

Bt cos(wt) 1 R

t
R
_ _ 7 d
w +w +wL/0 er” cos(wr) dr

LR cos(wt) 1 R ([6157 sin(wr)y
w e

Totar

r cos(wt) 1 R g, sin(wt) R? /t R, .
—eL" ———~ 7 —— eL — L

© w * w wL® w w22 |, ¢

Wworaus

R? ! t) 1 R
(1 + > / eL” sin(wr) dr = —elt cos(wt) ot 57 e%tsin(wt)
0 w

w2L? w w
e%t . 1
= 37 (Rsin(wt) — wL cos(wt)) + »
bzw.
t g - R 1
/ eL” sin(wTt) dr = “’7];22 e’ (Rsin(wt) — wL cos(wt)) + —
0 1+ =7 1+ =72
2
= w2L2L+ 7 e%t(R sin(wt) — wL cos(wt)) + w2Lw2L+RQ
folgt. Einsetzen in (2) ergibt fiir ¢t > 0
A wAL _Ry

(Rsin(wt) — wL cos(wt))

0= ore TR



Aufgabe 30

a) Das charakteristische Polynom der Gleichung " +4y' —5y = 0, also A24+4A—5 = (A—1)(A+5),
besitzt die einfachen Nullstellen 1 und —5. Daher ist e, e 5% ein Fundamentalsystem, d.h.
y(z) = c1e® + coe™, c1, ¢ € R, ist die allgemeine Losung von y” + 4y’ — 5y = 0.

b) Hier lautet das zugehorige charakteristische Polynom A2 — 6 + 25. Dieses hat die einfachen
Nullstellen 3 + 4i. Ein Fundamentalsystem ist gegeben durch €3 sin(4z), 3% cos(4x), so dass
die allgemeine Losung von y” — 6y’ + 25y = 0 durch y(z) = c1e3%sin(4x) + coe3® cos(4x),
c1,c2 € R, gegeben ist.

c) Das charakteristische Polynom von ¢ — 4" 4+¢' —y = 0ist A3 =X+ A —1= (A—-1)(\2+1) =
(A=1)(A+1i)(X — 7). Da dieses die einfachen Nullstellen 1, —i,4 besitzt, ist e®, sinz, cosz
ein zugehoriges Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung von y” — 3" + 3/ — y = 0 lautet
folglich y(x) = c1€® + casinx + c3 cos x, wobei c¢1, ¢a, ¢35 € R beliebige Konstanten sind.

d) Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung y"" — v + 4y” — 4y’ = 0 lautet
M X AAZ — AN = A = A2+ 4N —4) = XA = 1D(A2 +4) = A\ — 1)(A + 20)(\ — 2i)
und besitzt die einfachen Nullstellen 0,1, —2¢,2¢i. Deshalb ist 1, e, sin(2z), cos(2z) ein
Fundamentalsystem und fiir die allgemeine Losung von vy — 4" + 4y — 4y’ = 0 ergibt sich
y(x) = c1 + c2€” + c3sin(2x) + ¢4 cos(2x), ¢1,¢2,c3,¢4 € R.

e) Hier ist das charakteristische Polynom gleich A* + 1. Aufgrund von

M=—1 < N=joder >’=—i <= XN =¢% oder N’=¢'2
— A=¢€'T oder A= —¢'T oder A=e 'T oder A= —e 1
<= A= oder A===' oder A=1%2 oder A==

sind

%, %, 7\15" 7\1/; die (einfachen) Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Damit

ist ex/ﬁsin(m/ﬁ), @/ V2 cos(x//2), e‘x/‘/isin(:p/ﬁ), e=e/V?2 cos(z/+/2) ein Fundamen-
talsystem von ¥ + y = 0 und die allgemeine Losung lautet y(z) = cye®/ v2 sin(x/v/2) +
cpe®/V? cos(z/V2) + cze=e/V?2 sin(z/v/2) + cie—/V?2 cos(z/v/2), c1,¢a,¢3,c4 € R,
Aufgabe 31
a) Die homogene Gleichung y"” — y = 0 besitzt das charakteristische Polynom
pPA)=X—-1=A-1DAN+A1+1)

mit den jeweils einfachen Nullstellen Ay =1 und g3 = —% + % 34. Somit ist

pr(x) =M =", da(r) = Peos(3VBa),  ds(a) = e sin(3V3x)

ein zugehoriges Fundamentalsystem, und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
lautet yg = c1¢1 + cogpa + c3¢3 mit cy,c9,c3 € R. Da die rechte Seite der inhomogenen
Gleichung die Gestalt g(x)e® hat, wobei ¢ ein Polynom vom Grad 2 ist, und 0 keine Nullstelle
des charakteristischen Polynoms p ist, konnen wir eine spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung mit dem Ansatz yp(x) = az? + bx + c fiir gewisse a, b, ¢ € R erhalten. Dieser liefert
yl(z) —yp(z) = 0 — (az® + bz +¢) = 1 + 22,

und wir schlieen a = —1, b = 0 und ¢ = —1, bekommen also yp(z) = —z2 — 1. Die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung v — 3y = 1 + 22 lautet somit

y(z) = yu(z)+yp(x) = 0163”—1—6_9“/2 (02 COS(%\/§:U)+63 sin(%\/gx))—xQ—l (c1,c2,c3 € R).



b)

d)

Hier hat das charakteristische Polynom p(\) = A% —1 die einfachen Nullstellen 1 und —1, d. h.
die homogene Gleichung besitzt die allgemeine Losung yp(z) = c1e®+coe™ fiir ¢1, co € R. Die
rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist diesmal von der Form ¢(x)e?* mit einem Polynom
q vom Grad 1. Da 2 keine Nullstelle von p ist, machen wir den Ansatz yp(z) = (az + b)e®®
mit a,b € R fiir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Es gilt dann

yp(z) = ae® + 2(ax + b)e* = (2ax + a + 2b)e*”
yh(z) = 2ae*® + 2(2ax + a + 2b)e*® = (4ax + 4a + 4b)e®
und damit ergibt sich

yp(z) —yp(z) = (4ax + 4a + 4b)e*® — (azx + b)e*® = (3ax + 4a + 3b)e*” = ze .
Koeffizientenvergleich fithrt auf a = % und b = —%, so dass yp(z) = (%az - %)629” ist. Damit
erhélt man als allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

y(x) =yp(z) + yp(x) = c1e” + cae™* + (%x — %)621’ (c1,c2 € R).

Die homogene Gleichung haben wir schon in b) behandelt. Da die rechte Seite der inhomo-
genen Gleichung diesmal xe'® lautet und 1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p
mit Vielfachheit v = 1 ist, reicht es hier nicht, einen Ansatz der Form (az + b)e” zu machen;
vielmehr muss man yp(z) = z¥(azx + b)e® = (azx? + bx)e® fiir a,b € R betrachten. Dann ist

yp(z) = (2ax + b)e” + (az® + bz)e” = (az® + (2a + b)x + b)e”,
yp(z) = (2ax + 2a + b)e” + (a:r:2 + (2a+ b)z + b)e” :(a:n2 + (4a + b)z + 2a + 2b)e”
d.h. mit diesem Ansatz hat man
yp(x) — yp(z) = (az? + (4a + b)z + 2a + 2b — az® — bx)e” = (dax + 2a + 2b)e” = ze®.

Koeflizientenvergleich liefert a = i und b = —%. Die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung lautet also

y(x) =yu(z) + yp(x) = c1e” + coe* + %(m

Damit ergibt sich y(0) = ¢ + co und y/(z) = c1e® — coe™® + 122 — 1)e” + 1(2? — x)e”, also
y'(0) =c1 —co— %. Beides soll Null ergeben, das bedeutet ¢; = —co und 2¢; — i = 0, also
1= —cy = %. Das Anfangswertproblem hat somit die (eindeutig bestimmte) Losung

2 _1)e” (c1,c2 € R).

) = 1 — e 4 H(a? ) = K22~ 20+ e - e,

Das charakteristische Polynom p(\) = A3 —4A\2 + 3\ = A(A\2 — 4\ + 3) = A(A — 1)(A — 3) hat
die einfachen Nullstellen 0,1 und 3, d.h. die homogene Gleichung 3"’ — 4y” + 3y’ = 0 besitzt
yr () = 1% + coe” + 33 (c1,c2,c3 € R)
als allgemeine Losung. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist von der Form

(2cos(1z) + 4sin(lx))e’.

Da 0 + 17 keine Nullstelle von p ist, kénnen wir als Ansatz fiir eine Losung der inhomogenen
Gleichung yp(z) = acos(lx) + bsin(lz) fiir a,b € R wihlen. Es gilt dann

yp(r) = —asinx + beosx, yp(r) = —acosx — bsinx, yp(z) = asinz — bcosx,
und damit ergibt sich

yp(x) — dyp(z) + 3yp(z) = (a + 4b — 3a) sinx + (—b + 4a + 3b) cos = 2cosz + 4dsinz.

Dies liefert die beiden Gleichungen —2a+4b = 4 und 4a+2b = 2, also a = 0 und b = 1. Somit
haben wir als spezielle Losung der inhomogenen Gleichung yp(z) = sinz und als allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung

y(x) = yu(z) + yp(x) = 1 + c2e” + 33 +sinz (c1,c2,c3 € R).

Bemerkung: Mit z := 3 kénnte man auch z” — 4z’ 4+ 3z = 2 cosx + 4sinx betrachten und die
ermittelte Losung z dann noch integrieren.



Aufgabe 32

Betrachte die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y™ a1y Y 4+ ary +ay =0, (*)
wobei ag, ai,...,a,_1 € R. Wir schreiben z1 := vy, 20 :=¢/,..., 2, 1= y(”_l) und setzen
z1(z) y(z)
z2() y'(z)
z(x) = . = .
zn () y ()

Erfiillt y die Gleichung (%), so ist z eine Losung des folgenden Systems von Differentialgleichungen
erster Ordnung und umgekehrt:

71 (x) =y V(@) = 20 (),
2 (z) =y (z) = —apy(z) — a1/ () — ... — an—1y" D (2)
= —apz1(x) —ar1z2(x) — ... — apn—12p(x),
also
7 () 0 1 0 o 0 z1(x)
#(x) o 0 1 ' : 22(7)
Z(x) = = : . . ' 0 : = Az(x)
Zp_1(2) 0 - 0 0 1 2n—1(2)
Z’:l(x —ap —ai L —Ap—2 —Aap—-1 Zn(x)

::AeRan
Nun sei A € C beliebig. Wir rechnen per vollstéindiger Induktion iiber n € N nach
det(\ — A) = \"+a, N+ .+ a A+ ag. (+)

IA: Firn=1gilt A= (—ao) € R™! und daher det(\ — A) = det (/\ + ao) = A+ ag.
IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n sei (4) erfiillt (IV). Entwickeln nach der ersten Spalte ergibt

A -1
A -1
A -1
det (AT —A) =det .
—— ..
cR(n+1)Xx(n+1) A -1
apg ai as an—1 A+ap
A -1 -1
A -1 A -1
= Adet + (=1)""2qq det A1
A -1 '
ar az -+ Ap—1 A+ap A -1

ZAN + @A b aph +ap) + (—1)ag(—1)"
= A" g, N ad A+ ag.
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Aufgabe 33

a)

b)

A A
[ T (R (IR
1 1 1
1 z 1 7 1 7z
i) Esseip € [1,00). Un zu zeigen, dass die Normen || - ||, und || - ||oc &quivalent sind, muss
man Konstanten ¢, ca > 0 so angeben, dass
cllzllp < llzlloo < callzllp (%)
fir alle € R™ gilt. Sei © = (z1,...,2,) € R™ Dann findet man ein jo € {1,...,n} mit
|zj,| = max{|z;| : j=1,...,n} = ||z] . Damit erhélt man
n 1/p
1/
Illoo = l2jo] = (l2jo") " < (Z |$j|p> = [lllp-
j=1

Andererseits gilt

n 1/p n 1/p
zllp = (Z Iﬂ?j!p) < <Z max{|z;[P 1 j=1,... m}) = (nflll%,)"? = n"?||z]|o0 -
j=1

7j=1
Also ist die Ungleichung (*) erfiillt mit den (von z unabhéngigen) Konstanten ¢; = n~ /P
und ¢z = 1, so dass die Normen || - ||, und || - ||« tatséchlich dquivalent sind.
ii) Nun seien p,q € [1, 00].
Im Fall p = ¢ = oo ist nichts zu zeigen.

Im Fall p = 0o # q oder ¢ = oo # p haben wir die Aquivalenz von || - ||, und | - ||, bereits in
Teil i) gezeigt.

Es verbleibt der Fall p # oo und g # oo. Gemé8 i) sind || - ||, und || - ||oc bzw. || - || und || - [|oo
dquivalent, d.h. es gibt Konstanten c¢q, ¢1, co, ¢a > 0 mit

alzlly <llzllo < eallzll,  uwnd )y <lleflo < Gzl firalle z € R™.

Hieraus folgt fiir jedes z € R™
C1 1 1 C2
5 ]l < 5 [2[o0 < [|2flq < z [z]loe < & ]| -

Demnach sind auch in diesem Fall die Normen || - ||, und || - ||, &quivalent.
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Aufgabe 34
e Die Niveaulinie N,(f) ergibt sich aus der Gleichung f(z,y) = ¢, also
2% + y2 =c.

Fiir ¢ < 0 erhalten wir die leere Menge, fiir ¢ = 0 nur den Nullpunkt und fiir ¢ > 0 eine Kreislinie
um (0, 0) mit Radius y/c. Dies ergibt die folgende Skizze, wobei die kleinere Kreislinie den Radius 1
und die grofere den Radius v/2 hat:

e Die Gleichung zy = ¢ hat fiir ¢ = 0 die Losungsmenge {(z,y) € R? | = 0 oder y = 0}. Fiir
¢ # 0 erhdlt man das Schaubild der Funktion y = ¢/, die Niveaulinien sind also Hyperbeln. Die
Skizze sieht wie folgt aus, wobei Ny aus den beiden Achsen besteht:

y A

/ | N2
N_1 1 Nl
N
N,

e Hier erhalten wir die Gleichung y? = ¢ + 22, also |y| = Ve + 22 bzw. y = £v/c + 22. Es ergibt
sich das folgende Bild, wobei Ny aus den beiden Winkelhalbierenden besteht:
y A

xT

Bemerkung: Wegen h(x,y) = (y — z)(y + x) erhalten wir das gleiche Bild wie bei der Funktion g,
allerdings gedreht und mit anderen Léngen.



Aufgabe 35
a) Fiir jedes (x,y) # (0,0) gilt
o) = AV VPPl @) (VP 14
N B e CESESVES
e

und somit ergibt sich (wegen der Stetigkeit der Wurzelfunktion)
Flayy) SO0 e e 1 1=,

Bemerkung: Da der Grenzwert lim(, ) .(0,0) f (z,y) existiert, ldsst sich die stetige Funktion
F:R2\ {(0,0)} = R zu einer stetigen Funktion f: R2 — R fortsetzen mit

Iy _ f(xv ) fiir (xv ) 7é (070)7
f(@.y) —{ 2" fir (o) = (0.0)

b) Fiir z # 0 gilt

2
z—0 x =0 . t
f(z,0)=0—=0 und f(m,m)—€x2_1 }g%et—l_l’

d.h. bei unterschiedlicher Anndherung an den Nullpunkt erhilt man verschiedene Werte.
Folglich existiert der Grenzwert lim, ), (0,0) f(,y) nicht.

Aufgabe 36

a) AufR%\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Im Punkt (0, 0) ist f auch
stetig: Mit Hilfe von |zy| < 3(2? + y?) [Diese Ungleichung folgt aus der binomischen Formel:
0< (|| — |y)? = 22 — 2|y + y? = |zy| < 3(2? + y?)] ergibt sich fiir jedes (z,y) # (0,0)

]a:y\ 1 N
)l = s ol < Flol >0 fir (a,0) = (0.0),

also gilt lim, ) 0,0y f(z,9) = 0 = f(0,0), d.h. f ist stetig in (0,0).

n—o0

Alternativ: Sei (Zp, Yn)nen eine Folge in R? mit (2, y,) —— (0,0) und (z,, y») # (0, 0) fiir
alle n € N. Dann gibt es fiir jedes n € N eindeutig bestimmte r,, > 0 und ¢,, € [0, 27) mit

n—oo

(Tny Yn) = (rp, COS Gy, Ty siN @y, ). Ferner fithrt (2, y,) —— (0,0) auf r, 272 0. Damit gilt
(7, cOS ¢ ) (7 sin @) ?

T, COS O )2 + (7, sin ¢y, )2
n—ro0

also | f(zn, yn)| < rn —— 0. Es folgt f(xn,yn) 272 0 und daher lim, ) (0,0) f(7,y) = 0.

= T, COS Pp, sin? On

f(:cn,yn) = f(rn COS ¢, Ty SIN (bn) = (

b) Die Funktion g ist nicht stetig in (0,0), denn es gilt (1/n2,1/n) === (0,0), aber
1/n* 1 nooo 1
oL/ 1) = o = 5 % 5 £ 0= 9(0.0)

n—o0

Sei nun ¢ € R fest gewéhlt. Im Fall cos¢ = 0 ist g(rcos¢,rsing) =0 —— 0 = ¢(0,0). Im
Fall cos ¢ # 0 ergibt sich

3 cos ¢ sin® ¢ _ rcoso sin¢ 0 0
r2cos? ¢+ risint ¢ cos2 ¢+ r2sint ¢ cos2p+0

g(rcos¢,rsing) =

c) Wegen h(z,z) =1— 1% 0= h(0,0) fir z — 0 ist die Funktion h in (0,0) nicht stetig.
Sei x # 0. Dann gilt
x2y? y? y—0 0

h l’7 = = =
) = @ =y ~ P Q- yfap 0+1
Folglich existiert lim,_,o(limy—o h(z,y)) = lim;—00 = 0 = h(0,0). Wegen h(z,y) = h(y,x)
fiir alle (z,y) € R? existiert auch der andere iterierte Limes und hat den gleichen Wert.

0.
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Aufgabe 37
a) Wegen
- (@, —t) firte[-1,0)
v(t) = (@, [t]) = { (t,t) fiir t € [0,1]
ist

o (1,-1) firte(—1,0)
W)_{ (1,1) firte (0,1)

und fiir die Lange der Kurve 7 (bzgl. der Euklid-Norm || - ||2) ergibt sich

1 0 1 1
L(V)=/1||7(t)szt=/1H(1,—1)szt+/0 H(lal)bdt:/lx/idt:m/i.

Y

1

— 4
8

1|
b) Fiir jedes t € [0,27] gilt 4(t) = (1 — cost,sint) und damit
15()]|3 = (1 — cost)? +sin?t = 1 — 2cost + cos®t + sin?t = 2 — 2cost

=2(1 —cos(3t + 3t)) =2(1 — COSQ(%t) + sinQ(%t)) = 4sin2(%t) .

Definitionsgeméaf ergibt sich also fiir die Lange von v (bzgl. der Euklid-Norm || - [|2)

21 27 27
L(+) :/ Hf'y(t)Hgdt:/ z\sm(;t)\dtzz/ sin(1e) dt = —4cos(3t)[*7 = 8.
0 0 0

Bemerkung: Diese Kurve heifit Zykloide. Sie ist die Bahn, die ein Kreispunkt beim Abrollen
eines Kreises auf einer Geraden beschreibt.
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Hier befinden wir uns in der komplexen Zahlenebene C, welche wir als R? auffassen. Wegen
e = cos p + isin ¢ ist die Kurve y(¢) = (¢ cos ¢, psin @), ¢ € [0,27], in R? gemeint.

Mit
. (pcos ) cosp — @sin
psinp)’ sin g + @ cos ¢
ergibt sich fiir jedes ¢ € [0, 27]

15()]13 = (cos ¢ — @sinp)? + (sin g + ¢ cos p)?

= cos? p — 2p cos ¢ sin @ + 2 sin? ¢ + sin? ¢ + 2¢ cos ¢ sin p + @2 cos? ¢
=1+ ?

und daher

27 . 27 27 1_1_(’02_1_ 1_'_()02
1) = [ H@ade= [ VT Rap= [TVIREEVIEE
1

27 2 2w 2
14 ¢ 1 1 o
=5 ——+ 1+g02>dg0:/ ( + + 1—|—g02>dg0
2/0 <\/1+g02 2J0 \V1+¢?2 142
1 2 1
§<Arsinh<p+g0\/1+<p2) :§Arsinh(2ﬂ')+7r\/1+4ﬂ'2.

¢=0

Bemerkung: Diese Kurve heifit Archimedische Spirale.
Aufgabe 38
Fiir alle ¢t € [—/3/2,v/2/2] gilt
1/v1—1t2
A(t) = 1 #0.
—t/V1— 12
Also ist 7 eine regulire Kurve. Fiir jedes t € [—+/3/2,1/2/2] haben wir

P(t) == / |5 (7 ||2d7'—/ \/7d7'— 2arcsm7" = \farcsmt—k oOF

Folglich hat die Kurve v die Linge L(y) = ¢(v/2/2) = V2 (r/4 + 7/3) = T2

Y(t) =s — % — T = arcsint — t=sin(iv2s— 1)
ist 1 [0, D2 7] — [-¥3, 2

5 712 ™ T2 ] S = wil
von = beziiglich der Bogenl

w. Wegen

(s) = sin(3v2s — Z). Damit lautet die Parametrisierung
e (oder auch natiirliche Darstellung von )

2
ang
% 23—7?: 23—7
. ] v
7o) =11 aliuas g ) = (wivio ). eclnpal
cos(Iv2s = 5)I)  \cos(Evas — 1)



Aufgabe 39

a) Die partielle Ableitung von f: R?> — R nach x im Punkt 2° = (x,%) € R? ist die Richtungs-
ableitung von f im Punkt 2° in Richtung des ersten Einheitsvektors e; = (1,0), also

_ 0 o S te) = f(@) o f((zy) +4(1,0) — f(z,y)
Fole?) 1= g () = iy = —— =y ;
t—0 t

Fiir eine feste Zahl y € R ist dies gerade der Grenzwert des Differenzenquotienten der Funktion
R — R, z +— f(x,y). Um die partielle Ableitung von f nach x zu berechnen, kénnen wir also
f(z,y) nach z differenzieren, wobei wir y als eine Konstante betrachten.

Entsprechendes erhalten wir fiir die partielle Ableitung nach .

Die partiellen Ableitungen erster Ordnung sind
felx,y) = 32 — dzy® + 4° und fy(z,y) = — 42y + 12zy% + 443
Daraus ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
fee(z,y) = 62 — 492, fou(w,y) = —42? 4 24xy + 1242,
fuy(,y) = —8zy + 1247, fue(z,y) = —8zy + 1242

Bemerkung: Dass fry = fy. gilt, war wegen des Satzes von Schwarz schon vorher klar, denn
die Funktion f: R? — R ist zweimal stetig differenzierbar, weil f, und fy stetig auf R? sind.

b) Hier haben wir
fo(z,y) = 2ze™ + (2% + y?)ye™ = (2y + 2z + y*)e™
fo(@,y) = 2ye™ + (2% + yH)we™ = (2 + xy? + 2y)e™.
Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung lauten
foa(a,y) = Quy +2)e™ + (2%y +y° + 22)ye™ = (¢%y® + 4wy +y' +2)e™
Fuy(,y) = 22y +2)e™ + (2% + 2y? + 2y)we™ = (2" + 2y + day + 2)e™,
fyz(x,y) = 322 + yH)e™ + (2 + xy® + 2y)ye™ = (2%y + 32 + zy® + 3y?)e™
= fay(z,y).
of

Um die Richtungsableitung 5 zu bestimmen, stellen wir zunéchst fest, dass f auf R? diffe-

renzierbar ist, weil die partiellen Ableitungen f, und f, von f auf R? stetig sind. Deshalb gilt
fiir alle (x,y) € R?

0
a%(x, y) = (Df)(z,y)v=(falz.y) fy(z,y)) (2) =™ (a?y+ 20 +y° 2 +ay’ +2y) G)
= e (2y 422+ > + 22 + 2y’ 4+ 2y) = e (z +y) (22 + ¥+ 2).

Wesentlich aufwendiger ist die Berechnung von % mit Hilfe der Definition. Danach gilt fiir
die Richtungsableitung von f im Punkt 2° = (z,y) € R? in Richtung v = (v1,v2) = (1,1)

O (o) = tim T (704 1) = 1) =l 7 (1t tor,y + t02) — S ()
_ %g%%(((x o) 4 (y + tU2)2)6(m+tv1)(y+tv2) (22 y2)€xy>
= zltl—% % ((m2 + 2tzvy + t20] + y? + 2tyvy + 152113)eggyet(y”ﬂ““”)et%l”2 —(z® + y2)e$y)
= %Eﬁ%%((x? 42 4 2 (w01 + yos) + 207 + U%))ezyet(yvl+xv2)€t2v1v2 _ @+ yz)ezy>
_ %g% % (($2 +y?)et (et(yvl+xv2)et2v1v2 — 1) o+ 2t (v + yv2)exyet(yv1+xvg)et2v1v2

2
+ t? (v% + v%)e‘”yet(y”ﬁmﬂet ”1”2> .



Zur Berechnung von %(et(y“””)etz“l”? — 1) setzen wir o := yvy; + xve und [ := vi1vy und
betrachten die durch g(t) := e Bt gegebene Funktion g: R — R. Dann ist g differenzierbar
auf R mit ¢/(t) = (a 4 26t)e+5 Nun gilt

1
lim f(et(y”ler”)et%“’2 —1) =1lim ~(g(t) — g(0)) = ¢'(0) = a = yv1 + zvs.
t—0 ¢t t—0 t

Also erhalten wir

—(z,y) = (xz + y2)e“"y(yv1 + 2v2) + 2(xvy + yv2)e™ -1+ 0
= e ((2® + ")y +2)+2(x+y))
= ez +y)(@® +y° +2).

c) Fir alle z,y € R und z € (0, 00) sind

folz.y.2) =€)z, fyle,y,2) =we!/z,  fuz,y,2) = —ze’/2".

Weiter haben wir

fx:ﬁ(x’yvz) =0, fyy(xayaz) :xey/z, fZZ(Ly,Z) :2$6y/zg'
Und schliefllich noch die gemischten Ableitungen zweiter Ordnung;:
fxy(%?/: 2) = ey/z = fy:c(xa y,Z) ’
fzz(xaya Z) = _ey/'22 = fzx(xyy’ Z) )
fyz(xvyv Z) = —ﬂj‘ey/z2 = fzy(fa y,Z) .
Aufgabe 40

a) Sei f: Rd - RZ? (l‘,y, ) (xy2z3el‘y & ljey —i—sinx) = (fl(xayvz)va(xayaz))'

Da alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f

(f1)e(z,y,2) = Y223 L opy?RBet 228 — Y223 (1+ £Ey2z3)e$y223a
(fl)y(ff,y, z) = nyz (1 —|—$y Py )emy 23 ’

(f1):2(2,y,2) = 3zy?2*(1 +xy223)ewy2z37

(f2)z(z,y,2) = 22€? + cosz,

(f2)y(z,y,2) =2 ey

(f2):(z,y,2) =

auf R? stetig sind, ist f auf R? stetig partiell differenzierbar und damit auch auf R? differen-
zierbar. Fiir die Ableitung von f ergibt sich

_ (fl)x(xvyvz) (fl)y(xvyaz) (fl)z(x,y,z)
o= ({03 e (o)

B <y2z3(1+xy223)e:py223 2$yz3(1+$y2z3>ezy223 Bxy2z2(1+my223>exyzz3>

2xeY + cosx x2eY 0

b) Auch hier sind alle partiellen Ableitungen von f stetig, so dass f differenzierbar ist mit

ye® +sinhy e* 4+ xcoshy
(Df)(x,y) = 6x sin2y 4y + 322 cosy |, (x,y) e R?.
—3z 4



c) Wiederum ist f stetig partiell differenzierbar und damit differenzierbar. Fiir die Ableitung
von f im Punkt (r,¢,0) € (0,00) x (0,27) x (—7/2,7/2) ergibt sich

cos cosf) —r sing cosf —rcosp sinf
(Df)(r,¢,0) = [ sing cosd 1 cosp cos —rsinp sinf
sin 6 0 r cos

Durch Entwickeln nach der zweiten Spalte erhilt man unter Verwendung von cos? +sin? = 1

3w sing cos —rsiny sinf
det (Df)(r,p,0) = (—=1)°(—r sing cos ) det< s - o5l )

sin 6 rcosf

47 cos cosd det <cos<p cost) —rcosyp smﬁ)

=r cosf (singo (r sin ¢ cos? 0 + 7 sin ¢ sin’ 9)
+ cos ¢ (r cos cos® § + r cos ¢ sin? 0))
=7 cosf (sinp (r sinp) + cos ¢ (r cosp)) = 2 cos @ .

Bemerkung: Die Funktion f bildet die Kugelkoordinaten (r,,#) eines Punktes im R?® auf
seine kartesischen Koordinaten (z,y, z) ab.

d) Wegen 2¥ = V"% gilt fo(w,z,y,2) = V" %y/z = ya¥~1, fy(w,z,y,2) = eV ng = a¥lnz
und fy(w,z,y,2) = fz(w,x,y,z) = 0. Also sind sémtliche partiellen Ableitungen von f auf
R x (0,00) x R? stetig, woraus die Differenzierbarkeit von f auf R x (0,00) x R? folgt. Fiir
(w,2,y,2) € R x (0,00) x R? gilt

(Df)(w7x7 y7 Z) = (fw(w’ aj? y7 Z) fx(w7 x’ y7 Z) fy(w7 x? y’ Z) fz(w7 :177 y7 Z))
= (0 T O).

Aufgabe 41
a) Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Stetigkeit von f in (0,0):
Sei (21, Yk )ren eine beliebige Folge in R?\ {(0,0)} mit (z,yx) — (0,0) fiir k — oo. Dann gilt
auch my := max{|zg|, lyx|} LmiN 0, und dies liefert dann
< ‘y,‘z‘ + ]miyk\ < mi —i—m% _ k—o0

T 2mp —— 0.
|f( kayk)| X ZE%—Fy% X mz k

Das bedeutet f(zg,yr) — 0= £(0,0), womit die Stetigkeit von f auf ganz R? bewiesen ist.

b) Fiir jedes (z,y) # (0,0) erhalten wir mit Hilfe der Quotientenregel

—2zy(2? + 9?) — (v* — 2%y)22 4z
fx(xvy): ( 2) 2(2 ) - T 72 2\2
(z% +y?) (22 +y?)

und
(By* —a?)(@® + %) — (4° —2%y)2y _ 4a®y® —a' +y!
(22 + 42)2 (22 1 2)2

Im Punkt (0,0) dagegen miissen wir auf die Definition der partiellen Ableitung zuriickgehen:

fy(m,y) =

fz(o,o):hmf(t’o)_f(o’o):hm—o_ozo
t—0 t t—=0 ¢
e 70,1 = £(0,0) :
. f0,t)—f(0,00 1 -0
1(0,0) = lim I =iy ore gt



1 1y 4k_4 -1 k—o0 1 o
foc(pg)——m—— — —1#0= f,(0,0)
sowie (4,0) koo, (0,0) und
_0—k*40

fy(%,()) = m =-1 k—>_oo> -1 7£ 1= fy(0,0)

sind die partiellen Ableitungen von f in (0,0) nicht stetig.
d) Esseiv = (vi,v2) € R?\ {(0,0)} eine beliebige Richtung. Dann gilt

0 0,0) +tv) — f(0,0 tv,t
—f(0,0):hmf((’ )+ U) f(v ):limf(vb U2)
ov t—0 t t—0 t
T (tve)? — (tv1)*ve . 303 —t303vy . vl —vPve vd — vl
= 2 I T N = BT B A R
t=0t  (tv1)? + (tva) t=0 t3(vy + v3) t=0 vy + v3 vy + v

(Insbesondere existiert die Richtungsableitung %(0, 0) fiir jede Richtung v € R?\ {(0,0)}.)

Dies soll nun mit
(e 10,00 = (1) (1)) =

verglichen werden. Es gilt %(0,0) = (grad f(0,0),v) genau dann, wenn

3 2
vy — VU2
21—y = 3 — vy =0} +0vd) = 20vy =0.
2 1 2
V] + U3

Gleichheit gilt also genau dann, wenn vy = 0 oder v = 0 ist.

e) Nicht fiir alle Richtungen v € R\ {(0,0)} ist die Gleichung %(0, 0) = (grad f(0,0), v) erfiillt.
Folglich kann die Funktion f in (0,0) nicht differenzierbar sein, denn sonst miisste diese
Gleichung fiir alle Richtungen v gelten.

Da die partiellen Ableitungen von f auf R?\ {(0,0)} stetig sind, ist f auf R?\ {(0,0)} stetig
partiell differenzierbar, also auch differenzierbar. Fiir jeden Punkt (x,y) € R\ {(0,0)} gilt

1 5 (—dzy? —at +42?y? + yt).

(Df)(z,y) = (grad f(z,y))" = @2+ 22

Aufgabe 42
Wir bestimmen zunéchst (D f)(xo,y0). Da f in (zg,yo) differenzierbar ist, gilt
0 0
(D)o, yo)u = a*i(iﬂo,yo) =—1  und  (Df)(zo,yo)v = (%(fﬂoayo) =2.
Setzen wir abkiirzend a = fi(xo,y0) und B := fy(xo0,y0), so ist (Df)(xo,y0) = (a B), also

(Df)(zo,y0)u = (« B)(;) =a+ 28 und (Df)(xo,y0)v = (« 5)(_11) = —a + (. Obige Gleichungen
liefern daher

a+28=-1 und —a+pB=2.
Hieraus erhélt man durch Addieren 38 = 1, also 8 = %, und damit o = —%. Infolgedessen ist
(Df)(z0,y0) = (—5 %) und aufgrund der Differenzierbarkeit von f in (zo,yo) ergibt sich

O o) = 0w = (3 3 (1) =4,

Wie wir aus der Vorlesung wissen, ist die gesuchte Richtung h gegeben durch
L _eadfwog) 1 <—5)
lgrad f(zo,yo)ll2 26 \ 1
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Aufgabe 43

Offensichtlich besitzen alle drei Funktionen auf R? stetige partielle Ableitungen und sind damit auf
R? differenzierbar.
Fiir f mit den Komponentenfunktionen fi(z,y) := 22 und fo(z,y) := y? gilt

~(((f)e(zy) (f)y(zy)\ _ (22 0
prtea = ({0 o) = (0 )

und ebenso ergibt sich

ety eIty y

g

ycos(zy) xcos(zy) y *
Dg(z,y) = und Dh(z,y)=12 0
0

Mit Hilfe der Kettenregel kommen wir dann auf

y? cos(2?y?) 22

D(go f)(z,y) = Dg(f(z,y)) - Df(z,y) = ( oy Zzgix;zﬁ)) <2Ox 2(; )

2zy? cos(z?y?) 222y cos(x?y?)
= 2x612+y2 2y612+y2 .
Fiir die Ableitung der Funktion h o g erhélt man

etV sin(zy) <

cos(zy) xcos(z
D(hog)(a) = Dh(a(e.s)) - D) = | 2 0 | (Ve wexln))
0 e’
ety (y cos(xy) + sin(xy)) ety (x cos(xy) + sin(wy))
= 2y cos(zy) 2x cos(zy)
€x+yeex+y 6z—l—yee”ﬂ/

Wegen

(9o N)(z,y) = g(f(w,y) = ga®,y?) = (sin(zy?), ¢ ) =: (ur(x,y), us(z,y))
erhalten wir

xy? cos(z?y?) 222y cos(x?y?
D(go f)(z,y) = <(U1)x(:6,y) (u1)y(:c,y)> _ <2 y (22y?) 222y cos(ay )) |

(u2)z(2,y)  (u2)y(w,y) 2w v 2ye$2+y2
AuBlerdem ist
(hog)(z,y) = h(sin(zy), e™*Y) = (sin(zy)e™Y, 2sin(zy), e ") =: (vi(z,y), va(z,y), v3(2,))

und fiir die Ableitung von h o g ergibt sich

(v1)z(x,y)  (v1)y(z,y) =ty (y cos(zy) + sin(xy)) erty (m cos(zy) + sin(my))
D(hog)(z,y) = | (v2)a(m,y) (v2)y(,y) | = 2y cos(zy) 2z cos(zy)
(v3)a(,y)  (v3)y(,y) L ertyee” ™
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Aufgabe 44

a) Der Umkehrsatz liefert die Behauptung, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: Die Funktion
g ist stetig differenzierbar, es gilt g(In2, %) = (0, 2) und die Matrix Dg(In2,T) ist regulir.
Wir iiberpriifen diese Voraussetzungen: Die Funktion ¢ ist stetig d1fferenz1erbar, weil alle
partiellen Ableitungen von g stetig sind (vgl. (x)). Weiter ist

xy _ (cosh(In2) cos 5\ 0 (0
g(n2,3) = (sinh(an) sinf ) \sinh(ln2)/  \3/4)"’
denn sinh(In2) = 1 (e? — e7"2) = 1(2 — 1) = 2. SchlieBlich gilt
_ (sinhx cosy —coshx siny
Dg(z,y) = (coshx siny sinhzx cosy > (+)
und damit ist
0 — cosh In2)
Ty =
Dg(In2,3) <cosh(ln 2) )
reguliir, denn det Dg(In2, %) = cosh?(In2) # 0 wegen cosh(In2) = 3(2+ 1) = 2 # 0.
Nach dem Umkehrsatz gilt
-1
-1 3\ _ -1 3 -1 o\ 1 _ 0 —5/4 o 0 4/5
b) Die Funktion g ist auf R? stetig differenzierbar (siehe a)) und fiir alle (z,7y) € R? ist
det Dg(z,y) = (sinhz cosy)? + (coshz siny)?.
Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinhx cosy = 0 und coshx siny = 0 gilt.
Fiir z > 0 ist dies wegen sinhxz # 0 und coshz # 0 gleichbedeutend mit cosy = 0 und
siny = 0, kann also nie eintreten. Folglich ist fiir x > 0 die Matrix Dg(x,y) stets regulér. Der
Umkehrsatz liefert nun die lokale Invertierbarkeit von ¢ in jedem Punkt (z,y) € (0,00) x R.
Trotzdem ist die Funktion g auf (0,00) x R nicht injektiv wegen g(x,y + 27) = g(z,y) fir
(z,y) € (0,00) x R.
Aufgabe 45
a) Betrachte die Funktion f: R® — R, (z,y, 2) — 23 + 222 — 3zyz + 23 — 3. Dann ist f auf R?

stetig differenzierbar mit
Df(z,y,2z) = (—3yz + 32* —3zz—3y? 3z +4z —3ay),

also % (7,y,2) = 322 + 42z — 3xy. Die Auflosbarkeit der Gleichung f(z,y,2) = 0 nach z in
einer Umgebung von (0,0, —2) folgt mit dem Satz iiber implizit definierte Funktionen, wenn

f(0,0,—2) =0  und gi (0,0,—2) #0
erfiillt sind. Es gilt £(0,0, —2) = (—2)3 +2(-2)? = 0 und
9 10,0,-2) =3(-27 +a(-2) =1 %0,

womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Fiir die Ableitung von g gilt

-1
Dg(z,y) = —<g(ﬂc,y,g(%y))> a(afy) (z,y,9(z,y))
1
(-

39(x,y)* +4g(x,y) — 3zy

3yg(x,y) + 322 —3zg(x,y) — 3y )



b) Wir miissen zeigen, dass in der Nihe von (0,0, 1,1) durch die Gleichung

(0 , . 2% +y? — u? 4 0?
f(q:vyuu?v) - (0> ) mit f(xayvuuv) T <x2+2y2—3u2+4v2—1

implizite Funktionen v und v definiert werden. Offenbar ist f: R* — R? stetig differenzierbar;
zudem sieht man sofort, dass f(0,0,1,1) = 0 gilt; die ersten beiden Voraussetzungen des
Satzes {iber implizit definierte Funktionen sind also erfiillt. Jetzt miissen wir nur noch priifen,
ob die Matrix % (0,0,1,1) regulér ist. Wegen

(2 2y —2u 2 . of (—2u 2w
Df(x,y,ujv)—<2x dy —6u 8U> 15t M(z,y,u,v)—<_6u 8U>

und damit ( ) (0,0,1,1) = (2 2). Diese Matrix ist tatsichlich regulir, denn det( ~232) =
—4 #£0.

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber implizit definierte Funktionen erfiillt. Danach
gibt es offene Umgebungen U C R? von (0,0), V C R? von (1,1) und eine stetig differen-
zierbare Funktion ¢g: U — V mit ¢(0,0) = (1,1) und f(z,y, g(x,y)) = 0 fiir alle (z,y) € U.
Definiert man u als die erste Komponentenfunktion von g und v als die zweite Komponen-
tenfunktion von g, dann leisten u,v: U — R das Gewiinschte. Auflerdem ergibt fiir sich fiir

(x,y) e U

(.y < >>)‘la?fy)< ygu v)

— (5 o1 (@, y,u(z,y), v(@ (z,y,u(z,y),v(z,y))
2u(x, 21)( Y) 20 2y

(T ) <2x )

Insbesondere fiir (x,y) = (0,0) ist der zweite Faktor die Nullmatrix, so dass dann

Dg(0,0) = (8 8)

ist. Dies bedeutet, dass u;(0,0) = u,(0,0) = v,(0,0) = v,(0,0) gilt.

Dieses Ergebnis kann man auch folgendermafien herleiten: Bilden wir in den beiden Gleichun-
gen 22 4+ %2 — u? + 0% = 0 und 22 + 2y — 3u® + 4v? = 1 die partielle Ableitung nach z,
wobei wir u = u(x,y) und v = v(x,y) jetzt als die implizit definierten Funktionen auffassen,
so ergibt sich

?
@

2r — 2uug + 2vv, =0 und 2x — 6uuy, + 8vv, = 0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen «(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) + 2v,(0,0) =0 und — 6u4(0,0) + 8v,(0,0) =0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.

Um die partiellen Ableitungen nach y der implizit definierten Funktionen v = u(z,y) und
v = v(z,y) zu berechnen, gehen wir analog wie eben vor. Wir bilden in beiden Gleichungen
22+ 1% —u? 402 = 0 und 22 +2y% — 3u? +4v? = 1 die partielle Ableitung nach y und erhalten

2y — 2uuy + 2vvy, =0 und 4y — 6uuy + 8vvy, = 0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen u(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) 4+ 2v,(0,0) =0 und — 6uy(0,0) + 8v,(0,0) =0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur w,(0,0) = v,(0,0) = 0.



Aufgabe 46

a) Das Taylorpolynom zweiten Grades von f in 2 = (1, —1,0) ist gegeben durch
Tyao(h) = f(2°) + Vf(2°) - h+ 5h" Hy(@")h.
Fiir die Funktion f: R? = R, f(z,y,2) = xe* — 32, ergibt sich
folwy,z) =€, fylw,y,2) =2y,  fuz,y,2) =ae.
Damit erhalten wir f;(1,—1,0) =1, f,(1,—1,0) =2 und f,(1,—1,0) = 1. Weiter gilt
foo =0, fay=0, foz=¢€, [fyy=-2, [fz=0, f[foo=u€".

Insgesamt ergibt sich

1 0O 0 1
f@% =0, Vf")=|2|, Hi")=[0 -2 0
1 1 0 1

Folglich ist

Ty 40(h1, ho, hs) = 0+ hy + 2hs + hy + 3 (=23 + b3 + 2h1hs) = hy + 2ho + h — h3 + 3h3 + hihs .

Schreibt man h = (x,y,2) — 2 = (x — 1,y + 1, 2), so erhilt man
(z—D+2y+1)+2—(y+1)>+ 12+ (z — 1)z.

b) Fiir die Funktion f: R? — R, f(z,y) = cos(z) sin(y) e* ¥, gilt

f(z,y) =e" Ycosxsiny = £(0,0) = 0
fo(z,y) = e" Y(cosx siny — sin z sin y) = f2(0,0) = 0
fy(z,y)  =e"Y(cosxzcosy — coszsiny) = f,(0,0)0 = 1
fa::v(l'vy) =e” y( QSlnfESlny) = fx:}c(oao) = 0
Jay(z,y) =€ Y(sinzsiny —sinxcosy —coszsiny + cosxcosy) = fyy(0,0) = 1
fyy(z,y) =€""Y(—2coszcosy) =  fw(0,0) = -2
foaz(x,y) =€ Y(—2cosxsiny — 2sinxsiny) = fu2z(0,0) = 0
Jazy(x,y) =€ Y(—2sinzcosy + 2sinzsiny) = fuy(0,0) = 0
fayy(z,y) =€ 7Y(2sina cosy — 2cosx cosy) = fayy(0,0) = -2
Jyyy(z,y) =€e""Y(2coszsiny + 2 cosx cosy) = fy(0,0) = 2

Damit ist fiir A = (hq, ha)

Ty 0.0y () = £(0,0) + 3y (7 - V).£(0,0) + 5 (h - V)*£(0,0) + 5 (h- V)3f(0 0)

2 2
- of 1 0% f >f
— £(0,0) +j§1: i g 000+ 5 0 otk g (0,0) + Z Bl s (0

Ji:k=1 jkl 1
=0+ ho + 3 (h1ha + hoht + h%(—2)) 2 (h1haho(—2) + hohiha(—2) + hohohi (—2) + h§2)
= hy + hihy — h3 — hih3 + 3 h3.

Schreiben wir (z,y) = h + 2° = h, so erhalten wir

T3,(0,0)(93,?J) =y+xy— y2 — :ch2 + %yz’) _



Aufgabe 47

a)

b)

i) Offenbar gilt f € C?(R%R). Man erhilt also alle Kandidaten fiir lokale Extremstellen
durch Nullsetzen des Gradienten und kann sie dann mit Hilfe der Hessematrix genauer un-
tersuchen.

Der Gradient von f lautet grad f(z,y) = (622 — 3y, —3z + 6y?). Die erste Komponente ist
Null genau dann, wenn y = 222 ist. In diesem Fall ergibt sich fiir die zweite Komponente
—3z + 242% = 32(82°% — 1). Die stationéren Punkte sind also (0,0) und (3, 3).

Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch H f(x,y) = < lﬁ 153 >

Da H(0,0) = < _g

)
native Begriindung: det H;(0,0) = —9 < 0.) Deshalb hat f in (0,0) einen Sattelpunkt.

Da Hp(,1) = ( _g _2 ) die Eigenwerte 3 und 9 besitzt, ist Hy(3,3) positiv definit.

_3 die Eigenwerte —3 und 3 besitzt, ist H7(0,0) indefinit. (Alter-

(Alternativ: 6 > 0 und det H(3, 1) =27 > 0.) Somit hat f in (3, 3) ein lokales Minimum.

ii) Zweimalige Anwendung der Kettenregel zeigt: f € C?(R2?,R). Der Gradient von f lautet

322 — 6z + 32

>, (z,y) € R?.

Die zweite Komponente von grad f(x,y) verschwindet genau dann, wenn y(z — 1) = 0 gilt,
also wenn y = 0 oder x = 1 ist.

Im Fall y = 0 ergibt sich fiir die erste Komponente 322 — 6z = 3x(x — 2). Genau fiir = 0
oder x = 2 ist diese Null.

Im Fall = 1 ergibt sich fiir die erste Komponente 3 — 6 4 y> = —3 + y2. Genau fiir y = v/3
oder y = —/3 ist diese Null.

Damit sind (0,0), (2,0), (1,v/3), (1, —v/3) alle kritischen Punkte von f.
Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch

6x — 6 2
Hy(x,y) = < o 2 3 2) 7 (z,y) € R%

H(0,0) = <_06 _02> hat die Eigenwerte —6, —2 und ist somit negativ definit. Daher besitzt
f in (0,0) ein lokales Maximum mit f(0,0) = 0.

H¢(2,0) = (g (2)> hat die Eigenwerte 6,2 und ist somit positiv definit. Daher besitzt f in

(2,0) ein lokales Minimum mit f(2,0) = —4.

H(1,4/3) = (2\0/g 2‘0/§> ist indefinit, weil det Hf(1,v/3) = —12 < 0 gilt. Daher liegt in

(1,4/3) ein Sattelpunkt von f vor.

-2v3 0
liegt in (1, —v/3) ein Sattelpunkt von f vor.

Hy(1,—V/3) = < 0 _2\/§> ist indefinit, weil det H(1,—v/3) = —12 < 0 gilt. Daher

Da @ abgeschlossen und beschrénkt ist und f auf @) stetig ist, nimmt f auf () Maximum und
Minimum an.

Wir betrachten f zuniichst im Inneren von @, also auf (0,5) x (0,5). Es ist

2@y — 4y — 4:1:)

gradf($7y) = < .%'2—4.’E+4

5



Gilt grad f(z,y) = (0,0), so liefert die zweite Komponente (x —2)? = 0, d.h. z = 2. Fiir x = 2
lautet die erste Komponente —8. Diese ist stets # 0, so dass es keine kritischen Punkte von
f gibt. Daher besitzt f keine lokalen Extremstellen in (0,5) x (0,5) und die Extrema von f
werden auf dem Rand von @) angenommen. Wir untersuchen f auf dem Rand von @Q:

x =0: f(0,y) = 4y — 2. Dies wird maximal fiir y = 5 mit f(0,5) = 18 und minimal fiir y = 0
mit £(0,0) = —2.

x = 5: f(5,y) = 9y — 52. Dies wird maximal fiir y = 5 mit f(5,5) = —7 und minimal fiir
y =0 mit f(5,0) = —52.

y = 0: f(x,0) = —22% — 2 =: g1(x). Wegen ¢} (z) = —4z < 0 fiir z € [0,5] ist g; auf [0, 5]
monoton fallend. Daher sind 0 und 5 die Extremstellen von g; = f(-,0) mit f(0,0) = —2 und
f(5,0) = —52.

y =5 f(x,5) = 322 — 20z + 18 =: go(z). Wegen gh(x) =62 —20 =0 < x = % € (0,5)
miissen wir f(0,5) = 18, f(1,5) = —%—6 und f(5,5) = —7 beriicksichtigen.

Insgesamt erhalten wir durch Vergleich der Funktionswerte

max f(x,y) =18 und min f(x,y) = —52.
(x’y)le( y) (I’y)le( y)

Aufgabe 48

Aquivalent zur Mini- bzw. Maximierung des Abstandes ist die Mini- bzw. Maximierung des Ab-

standquadrates
AN 1
Y 1

Die Nebenbedingung ist durch die Kreislinie

2:(x+1)2+<y_1)2_

fz,y) =

hz,y) =2 +y* =22 +2y+1= (- 1)+ (y+1)*-1=0

gegeben. Um die Multiplikatorenregel von Lagrange anwenden zu kénnen, muss fiir die in Frage
kommenden Punkte

rg Dh(z,y) =g (2(x —1) 2(y+1)) =1

iiberpriift werden. Diese Bedingung ist nur im Punkt (1,—1) (Kreismittelpunkt) nicht erfiillt, der
wegen h(1,—1) = —1 nicht auf der Kreislinie liegt und somit nicht Extremalkandidat ist.
Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch

L(z,y, ) := f(z,y) + Ah(z,y) = (x + 1)2 +(y — 1)2 + )x((x — 1)2 +(y+ 1)2 - 1)

und die notwendige Bedingung fiir Extrema lautet

2 + 1)+ 2\ (z - 1) [0
grad L,y ) = | 20— 1)+ 22 y+1) | < [0
(z—12+(y+1)2-1 0
Aus der ersten Gleichung folgt A #% —1. Daher erhalten wir aus den ersten beiden Gleichungen
A—1 A—1
242))=21-2 = — d 242))=2-2) =—-——.
(24 2X) = T=yy uwn y(242X) =y T
Also ist y = —x. Dies eingesetzt in die dritte Gleichung ergibt 222 — 42 + 1 = 0, also

1 1
1o =1+ — und damit =—x19=—-1F —.
1,2 Y1,2 1,2 + \/§

V2

Folglich sind P; = (1 + %, -1 - %) und P = (1 — %, -1+ %) Kandidaten fiir Extrema.
Da Maximum und Minimum der stetigen Funktion f auf der abgeschlossenen und beschrankten
Menge {(x,y) € R? : h(z,y) = 0} angenommen werden und auBerdem /f(P;) = 1 + 2v/2 und
Vf(Py) = —1 +2v/2 gilt, wird im Punkt P; der maximale Abstand 1+ 2v/2 und im Punkt P, der

minimale Abstand 2v/2 — 1 angenommen.



Aufgabe 49

Da die Menge S beschriankt und abgeschlossen ist, nimmt die stetige Funktion f dort ihr Minimum
und ihr Maximum an; die Existenz der globalen Extrema ist also gesichert. Definiere

h(z,y.2) = <h1(x,y,z)> _ ( r+y+z >

ha(x,y, 2) 4yt 221

Dann ist S = {(z,y,2) € R3 | h(z,y,2) = (0,0)}. Zur Bestimmung der globalen Extrema von f
auf S verwenden wir die Multiplikatorenregel von Lagrange. Zunéchst iiberpriifen wir die Voraus-
setzungen: Sowohl f als auch h sind auf R? stetig differenzierbar. Wegen

1 1 1
Dhe) = (5, 5y )

gilt rg Dh(z,y,2) < 2 genau fiir z = y = z; solche Punkte konnen jedoch die Nebenbedingungen
hi(z,y,z) = 0 und ha(x,y, z) = 0 nicht erfiillen, denn aus z +y + z = 0 folgte dann z =y =2 =0
im Widerspruch zu z? + y? + 22 = 1. Also erhalten wir simtliche Kandidaten fiir Extremstellen
durch Anwenden der Multiplikatorenregel von Lagrange: Wir setzen

L(xvyuz7)‘17)‘2) = f(xvyaz) + )‘lhl(x)y7 Z) + AQhZ(‘rvyaz)
=bz+y—32+ Mz +y+2)+ i@ +y?+22-1)

und losen dann das Gleichungssystem grad L(zx,y, z, A1, A2) = 0, also die fiinf Gleichungen
54+ A +2Xx =0, 14+ A1+ 2Ny =0, =34+ A1 +2X2=0,
r+y+z2=0, a:2+y2+z2—1:().
Addition der ersten drei Gleichungen liefert
3+3M+20(z+y+2) =0,

wegen x+y+ 2z = 0 also A} = —1. Damit wird die erste Gleichung zu 442 9z = 0, was insbesondere
A2 # 0 bedeutet. Die zweite Gleichung lautet 2oy = 0, woraus mit Ay # 0 sofort y = 0 folgt. Aus
x+1y+ 2z = 0 ergibt sich dann z = —x und in 22 + 1% + 22 = 1 eingesetzt folgt 222 =1, d.h. . = %\@
oder z = —%\/i Die extremwertverdéichtigen Stellen sind damit

(3v2,0,—3v2)  und  (—3v2,0,3v2).

Die Funktionswerte dort sind f(3v/2,0,—3v2) = 4v2 bzw. f(—3v2,0,3v2) = —4v/2. Folglich
besitzt f auf der Menge S das Maximum 4+/2 und das Minimum —4+/2.



Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) Sommersemester 2012
Institut fiir Analysis

Prof. Dr. Dirk Hundertmark

Dr. Matthias Uhl

Hoéhere Mathematik II fiir die Fachrichtung
Elektrotechnik und Informationstechnik inkl.
Komplexe Analysis und Integraltransformationen

Losungsvorschlige zum 10. Ubungsblatt

Aufgabe 50
a) Mit 4(t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1) ergibt sich fiir jedes ¢ € [0, 27]

15(t)||l2 = /(cost — tsint)2 + (sint + tcost)? + 1

— V/cos2t — 2tcost sint + t2sin?t + sin2t + 2t sint cost + t2cos2t + 1 = V2 2.

Nach Definition des Kurvenintegrals fiir Skalarfelder ist dann

2T 2
/ fds= FOY@) v @) |2 dt = / (2t — V2 cos?t + 12 sin2t>\/2 +t2dt
¥ 0 0
27
— / 2+ 12dt = [%(2 + t2)3/2]§7r _ %((2 + 471'2)3/2 . 23/2)

0
= 2V2((1 +2n%)*2 —1).

b) i) Hier benutzen wir die Definition des Kurvenintegrals fiir Vektorfelder

o 2 cost 1
o _ . _ e —sint
[yv -ds /0 v(y(t)) - y(t) dt = /0 <cost sin t) ( cost > dt

2
/ (—e“Stsint +sint cost) dt = [ecost — 1 cos® t] zﬂ =0.
0

3

ii) Es gilt

In2
/6-d§:/
¥ 0

In2 In2
= / (cosh? ¢ — sinh? t + sinh ¢ cosh t) dt = / (1 +sinht cosht)dt
0 0

cosht cosht

In2
(y(t)) - ~(t) dt = / —sinht | - | sinht | dt
0 sinh ¢ cosht

=1

=2+ [fsinh?¢] )2 =2+ Ssinh®(In2) =2+ J(4(™? —e ™22 =2+ 2.

iii) Die Kurven v;: [0,1] — R2, y1(¢) = (¢,0), und y2: [1,2] — R?, 4o(t) = (1,t — 1), sind
reguldr und es gilt 71 (1) = y2(1). Somit gilt

La-dg—/ U-d§+/ U-d§’—/0117(71(75))~f'y1(t)dt+/1217(fyg(t))~f’y2(t)dt
1 . 2 .
A CE) Qe L6 ()
:/0 sintdt + [ (1+(t—1)%)dt

[—cost](l)—i- [+ 3t -1 = (~cosl+ 1)+ (2+L—1)=F —cosl.
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c)

Schreibe f =: (f1, f2). DaR? einfach zusammenhiingend ist und die Vertriglichkeitsbedingung
o fo(x,y) = Ou(z® +y%) = 22 = 9,(2vy) = fi(z,y) auf R?

erfiillt ist, stellt £ ein Potentialfeld dar, d.h. es gibt ein Skalarfeld ¢ € C*(R2,R) mit f = V.
Wegen 0,¢(z,y) = fi(x,y) = 2xy ist p(x,y) = 2%y + ¥ (y) fiir eine stetig differenzierbare
Funktion ¢: R — R. Aus 9yp(z,y) = fo(z,y) und dyp(z,y) = 22 + ¢/ (y) folgt ¥'(y) = y>.
Dies ist beispielsweise fiir ¢(y) = %yg erfiillt. Somit ist

1
o(z,y) = 2%y + 3 y?

ein Potential von f auf R?. Die verrichtete Arbeit A ist gleich dem Wert des Kurvenintegrals

A:Lf-ds*:[y(ch)-ds*,

welches nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve v abhéngt:

14

Aufgabe 51

a)

b)

Die Funktionen ¢, @ sind stetig differenzierbar und auf ganz R3 definiert. Da R? einfach
zusammenhéngend ist, gilt: Es handelt sich genau dann um ein Potentialfeld, wenn die Ver-
triglichkeitsbedingungen erfiillt sind. Im R3 ist dies dquivalent dazu, dass die Rotation ver-
schwindet. Schreibe ¥ =: (v1, v, v3). Wegen

82’1)3(=T, Y, Z) = 2y + 3221'2 7é 322332 = 83v2(x7 Y, Z)

ist rot ¥ # 0. Also ist ¥ kein Potentialfeld, d.h. es gibt kein C'-Skalarfeld f: R — R mit
v=Vf.
Fiir @ =: (w1, we, ws) hingegen gilt

Qws(x,y, z) = e = Oswa(x,vy, 2),

wi(x,y,z) =2z = Oyws(z,y, 2) ,

Owa(x,y,z) = 0= dwr(z,y, 2).

Somit ist @ ein Potentialfeld, besitzt also ein Potential f: R3 — R. Fiir dieses Potential muss
O f(z,y, 2) = 22 gelten. Integrieren beziiglich z liefert

fla,y,2) = 222 + cly, 2)

mit einer gewissen Funktion c¢: R? — R. (Die , Integrationskonstante“ kann also noch von y
und z abhéngen.) Es folgt 9, f(z,y,2) = 0yc(y, z), und dies soll = e* sein. Daher haben wir
c(y, z) = ye® + d(z) mit einer gewissen Funktion d: R — R. Wir wissen also

und hieraus folgt 9, f(z,y, 2) = 222 + ye* + d'(z). Damit dies gleich der dritten Komponente
von W wird, muss d’(z) = 0 gelten. Wir wihlen d = 0 und haben ein Potential von :

2
flz,y,z) = z"x 4+ ye* .
Bei ¢ miissen wir das Kurvenintegral nach Definition ausrechnen:

2
1 1 [t -1 1
/U-d§:/ ﬁ(v(t))~f'y(t)dt:/ 2] - 1 dt:/ 2 2tdt = [-4P +47], = 2.
v 0 0 0

12 0

Bei W dagegen konnen wir auf das oben berechnete Potential f zuriickgreifen:

/w- d5 = f(7(1)) = f(1(0)) = £(0,1,0) — f(1,0,0)=1—-0=1.
:



Aufgabe 52

a) Offenbar ist der Integrand jeweils eine stetige Funktion.
i) Esgilt

1
// (zy +y*) d(z,y) // zy + y° dydm—/ [1zy? +%y3]y:0dx

[0,1]x[0,1]
1
——/0(2x+3)d =12 +32],=1+3=1-

ii) Diesmal ergibt sich
0 2 0 )
cosh(2z +y) d(z,y) = / / cosh(2z + y) dy dx = / [sinh(2z + y)}yzo dx
[~1,0]x[0,2] e -

0
= /1 (sinh(2z + 2) — sinh(22)) do = [§ cosh(2z + 2) — 1 cosh(Zx)](il

= (3 cosh2 — $ cosh0) — (5 cosh0 — 5 cosh(—2)) = cosh2 — 1.
Rechnet man den hyperbolischen Cosinus noch aus, so erhélt man %(62 +e7?) -~ 1.

b) i) Wir bestimmen die Schnittpunkte der beiden Kurven y = %:UQ —1und y =2 — z. Dazu
miissen wir die Losungen der Gleichung %xQ —1=2— 2, also 22 + 42 — 12 = 0 bestimmen.
Dies sind 1 = —6 und x9 = 2 (siehe auch Skizze). Fiir den Flicheninhalt von B ergibt sich

2 2
// z,y) / / dydx:/ ((2—53)—(}1%2—1))65:16:/ (12— +3)dz
Lg2-1 —6 —6
=[5~ 32? +32)° (= -2 - 2+6— (18 — 18— 18) = &

ii) Hier schneiden wir die Kurven 2 = 3? und 2 = 4 — y2. Dies liefert die Gleichung y? =
4 —y?, also y? = 2. Wegen y > 0 interessiert nur die Losung y = /2 (siche Skizze). Es gilt

[[ de = /0” /yj‘“ G dy = /f<<4_yz> 2) dy = [1y-249])7 — 13-22V3 — 33,
B

Y4+ b)i) Y b) ii)
8+t 2
\/5*
B \/ b
6 - @ 2 4 @

c) i) Esgilt

1 1 1 T 1 T 1
/ / e da dy = / / e*” dydx = / / dy e d = / ze® dx = [%612](1) = % .
0 Jy 0o Jo 0o Jo 0

Bemerkung: Hier ist das innere Integral fyl e** dx nicht explizit berechenbar. Fiir die Bestim-
mung eines iterierten Integrals kann also die Integrationsreihenfolge wesentlich sein.



ii) Wir spalten den Integrationsbereich B in zwei Teile By, Bs auf (siehe Skizze) und erhalten

1 py2+1
/ / x2ydxdy=//$2yd(ff,y)+//x2yd($,y)
0 Jy
B1 B

1 rz 2 1
:/ / 22y dy dx + 22y dy dx

_ri.51 1.4, 1.312 _ 1 8 , 1 1y _ 67
= [102° oo t [-a2" +32° L =5+ (-2+5+5-3) =10
vy 0 0 2 o) i)
14 14
By
\
B By |
1 xz 1 2 x

Aufgabe 53

Zunéchst berechnen wir fv U - d§ direkt mittels der Definition des Kurvenintegrals:
'y y
1 .

V3 V2

2
=

—_
&

Definiere die regulédren Kurven

Dann haben 71,72, 73 die in der Skizze gekennzeichneten Triager und es gilt v1(1) = (1,0) = y2(1)
sowie ¥2(2) = (0,1) = v3(2). Da der positiv durchlaufene Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten
(0,0), (1,0) und (0, 1) durch « := 1 + 72 + 3 gegeben ist, erhdlt man

%U-d§:/6‘d§+/ﬁ-d§+/ﬁ"d§.
gl g0l 72 3

Fiir die drei Kurvenintegrale auf der rechten Seite ergibt sich

1 1 2 1
L . N NS AN P S |
[ 7= [ rosen-srar= [F(E570) (o) o= [ =5



/w e /12 <<(22 - tt>)22<: ! 21)_ t><(tt_ 11))2> | <_11) ‘= /12 <t3 et 0r 5) | <_11> dt
/12(t3—6t2—|-11t—7)dt: Et4—2t3+12*1t2—7t]i:—§

4

[ [ () (8) = [fa-vra= -0}

Zusammen folgt
%*d_’ 1 3+1 1
v-d§=-——4+-=——.
~ 3 4 3 12

Unter Verwendung des Gaufischen Integralsatzes in der Ebene l&sst sich das Kurvenintegral folgen-
dermaflen ausrechnen:

G C R? sei das Innere des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Dann ist G offen
und konvex und somit ein Gebiet. Aulerdem besteht der Rand von G aus den reguldren Kurven
Y1,%2,73: Y = Y1 + Y2 + 73 ist geschlossen und doppelpunktfrei und hat dG als Spur. Ferner
“liegt G links von 7”. Es seien vy (z,y) := 2% + zy sowie va(z,y) := 22y — y? gesetzt. Offenbar ist
7 = (v1,v2) auf R? stetig differenzierbar, so dass die Voraussetzungen des GauBschen Integralsatzes
in der Ebene erfiillt sind. Dieser liefert

ff' ds = //(3102(w,y) — dpvi(z,y)) d(z,y) = //(%y —z)d(z,y).
G G

Da der Integrand stetig ist, erhilt man

1 1—x 1
- [ ] Cw—nayan = [ fop o))

0 Jo 0 y=
_/1(37(1_37)2—$(1—$))d9€—/1(w3—x2)dm—1—1——1
o A 13 127

und

Aufgabe 54

Setzen wir #(z,y) = (v1(,y),va(w,y)) mit vi(z,y) ;= —z%y und ve(z,y) := xy, dann ist T auf R?
stetig differenzierbar und es gilt A va(x,y) — Oov1(z,y) = y + 2. Der Gauflsche Integralsatz liefert

/G/(x2 +y)d(z,y) = é/(aﬂjz(x,y) — Oyvi(z,y)) d(z,y) = faag' 5.

Der positiv orientierte Rand 0G der offenen Einheitskreisscheibe G ist gegeben durch die regulire
Kurve ~(t) = (cost,sint) mit 0 < ¢ < 2. Folglich ergibt sich

2 2 2 . .
2 . S o . L . —cos“tsint) [—sint
J[@ e = s-as= [Tano)ama= [T im0 a
G

2m () 2 2m
= / (0052 t sin®t + sint cos? t)dt = / : sin?(2t) dt + / sint cos®tdt
0 0 0

2 o (k%) A (k)
= 411/ sin®(2t) dt — E cos® t] o = é/ sin?(u) du = ioar=1.
0 0

Hierbei verwendeten wir in (%) das Additionstheorem des Sinus 2 sint cost = sin(2t), in (xx) die
Substitution © = 2¢ und in ( * ) die Identitét fOZW sin?(u) du = 7. Letztere kann man z.B. mit
Hilfe von partieller Integration zeigen.



Aufgabe 55

a) Fiir (z,y,2) € A gilt nach Definition der Menge = € [1,2] sowie 0 < 22 — y2, also y? < 22,

d.h. |y| < |z| =  wegen z > 0. Mit
Ag={(z,y) eR* 1 2 € [1,2], —z <y <z}
ldsst sich A folgendermafien schreiben
A= {(zy,2) eR? : (z,y) € Ag, 0 < z < 22 fy2}.

Da der Integrand f(x,y,z) = 1 stetig ist, erhdlt man fiir das Volumen von A

/// d(x,y, Z) E // (/0m2y2 dZ) d(:z’y) _ /12 /i /Ogg2y2 . dydx
A Ao
:/12/_i($2_y2)dyd1’:/12[332 _§y3}§:_mdx:/12§$3d$

=[5 354]3;:1 =3

b)

X

Die Menge B wird von den Koordinatenebenen und von der Ebene durch die drei Punkte
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) begrenzt (siche Skizze). Damit ist (x,y, z) € B Hquivalent zu

0<z<1l, 0<y<l—-z, 0<z<5(1—-ax—y).

N[ =

Bei B handelt es sich also um

B:{(x,y,z)eR3 : (x,y) € By, 0< 2 <
wobei By := {(x,y)E]R2 :0<2e<1,0

Da (z,y, ) + sin z auf R stetig ist, ergibt sich fiir das Integral

1 rl—z p(l—z—y)/2
///sinzd(w,y,z):/ / / sin z dz dy dz
[ 0o Jo 0

1 1—x (1—z—y)/2 1 11—z e
:/ / [—cosz]zzo dydx:/ / <—COS( 5 y)+1) dy dx
0o Jo o Jo
! . —r— 1-x ! . —z
:/0 [2s1n(1 5 y)+y}y:0d:c:/0 (1—x—2$1n(17)) dx

= [z - 32° - 4cos(1_7z)]glc:0 = (1—3—4cos0) +4cos(3) = —Z+4cos(}).




Aufgabe 56

a) Zur Berechnung von
Y .
J[ Vi), wobei B={(e.5) € B : [(wp)lz € 18] o] <o}
B

fithren wir Polarkoordinaten ein:
T=TCcosp, y=rsingp, d(z,y) =rd(r,¢)

mit r € [1,8], ¢ (*) € [-7, 7] (Hierbei ergibt sich ( ) durch die Bedingung |y| < z. Wiirde man
@ € [0, 27] fordern so miisste man ¢ € [0, Z] U [{m, 27] wiihlen und B in By = {(z,y) € R? :
|(z,y)]]2 € [1,8],0 < y < x} und Bg ={(z,y) €R? : ||(z,y)|2 € [1,8], —z < y < 0} zerlegen.
Dann ist [[; 4 d(z,y) = [[5 4d(z,y +ff327dxy ) Wir erhalten

// (x,y) // reme ., d(r, ) / / Sm(prdrngZ ;(82—12)/4 tan p dp = 0.
rcosgo Ccos =z

18] x[-%,%]

Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich, weil der Tangens eine ungerade Funktion ist und
iiber ein zu 0 symmetrisches Intervall integriert wird.

b) Wir greifen auf Zylinderkoordinaten zuriick:
T =Trcosy, y=rsing, z=z, d(z,y,z) =rd(r,¢, 2) .

Fiir (z,y, 2) 6 B gilt 0 < z < 1, und die zweite B definierende Ungleichung fiithrt auf die
Bedingung 7? < (1 — 2)2. Die Menge B ist also charakterisiert durch

0<z<1, 0< <2, 0<r<l—=z.

Die Transformationsformel liefert nun

2 1z
///x_l_yQQ(lz :Cy, // / 221 Z)Tdrdgodz
—271'// roe2(1-2) drdz:27r/ [érﬁ]i g 21-2)" g,
0

2(1-2)7q1 2_1
_ 1 6 ,2(1=2)" g, — | _T€ _ m(e )
/O Ll — 2) dz [ - L:D .

c) Definiere K = {(z,y,2) € R® : 22 + y? + 22 < 1}. Dann miissen wir

mi= [ ey = ] g den

berechnen. Hierzu benutzen wir Kugelkoordinaten

T =rcosy cost, y =rsiny cosv, z=rsind, d(zx,y,z) = r’cos?d(r,, )

mit r € [0,1], ¢ € [0,27], ¥ 5 g] Die Transformationsformel liefert

m- ///
3
—27r// cosﬁdz?dr
4/ " __dr 4/1<1— ! )dr
- 0 1+T2 - 0 1+T’2

= 4r (1 — [arctanr];_) = 47 (1 — (F — 0)) = 47 — 7°.

€[-

57 2cosV dp dd dr

[ME]

o w\:i
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Aufgabe 57

Eine Parametrisierung des Kegelmantels F ist gegeben durch

x 7 COS
y| = |rsing | = g(r,e) mit (r, ) € [0,1] x [0, 27].
z r
Mit
cos ¢ —rsing —TCos
H@,ﬁ(r, ) X Opg(r, <,0)H2 = H sinp | x | rcose H2 = H —rsing H2 =27
1 0 r
7 COS 0 7 COS
IG(r, @) —dlla = ||| rsing | = [0 |||, =] rsing ||, =V2r2—2r+1
T 1 r—1

erhilt man

Q//Hf_lab // H@rg r,¢) X 9pg(r, @), d(r, )

[0,1]x[0,27]
//27r V2rdedr =22 /1 - dr T _ornIn(v2 — 1)
- r T = T —F——=ar = —Zmoln —1).
—¢ Vorz —2r+1 4 Qo 2r2 —2r +1 ¢
Aufgabe 58
Die Flidche JF liegt in Parameterdarstellung vor mit
u
glu,v) = v , () € G = {(u,v) €R? : u? + 0> < 3}.
02 — 2

Der Integralsatz von Stokes liefert

7{@;5' d5= [[ (v x7) o= [[ (¥ x7) (@) @utu.) < 0gu.0)) dlusv).
F G

Nun ist
1 0 2u
Ouglu,v) = 0 ), Ouglu,v)={ 1|, also  9ug(u,v) x 0glu,v) = | -2v |,
—2u 2v 1
und es gilt
81 U1 82’1)3 — 83’[)2 1-— (—3) 4
V Xx¥= 82 X | v2 = 831)1 — 811)3 = 1-— (—2) = 3
83 V3 81’1)2 — 82’1)1 9 — (—5) 14
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Folglich ergibt sich

4 2u
7{ U-dE’:// 3] —2v d(u,v)://(8u—6v+14)d(u,v);
97 14 1
G G

und mit Polarkoordinaten u = rcosg, v = rsing, d(u,v) = rd(r,¢), r € [0,v/3], ¢ € [0,27]
(G ist die offene Kreisscheibe um (0,0) mit Radius v/3) erhilt man unter Beriicksichtigung von
f027r cospdp = fo% sinpdp =0

V3 rom V3
:/ / (8rcoscp—6rsing0—i—14)rdcpdr:/ 287r dr
0 0 0

VS _98m. 3 = 42r.

= 28m [%TZ] r=0

Aufgabe 59

a) Die Oberfliche F des Zylinders Z besteht aus drei Teilen, némlich aus der Bodenfldche J,
der Mantelfliche F5 und der oberen Deckfliche Fs.

Die Bodenfliche F; kénnen wir durch die Parametrisierung g(u,v) := (ucos v, usinv, 0) mit
(u,v) € U :=[0,1] x [0, 27] darstellen (Zylinderkoordinaten mit z = 0). Es gilt

COS v —usinv 0 0
Oug(u,v) X Oyg(u,v) = [ sinv | x | ucosv | = 0 =10
0 0 ucos? v + usin? v u

Es ergibt sich N = (0,0,—1) als &uiere Einheitsnormale. (Man teilt 0,(u,v) x 8,3 (u,v)
durch die Norm ||0,G(u,v) X 0yG(u,v)|]2 und wihlt dann noch das Vorzeichen so, dass der
Vektor nach aulen weist.) Also ist [[; @'+ N do = 0, denn

u? cos® v 0
(#(g(u,v))) - (N(G(u,v))) = | v cos®> v sinv | - [ 0 | =0.
0 —1

Die Mantelfliche F2 wird durch g(u,v) := (cosu,sinw,v) mit (u,v) € U := [0,27] x [0, 1]
parametrisiert (Zylinderkoordinaten mit festem Radius r = 1). Wir erhalten

—sinu 0 cosu
Oug(u,v) X Oyg(u,v) = [ cosu | x [ 0] = | sinu
0 1 0
Dies ist auch schon die duBere Einheitsnormale N. Wegen
cos® u cos U
(0(g(u,v))) - (N(g'(u,v))) = | cos?usinu | - | sinu | = cos*u + cos® u sin®u = cos®u
veosu 0

folgt

2m pl 2m

//17- N do = // cos u [|0ug(u, v) x 0pG(u,v)||2 d(u,v) :/ / cos? udv du :/ cos®udu = .
o Jo 0

Fo U

=cos2u+sinu=1

Es bleibt noch die Deckfliche F3: Die Parametrisierung §(u,v) := (wcosv,usinv,1) mit
(u,v) € U :=[0,1] x [0,27] (Zylinderkoordinaten mit z = 1) liefert 9,G(u,v) x 9,g(u,v) =
(0,0,u). Es ist N = (0,0,1) und damit

u3 0083 v

0
(7(g(u,v))) - (ﬁ(ﬁ(u, v))) = [ udcos?vsinv |- [ 0] = u®cos?v.
1

u2 COS2 v



Somit erhalten wir

2
//v Ndo = //u cos® v [|0uG(u, v) X 0pG(u,v)l|2 d(u,v) = / / u® cos® v dv du

=|u|=u,dau >0

1 2
:</ u3du> </ cos%uiv)z}l?r.
0 0

Insgesamt ergibt sich

b) Nach dem Divergenzsatz (bzw. dem Gaufischen Integralsatz) ist

//U Ndo—// (V-0)(x,y,2)d(x,y,z).

Nun gilt (V- 9)(z,y, 2) = 0.(23) + 0y (22y) + 0, (2?2) = 322 + 2% + 22 = 522 und mit Zylinder-
koordinaten x = rcosp, y = rsinp, z = z, wobei r € [0,1], ¢ € [0,27], z € [0, 1], folgt

// "Nd :///5x2d(xy,z): /// 5(rcos<,0)2rd(rg0,z)

[0,1] % [0,27] x

2w 2w
/ / / 53 cos gpdzdgodr—/ / 513 cos? @ dy dr
:5</ T dr) (/ coS gadgo)-i
0 0

N sei stets die Einheitsnormale auf 9K , die ins AuBere von K gerichtet ist. Fiir den Fluss des
Vektorfeldes f durch die Oberfliche 0K des Kegels K nach auflen gilt

/ 7. Ndo.
oK

Die Oberfléiche 0K besteht aus dem Kegelmantel und dem Grundkreis. Wir parametrisieren zunéchst

den Kegelmantel
M= {(z,y,2) €R® : 2=2— /22 + 42, 2> 0}

Aufgabe 60

durch
x T COS
y| =|rsing | = g(r, o) mit (r,¢) € [0,2] x [0, 27].
z 2—7r
Dann ist
cos —rsinp 7 COS
0rg(r, ) X 0pg(r,p) = [ sing | x [ rcosp | = | rsing
-1 0 T

ein Normalenvektor auf M im Punkt §(r, ) € M, der ins AuBere des Kegels K zeigt (weil z.B. die
3. Komponente positiv ist). Weiter gilt

2—r 7 COS
f(g(r,)) - (&g’(r, ) x Opg(r, go)) = |rsing |- | rsing | =(2—r)rcosp + r?sin? o + (3—=r)r
3—r r

= (2r — %) cos ¢ + r?sin? p + (3r — 1?).



Fiir den Fluss von f durch die Mantelfliche M nach aufien erhélt man

Fal org(r, ) x 9,G(r, ¢) ) )
/ o m]/ [Z P2 7,50, 0) x 0,5, @) 179 ) > e (@)l dlr. )

= [ Farion- @0) x 0,0.0)) dir )
]

[0,2]x 0,27

2m
= / / ((2r — %) cos o + r?sin® o + (3r — %)) dp dr
0o Jo

2 3 3
= 21 (3r — 2 I R TR P L
—/O(m* + (3r r)27r)dr—[7r3+(2r 3)277] = —m.

FEine Parametrisierung des Grundkreises
G:={(z,y,2) eR® : 2? +¢y* <4, 2 =0}

ist gegeben durch

T 7 COS ¥
y| = |rsing | = g(r, o) mit (r,¢) € [0,2] x [0, 27].
z 0
Dann ist
COSs (p —rsin @ 0
Org(r, ) X 0pg(r,p) = | sing | x | rcosep | =0
0 0 T

ein Normalenvektor auf G im Punkt §(r,p) € G, der ins Innere des Kegels K zeigt (weil die 3.
Komponente positiv ist). Wegen

0 0
F(G(r. @) - (=0pdi(r,0) x 0,(r,0)) = [ rsing | - | 0 | =—r
1 —r

ergibt sich fiir den Fluss von f durch die Grundfliche G nach auflen

//f Ndo = // f(g (=0, g(r, ) x 0,g(r, 0)) d(r, )

[0,2]x[0,27]

2
:// —rdgodr:—/ 2mrdr = —4m.
0o Jo 0

Der Fluss von f durch die Oberfliche 0K des Kegels K nach auflen betrigt somit
//f-NdO://f-Ndo—i—/ f~Nd0:§7r—47r:§7r.
oK M G

Alternativ: Man kann [ [, f-N do auch mit dem Divergenzsatz (bzw. dem GauBschen Integralsatz)

im R3 berechnen:
//f-]\_deZ// V-de:///Qd(x,y,z),
oK K K

wobei wir hier dr fiir d(z,y, z) geschrieben und

Op z
V-ay2)=|0,| | v | =00)+0,0)+0.:+1)=04+1+1=2
0, z+1



verwendet haben. Mit Zylinderkoordinaten

T =17Cosy, y =rsingy, 2=z, d(z,y,z) =rd(r, ¢,z

lasst sich K charakterisieren durch
re0,2], v € [0,27], z€[0,2—r],

so dass folgt

//f‘]v“:?/// d(x,y,Z)ZQ/OQ/OQr/:ﬂrd(pdzdr
K

oK
2 p2—r 2 )
247T/ / rdzdr:47r/ (27’—7‘2)037”‘:471'[7“2—%7'3]0
0 JO 0

)
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Aufgabe 61
a) Wir zeigen zuerst: Ist n € Ny, dann ist die Funktion f,(¢) := " von exponentieller Ordnung e
fiir jedes beliebig vorgegebene ¢ > 0.
Sei € > 0 und n € Ny. Stellen wir die Exponentialfunktion als Potenzreihe dar, erhalten wir

o
et)¥ (et)? (et)™ (et)”
eetZE (—:1+st+—+...+—+...> —_—
| | ] |
— k! 2! n! n!

fiir alle £ > 0. Folglich ergibt sich mit M := 6"—71 die Abschéitzung
n < Mest
fiir alle £ > 0. Also ist die Funktion f,, von exponentieller Ordnung ¢.

Gegeben seien nun n € Ny und sg € C mit Re(sg) > 0. Wir wollen die Existenz von .Z{ f,, }(so)
nachweisen.

Wie eben gesehen, ist f, () = t" von exponentieller Ordnung ¢ fiir jedes beliebig vorgegebene
e > 0. Insbesondere ist dann f,, von exponentieller Ordnung €y := Re(sp)/2. Nach Satz 8.4
konvergiert daher das Integral [ e f,(t)dt (sogar absolut) fiir alle s € C mit Re(s) > &o.
Aufgrund von Re(sg) > ¢ existiert demnach Z{f,}(so).

b) Die Behauptung zeigen wir durch vollstdndige Induktion nach n € N.
IA: n = 0. Fir alle s € C mit Res > 0 gilt nach Beispiel 8.2 (a)

1 0!

L{fo}(s) = L{t"}(s) = L{1}(s) = Pl

IS: Sei nun n € Ny. Fiir dieses n gelte: Z{f,}(s) = S,f% fiir alle s € C mit Re(s) > 0 (IV).
Mit partieller Integration erhalten wir fiir jedes s € C mit Re(s) > 0

&z = 1 —styntl g — {e— t"“] I —styn gt
(e}s) = i / e g [ e v e
n+1 aw)n+1 n! (n+1)!
=0+ L{fa(s) = s gntl gD+l

Aufgabe 62

Sei @ > 0. Da f von exponentieller Ordnung - ist, gibt es eine Konstante M > 0 so, dass

f(2)] < Me™
fiir alle > 0 gilt. Setzen wir in diese Ungleichung at fiir « ein, dann erhalten wir
|f (at)] < MO
fiir alle ¢ > 0. Damit ist die Funktion ¢ — f(at) von exponentieller Ordnung ~a, und deshalb
konvergiert Z{ f(at)}(s) fiir alle s € C mit Re(s) > ya. Mit Hilfe der Substitution 7 = at, dT = adt
erkennen wir

ZL{f(at)}( hm/ “Stf(at)dt = ~ hm abe(s/a)Tf(T)dT:%.iﬂ{f}(g).

a b—oo 0
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Aufgabe 63

a)

b)

d)

f)

Mit g(t) := t? + bt + c erhiilt man nach Aufgabe 61 aufgrund der Linearitéit von %
L{g}(s) = L{*}(s) + b.L{t}(s) + c.2{1}(s) = 2+ 5 + ¢ fiir Re(s) > 0,
und wegen f(t) = e g(t) gilt dann nach der Démpfungsregel
f{f}(s):f{g}(s—a):ﬁ—i-(s_%)g—i-ﬁ fiir Re(s) > a.

Wir benutzen die Darstellung cos(wt) = %(ei“’t + e~ ™). Nach der Dampfungsregel ist

Pcos(wi)}(s) = %(g{eiwt}(s) +2{e ) (s)) = %(3{0}(3 —iw) + Lo} s + i)

1( 1 N 1 )_l(s—i-iw)—i-(s—iw)_ s
2 s2 — 2w? 82 4 w2

fiir Re(s) > 0.

2\s —w s+ ww

Bemerkung: a) Mit sin(wt) = (e —e~*") erhilt man £ {sin(wt)}(s) = i fiir Re(s) > 0.

b) Alternativ konnte man £ {cos(wt)}(s) im Fall w > 0 auch mit .Z{cos(?)}(s) = 7 und
dem Skalierungsresultat aus Aufgabe 62 berechnen: Hiernach gilt ndmlich fiir jedes Re(s) > 0

1 s 1 s/w s
8% 1)} = —L{cos(t (—) — - - .
{eos(wt)} = —Z{cos(t)}( ) = ~ Gloftl ot
Es ist sinh(wt) = $(e*! —e~!). Da die Laplacetransformation linear ist, bekommen wir nach
der Dampfungsregel fiir jedes s € C mit Re(s) > |w]

1 y . 1

LLYs) = 5 (L Ms) = L{e M} 9)) = 5 (LAohs —w) = L{o}s +w))
1/ 1 1 1(s+w)—(s—w) w

N -5

Wir mussten hier Re(s) > |w| fordern, damit sowohl Z{e**}(s) als auch Z{e"“*}(s) exis-

tieren. Bekanntlich liegt Konvergenz von .Z{e“!}(s) nur fiir Re(s) > w vor, entsprechend

konvergiert .Z{e “'}(s) nur fiir Re(s) > —w. Beide Bedingungen an s sind fiir s € C mit
Re(s) > |w] erfiillt.

S —w S+w

2 §2 —w? §2 —w?’

Wir driicken die Funktion f zunichst mit Hilfe der Exponentialfunktion aus: Es ist

wt —wt\ 2 2wt —2wt
- —2
f(t) = sinh?(wt) = <e 26 > =€ e .

4
Damit folgt fiir alle s € C mit Re(s) > 2|w| (analoge Begriindung wie zuvor im c)-Teil)
1

2(£)5) = 1 (L(E)6) ~ 2{2)() + 2L 1)) = 5 ( PR zw>

S 1 202

T2 —4w?) 25 s(s2—4w?)

Fiir Re(s) > Re(a) gilt nach der Ddmpfungsregel und der Bemerkung a) im b)-Teil

b
LUY) = Lm0 Hs = 0) = a5
Fiir jedes t > 0 gilt nach dem Additionstheorem des Sinus
f(t) = sin(wt) cos ¢ + cos(wt) sin ¢ .
Hieraus folgt mit Hilfe des b)- und e)-Teils fiir alle s € C mit Re(s) > 0

ZL{f}(s) = cosp L{sin(wt)}(s) + sin p L{cos(wt)}(s) = cos ﬁ + sin g ﬁ )



g) Fiir Re(s) > 0 gilt Z{sin(t)}(s) = ﬁ Mit g(t) := elsin(t) liefert die Démpfungsregel
t—1 3 _ >
Wegen f(t) = (m19)(t) = { € Smo(t 1) i 2[10 1) haben wir nach der Verschiebungsregel
—1-s e’ .
ZL{f}Hs) = ZL{g}(s) = [CESIEES] fiir Re(s) > 1
h) Nach Definition ist
o) 1 2
LU = / e~ F(1) dit = / et dt +/ (2 — 1) di.
0 0 1
Diese Integrale sind fiir alle s € C (absolut) konvergent. Wir unterscheiden zwei Félle:
Fiir s = 0 ist Z{f}(s) fo tdt+f1 (2—t)dt = 3+ =1.Im Fall s € C\ {0} liefert partielle
Integration
1 2
LLfY(s) = / e St dt +/ et 2 —t)dt
0 1
e~ st 1 1 e—st e—st 2 2 e~ st
- ()| - dt 2-1)|_ - dt
(—s )‘t:O /0 —$ +<—5( )>t:1 /1 s
_ 1—8 1—st ! 1—8 1—st 2
-5 <326 >‘t:0+86 +<32€ )‘1
_ 1 —s i —2s —s\ _ i —2s —s _ i —s 2
_82(_6 +1>—|—52<e - >—52<e 2e +1>_52<e 1) '
1 te]0,1]
Alternativ: Wie in der Ubung am 29.06. nachgerechnet, ist f = g*g mit g(t) :== 0 t>1
1 =0
Fiir jedes s € C gilt nach Beispiel 8.2 (c¢) der Vorlesung Z{g}(s) = { l—e—s i e so dass
= s
1 =0
man mit der Faltungsregel Z{f}(s) = ZL{g*xg}(s) = ZL{g}(s) ZL{g}(s) = { (1—e—9)2 § 40
52 §
erhélt.
Aufgabe 64
a) Ist f(t) :=e™, t > 0, gesetzt, so ergibt sich nach Beispiel 8.2 (b): £{e"}(s) = = fiir alle
s € C mit Re(s) > Re(a).
b) Wir definieren g(t) := e~ ¢ > 0. Dann gilt .Z{g}(s) = ;12 fiir alle s € C mit Re(s) > —2.
—2(t—3)
Ist f(t):= (139)(t) = { ¢ 0 i i [?(’) 3) gesetzt, dann gilt nach der Verschiebungsregel
=) (s) = £
s+2 g '
c) Aufgrund von .Z{cos(2t)}(s) = 5 und L{sin(2t)}(s) = 2+22 (fiir Res > 0) bekommen

wir mit Hilfe der Linearitit von .Z und der Dampfungsregel fiir jedes s € C mit Res > —1
s+ 3 s+1

Gr1P+d (s+1Z44d (5+1)2—|—4

= Z{cos(2t) +sin(2t)}(s + 1) = L{e " (cos(2t) + sin(2t))}(s) .

Demnach gilt Z{f}(s) = (+‘°’1+73 fir f(t) := e '(cos(2t) +sin(2t)), t > 0.

= Z{cos(2t)}(s + 1) + L{sin(2t)}(s + 1)




Aufgabe 65

Dem Schaubild kann man sofort

2 firtel,2),
1 firte]2,3),

f(t) = 3 fiirt e [3,4),
—1 firte [4,6),
0 sonst

fiir jedes t € R ablesen. Diese Fallunterscheidung wollen wir mit Hilfe des Einheitssprungs o aus-
driicken. Wie man sich beispielsweise anhand der Graphen

A ot —1) A o(t —2) A o(t—1) — ot —2)
1+ 14 —_— 1
o —_—t ———
1 2 3 4 t 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1

iiberlegt, gilt
o(t—1) —o(t—2) = { 1 furtelL,2),

Entsprechendes erhélt man fiir die anderen Félle. Damit kann man die Funktion f mit Hilfe des
Einheitssprungs ¢ in einem geschlossenen Ausdruck angeben

f)y=2(c(t—1)—o(t—2)) +1(c(t —2) — ot —3)) +3(c(t —3) —o(t — 4))
— (o(t—4) —o(t —6))
=20(t—1)—0o(t—2)+20(t—3)—4o(t—4)+o(t—6), teR.

sonst.

Nach der Verschiebungsregel gilt fiir jedes a > 0 und s € C mit Re(s) > 0

efas

L{o(t —a)}(s) = L{1a0}(s) = e L{o}(s) =

Hiermit ergibt sich aufgrund der Linearitét von & fiir jedes s € C mit Re(s) > 0
1
L{fHs)=—(2¢7° — e 4 2e738 g™ 4 6768) .
s

Aufgabe 66

a) Erinnerung an die geometrische Reihe: Sei w € C mit |w| < 1. Dann ist Y o w® absolut

konvergent, und es gilt 70 jw* = 1.

1-w

Es seien T' > 0 und s € C mit Re(s) > 0. Setze A := fo e St f(t) dt sowie w = e~*T.
Zu zeigen ist also Z{f}(s) = 2 A.

w

Fiir jedes N € N gilt aufgrund der T-Periodizitét von f

(N+1)T (k+1)T kT
[ e Z / et dt " Z / e KD {4 KT) dr
0

( )
N N

N
= ZeSkT/Tesrf(r)dr = Zka =A Zwk.
k=0 0 = =

Fiir N — oo ergibt sich wegen |w| = e~ Re()T < 1

o) S T
.,Sf{f}(s):/o () dt =AY Wk = 1’_4 _ 1_1_5T/0 e~ F(1) dt
k=0

w




b)

Sei a > 0. Da die Funktion f (stiickweise) stetig und periodisch mit der Periode T' = 2a ist,

lasst sich Z{f} nach Teil a) durch

2a
LU) = s /0 e f(t)dt,  Re(s) >0,

berechnen. Um das Integral f02a e 5t f(t) dt zu bestimmen, definieren wir

t firog<t<1
gt):==¢ 2—t firl<t<2 (t € R).
0 sonst

Dann gilt geméf Aufgabe 63 h): Z{g}(s) = (e~ —1)? fiir Re(s) > 0. Ist

t/a fir0<t<a
9ga(t) :=g(t/a) =< 2—t/a fira<t<2a (t e R)
0 sonst

gesetzt, so folgt mit dem Skalierungsresultat aus Aufgabe 62

2a}s) = 17, 210

S

1/a s?

) = a2{g}as) = 5™ 1% Re(s) > 0.

(1)

Nun gilt aber f(t) = go(t) fiir alle ¢ € [0,2a); da ferner g,(t) = 0 fur alle ¢t > 2a ist, ergibt

sich fiir s € C mit Re(s) >0

2a
| e d = 2o = e - 12,

[Natiirlich kénnte man f02a e Stf(t) dt auch direkt mittels partieller Integration berechnen.]

Mit (1) folgt hieraus fiir jedes s € C mit Re(s) > 0

1 1

LU = T g (6 1) = g _ L

as?

Aufgabe 67

Um eine Funktion y: [0,00) — C mit

t
y(t) = 3+ / y(7)sin(t — 7)dr fiir allet > 0
0

anzugeben, schreiben wir die rechte Seite mit Hilfe der Faltung

y(t) =t + (y *sin)(t)

und wenden die Faltungsregel an. Fiir s € C mit hinreichend groiem Re(s) gilt

L{y}(s) = L{t}(s) + L{y xsin}(s) = L{t°}(s) + L{y}(s) L{sin}(s).

Hieraus folgt wegen Z{t3}(s) = 85’% = S% und Z{sin}(s) = ﬁ

bzw.

= 2e(1-o) =

L{)e) = 51 + L)) P

s2+1

$2+1 6 6 6
LyHs)=—F5—5=3+3%

52 s S 56"

SchlieBlich erhalten wir mit Z{t*}(s) = 2_('3

LUYs) = L)) + 5 L10) ) = L +1/20)(6),

d.h. y(t) =3 + 2%255, t > 0, lost die gegebene Gleichung von (x).

1 (1 —e )2 11—
as? (1—e ) (1+e ) as? 14e o’
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Aufgabe 68

a)

i) Der Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung richtet sich nach den Nullstellen des Nenner-

polynoms 22 — 2% — 2z = (22 —x — 2) = x(x + 1)(x — 2). Diese sind —1,0,2. Jede dieser
Nullstellen ist einfach. Demzufolge lautet der Ansatz der Partialbruchzerlegung

24ar—1 24ar—1 A B C

w3 —22 -2 z(x+1)(z—2) ;+x+1+x—2'

Um die Koeflizienten A, B,C € R zu ermitteln, haben wir verschiedene Moglichkeiten.
1. Méglichkeit: Wir multiplizieren obige Gleichung mit dem Hauptnenner z(z+1)(z —2)

2?4z —1=A(x+1)(z—2)+ Br(x —2) + Cx(x + 1) (1)

und setzen die Nullstellen des Nennerpolynoms ein

r=0: —-1=-24 — A=1/2
x=—1: —-1= 3B <~ B=-1/3
r=2: 5= 6C < (C=5/6

Alternativ kénnte man in (1) auch einen Koeffizientenvergleich durchfiihren:

x? 1= A+ B+C
T 1= —-A-2B+C
1: —1=-2A4

Aus diesem linearen Gleichungssystem lassen sich dann die Werte von A, B, C berechnen.

2. Méglichkeit: Um A, den Koeffizienten des zur Nullstelle A = 0 gehérenden Terms +

x’

zu ermitteln, multipliziert man % mit z — A = z und bildet dann den Grenzwert
x — A, also ¢ — 0. Formal ausgedriickt bedeutet dies
, P+ —1 . rP+r-—1 -1 1
A = lim crl=lim —m— = — = —.
a—0\ z(z + 1)(x — 2) =0 (r+1)(z—-2) -2 2

Entsprechend kann man fiir B und C verfahren

a1 24rx-1 1
B = lim Ttz Sz +1) :hm¢:_7
a——1\z(z+1)(x —2) a——1 x(z —2) 3

. 24ar—1 . 5
C_;l«lglz<x(x—|—1)(x—2) -(m—2)> _;yg% z(x+1) 6

Mit den Koeffizienten A =1/2, B = —1/3 sowie C' = 5/6 ergibt sich

24r—1 24+r—1 1 1 5

a3 —22-2r a(z+1)(r-2) 2z 3(x+1)+6(x—2)'
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ii) Wiederum miissen zunéchst die Nullstellen des Nennerpolynoms bestimmt werden. Durch
“scharfes Hinsehen” erkennen wir, dass —1 eine solche ist. Polynomdivision liefert
23 +22 -1 —1= (22 -1)(z +1), und wegen (22 — 1) = (x — 1)(z + 1) ergibt sich

B —zr—1=(x—-1)(z+1)>%.

Damit ist 1 eine einfache Nullstelle und —1 eine doppelte Nullstelle des Nennerpolynoms.
Der Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung ist daher

x B x A . B . C
Br2—-r—1 (z—-1)@+1)2 z-1 (z+1) (z+1)2°

1. Mdglichkeit: Nach Multiplikation mit (z — 1)(x + 1)? ist
r=Alz+1)*+Ba+1)(z-1)+Clx—-1)=A@*+2c+1)+B@*>-1) +C(z - 1).
Setzen wir die Nullstellen —1 und 1 hierin ein, erhalten wir

r=—1: -1=-2C <<= (C=1)2
r=1: 1= 44 — A=1/4

Um B zu bestimmen, kénnen wir einen beliebigen anderen Wert fiir x einsetzen. Wir
withlen z = 0, weil dann die linke Seite der Gleichung verschwindet:

1 1 1
—A-B-C=--B—- <= B=--.
0 ¢=3 2 4

Alternativ kénnen wir zur Bestimmung von B auch die Gleichung z = A(2? + 2z +1) +
B(x? — 1) + C(x — 1) auf beiden Seiten nach z ableiten

1=A02x+2)+2zB+C
und dann einen speziellen Wert fiir « einsetzen, z.B. x = —1
1=0-2B+C=-2B+1/2 «<— B=-1/4.

2. Méglichkeit: Zur Bestimmung von A, B, C' kénnten wir auch einen Koeffizientenver-
gleich durchfiihren, der auf ein lineares Gleichungssystem fiihrt

P 0= A+ B
T 1=2A4+ C
1: 0= A-B-C

beziehungsweise geschrieben als

1 1 0 0 1 00 1/4
2 0 1 1 |~...~[010| —-1/4
1 -1 =110 0 01 1/2

Jedenfalls liefern beide Moglichkeiten A =1/4, B = —1/4, C = 1/2. Folglich ist

T ! 1 1
<x_n@+1y—4@_1y‘qx+n+2@+1y'




iii) Offenbar ist 2 eine Nullstelle des Nennerpolynoms 8 — 2. Mit Hilfe der Polynomdivision
(=23 +8) : (x — 2) sehen wir

§—ad=—(x—2)(x® + 2z +4).

Das Polynom 22+ 22 +4 hat die beiden nichtreellen Nullstellen —1 + v/3i und —1 — v/3i.
Damit lautet der Ansatz fiir die komplexe Partialbruchzerlegung

r —x A i B i C

5-2  @-2)(— (1 + V3@ — (—1—-v3i)) -2 z—(—1+3i) z—(-1-3))
(In der Notation aus Abschnitt 8.11 der Vorlesung ausgedriickt, liegt die folgende Si-

tuation vor: P(z) = —z, Q(z) = 2% —8, A\; = 2, Ay = —1 4+ V/3i und \3 = —1 — /34,

k1 = ko = k3 = 1 sowie agl) =A, 0452) = B und 0453) =C.)

Nun miissen wir die Koeffizienten A, B, C' bestimmen. Hierzu multiplizieren wir obige
Gleichung mit dem Hauptnenner (z — 2)(z — (=1 +v/3i))(x — (=1 — v/3i)) durch

—1 = Alz—(=14+V30)) (2—(—1—V/3i))+B(z—2) (x— (—1—V3i))+C (2 —2) (z— (—1+V/3i)) .
Einsetzen der Nullstellen des Nennerpolynoms ergibt

r=2: —2= A(3—/3i)(3 4+ 3i) = 124,
r=—-1+3i: 1-+3i=B(-3+3i)(2V3i) = —6B(1 +/3i),
r=—1-+3i: 1+3i=C(-3—3i)(-2V3i) = —6C(1 — /3i).

Hieraus folgt

A=-1/6,
1 1-+3i 1 (1—+/3)? 1+\/§,
= - = —— ——— = — —1
6 1++3i 6 143 12 127
oo 1 1+ V/3i 1 14+V3)2 1 V3
= —— = - = — — —1
6 1—+/3i 6 1+3 12 12

Als Endergebnis fiir die komplexe Partialbruchzerlegung erhalten wir

1 1 V3 1 NEY
T _ 6§ ,_mtm' . BTt
8 — a3 =2 g—(=14+3i)) z—(-1-+30)

Reelle Partialbruchzerlegung: Wie oben gesehen, besitzt das Polynom x? + 2z + 4 keine
reelle Nullstelle. Der Ansatz fiir die reelle Partialbruchzerlegung ist daher

x —x A Ex—i—é

8—a3  (r—2)(22+ 2z +4) x—2+x2+2x+4'

Beispielsweise nach Multiplikation mit (z — 2)(z% 4 2z +4) durch Koeffizientenvergleich
oder durch Einsetzen beliebiger Werte fiir o ergibt sich

A=-1/6, B=1/6, C=-1/3.

Insgesamt haben wir

r —r 5 6 " 3
§—a3  (z—2)(x2 + 2z +4) T —



b) i) Wegen (z+ 12(2% +1) = (2 + 132 — 2+ 1) = (z + 1)3(x — 139 (2 — 1203%) sind
—1 eine dreifache Nullstelle und HT\/& bzw. I*T‘/gz jeweils eine einfache Nullstelle des
Nennerpolynoms. Deshalb lautet der Ansatz fiir die komplexe Partialbruchzerlegung

1 A n B n C n D n E

(z+1)2(2*+1) z4+1 (z+1)?2 (z+1)3 PR EaVET R BT
(In der Notation von Abschnitt 8.11 geschrieben: P(z) = 1, Q(x) = (x + 1)?(23 + 1),
AL =1, A = —H‘%/gi und A3 = —1_E/§i, k1 = 3, ko = k3 = 1 sowie agl) =A, agl) =B
o) =0, =Dund o’ = E.) Ergebnis: A= 2, B=1,c=1, D=-1 p=_1
Der Ansatz fiir die reelle Partialbruchzerlegung ist

1 B 1 _A B . C Dz +E

(z+12(z3+1) (z+1)3022—-2+1) 2+1 (z+1)2 (z+1)3 22—2+1°

‘e A2 p_1 _ 1 _ =_ 1
Ergebnis: A =5, B=3,C = . D= —§,E—§.

i) Esgilt: 26 —22 = 22(2* - 1) = 562(562 —1)(z?+1) = 2?(z—1)(z+1)(x—1i)(x+1i). Also ist
0 eine doppelte Nullstelle, wihrend die Nullstellen 1, —1,4, —i jeweils einfach sind. Der
Ansatz fiir die komplexe Partialbruchzerlegung ist

1 A B C D E a
-3 — + — + + + -+ -
b —2x T z—1 zx4+1 z—i xz+41
Ergebnis: A=0,B=-1,C=% D=-1 F=-4i F=1i
Fiir die reelle Partialbruchzerlegung erhalten wir
1 A B _C D Ex+ F
2 —22 1z 22 z—1 z+1 @ 22+l
Ergebnis:A:(),B:—l,C:%,D:—%,E:%,ﬁzo.
Aufgabe 69
a) Partialbruchzerlegung liefert

1 1 1 1
s2—1 25(8—1 _s+1)'
Wegen -1 = Z{1}(s — 1) = Z{el'}(s) fiir Re(s) > 1 und ﬁ = Z{1}(s+ 1) =
L{e(=D1}(s) fiir Re(s) > —1 erhalten wir fiir Re(s) > 1

1
s2—1

- % (Z1e" () — L1 (s) = z{%(et — e }s) = 2{sin(n) }(5).

Alternativ: Nach der Faltungsregel gilt fiir Re(s) > 1

11 1

2—1 s—1s+1 L{e'}(s) L{e™}(s) = L{q1}(5) L{g2}(s) = L{g1 * g2} (s),

wobei g () := e! und go(t) := e~ gesetzt seien. Also fanden wir mit der Faltung g1 * go eine
Funktion mit Z{g1 * g2}(s) = . Nun miissen wir noch g; * g2 berechnen. Fiir ¢ > 0 ist

t t t
(g1 % g2)(t) = / g1(t —u)ge(u) du = / elleT du = et/ e 2 du
0 0 0

t
_ et<_1e_zu>
2




b)

d)

Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

11 12 12
2425  s(s+2) s s+2

erkennen wir fiir Re(s) > 0

1 1 1

1 —2t —2t
a5 = 32 ) — 529 = 2 {50 - e }s).

Alternativ: Wir kénnen den b)-Teil auch 16sen, indem wir die Ddmpfungsregel auf das Resultat

des a)-Teils anwenden. Es gilt némlich fiir alle Re(s) > 0

$2 j—QS = (S n 11)2 1 a:) X{Sinh(t)}(s + 1) = X{B_Mt Sinh(t)}(s)

= X{e_t%(et - e_t)}(s) = 3{%(1 - e_Qt)}(s) .

Der Ansatz
s+3  s5+3 _A+B+ C
83 +4s2  s2(s+4) s s2 s+4
fiihrt auf ) 5 1
A:_ B:— = ——
16’ 4’ ¢ 16

Damit gilt fiir Re(s) >0

s+3 11 .31 1 1 1 3 R
F1a? 165 45 1654 167 WO A0 - e

- z{% + %t— %66*‘“}(5).

Es sei a > 0 fest gewéhlt. Hier hilft uns reelle Partialbruchzerlegung weiter:

s+a A Bs+C
s(s2+a2) s s2+a?

fiir gewisse Konstanten A, B, C € R. Wir schlieflen

1 1
A==, B=-2, C=1
a a
und damit
s+a 1 1+—s/a—|—1
s(s24+a?) a s s2+a?
1 1 1 s 1 a

a s a $2+a? a s24a?’
Nun erinnern wir uns an

S

Z{cos(at)}(s) P a2 (Re(s) > 0),
Z{sin(at)}(s) :ﬁ (Re(s) > 0)

und erhalten schlielich fiir Re(s) > 0

s+ a

S+ a) %f{l}(s) - %.,Sf{cos(at)}(s) + %X{sin(at)}(s)

= 3{2(1 — cos(at) + sin(at))}(s) .



Komplexe Partialbruchzerlegung fiithrt natiirlich auch zum Ziel. Hier lautet der Ansatz

bzw.

s+a s+a A B C

s(s24+a?)  s(s—ia)(s+ia) s s—ia s-+ia

s+a = A(s —ia)(s +ia) + Bs(s + ia) + Cs(s — ia) .

Einsetzen der Nullstellen des Nennerpolynoms liefert

Demzufolge ist fiir Re(s) > 0

Aufgabe 70

s=0: a = Aa? = A=-,
a
_ _ 144
s =1ia: ia+a = —2Ba? «— B=_ +Z7
12a
s = —ia: —ia+a= —2Ca? — (=_>""
2a
s+a  l/a 1+4+i 1 1—4i 1
s(s2+a?) s 2a s—ia  2a s—i—ia
1 1 .
= L2()(s) - S 2 (s) - e (s)
a

:g{l _ 1+Zeia _ 1_Z’efzat}(s)
a 2a 2a

{1
a
1
a

27
{ (1 — cos(at) + sin(at)) }

R4 (1 _ %(eiat +e—zat) 4+ — 1 ( iat e—iat))}(s)
Z

Wir wollen eine Losung von

mu”(t) + ku(t) =0 fiir alle t >0
u(0) =0, 4'(0) =

bestimmen. Hierbei sind m, x,vg > 0 fest vorgegebene Zahlen. Wendet man die Laplacetransfor-
mation .Z auf obige Gleichung an, so ergibt sich fiir s € C mit hinreichend grofiem Re(s)

mZ{u"}(s) + kL {u}(s) =

bzw. mit .Z{u"}(s) = s>.Z{u}(s) — su(0) — v/(0) und den Anfangswerten u(0) = 0,/(0) = vg

m(s2Z{u}(s) — vo) + L {u}(s) =

Auflosen nach Z{u}(s) liefert

Ist w:= /;- gesetzt, so erhalten wir

muvg Vo
L{u}(s) = ms2+r s+ E°
m
Vo Vo w

L{u}(s) = =

52 + w? w s2 4 w?

und wegen Z{sin(wt)}(s) = %~

Damit ist die durch

2+w2
L{ul(s) = = = T L{sin(wt)}(s).

w 82 4+ w?

u(t) = Zsin(wt) = /T sin(y /1), >0,
w K m

gegebene Funktion u Kandidat fiir die Losung des obigen Anfangswertproblems und -wie man leicht
verifiziert- tatséchlich die Losung.
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a) Aus der Vorlesung kennen wir die Identitét

LY () = s"L{f}s) = " (0) = " 2(0) — .. = FU(0)

fiir eine exponentiell beschrinkte, n-mal stetig differenzierbare Funktion f und s € C mit
hinreichend grofiem Re(s). Speziell fiir n = 1,2 haben wir

L{fY(s) = s L{fHs) = £(0)  und  L{f"}(s) = 2L{f}(s) = sf(0) = f'(0). (%)

Da die Anfangswerte y(3) und y/(3) vorgegeben sind, kénnen wir obiges Resultat nicht direkt
anwenden. Deshalb bestimmen wir zunéichst eine Funktion u mit u”(t) + 4u/(t) 4+ 3u(t) = 12,
u(0) = 7,4/(0) = 1. Dann gewinnen wir eine Losung y des urspriinglichen Anfangswertpro-
blems durch Verschieben von u, indem wir y(t) := u(t — 3) setzen.

Fiir eine Losung u des Problems " (t) 4+ 4u/(t) 4+ 3u(t) = 12 mit den Anfangswerten u(0) =7
und «/(0) = 1 bedeutet (x)

L{d}(s) = s L{u}(s) = 7 und L{u"}(s) = 2 L{u}(s) —Ts — 1.

Somit ergibt sich

% = 2{12}(s) = L{u" + 4’ + 3u}(s) = (2L {u}(s) — Ts — 1) + 4(s L{u}(s) — 7) + 3.L{u}(s)

= (5% + 4s + 3).L{u}(s) — 7s — 29,

also )
1 12 75* 4+ 29s + 12
8% = (754204 =) =TT 2
{ui(s) 82+4s+3< s s> s(s+1)(s+3)
7524295412

Um eine Funktion anzugeben, deren Laplacetransformierte gleich ist, fithren wir

s(s+1)(s+3)
eine Partialbruchzerlegung durch. Hierzu machen wir den Ansatz

75 +29s+12 A B C

s(s+1)(s+3) g+s—|—1+s—|—3'

Multiplizieren wir diese Gleichung mit s und setzen s = 0 ein, so folgt A = 1—32 = 4. Multipli-

kation mit s + 1 und Einsetzen von s = —1 liefert B = %12() = 5, und ganz analog erhélt man
schlielich noch C' = _Tm = —2. Damit gilt
L)) = T+ = L{4)(s) + L5} (s) — L2077} (5)
u(s) = - — = S e s) — e s
s s+1 s+3

= L{4+5e7" —2e7}(s),
und wir haben eine Losung u gefunden:
u(t) =44 5e7t — 273t t>0.
Somit 16st y(t) := u(t — 3) = 4 + 5e~ 3 — 2739 '+ > 3 das urspriingliche Problem.

b) Wegen y(0) = ¢/(0) = 0 erhiilt man hier Z{y'}(s) = s Z{y}(s) und L{y"}(s) = s>.Z{y}(s)
fiir hinreichend groie Re(s), und mit y”(0) = 1 ergibt sich

L{y"}(s) = S ZL{y}(s) — s7y(0) — s/(0) — y"(0) = s> ZL{y}(s) — 1.
Insgesamt hat man also
= 2{H ) = LA 3+ 3 0} o)
= (s> Z{y}(s) = 1) = 35 L{y}(s) + 35 L{y}(s) — L{y}(s)
= (5" = 35" +3s = 1).Z{y}(s) — 1= (s = 1)°L{y}(s) - 1,




und dies fithrt auf

1 1 1
g = 1 = .
) (5—1)3( +579) G_1p  (s=1°
Fiir jedes n € Ny gilt bekanntlich

L") (s) = oy (Re(s) > 0),

und mit der Dampfungsregel folgt

1

e A=) = L) (Re(s) > 1)

Hiermit bekommen wir
L)) = 5 LAPYs) + ¢ LIPYs) = L{ (/248 [6))(5),
d.h. die Losung des Anfangswertproblems ist
y() = 22+ £5/6), 30,
Man erhélt mit ¢ := ¢/(0) fiir hinreichend grofie Re(s)
L) =sL{yHs) =6 und  L{y"}s) = s2L{y}(s) — 6s —c.

Damit ergibt sich

@fwzg%wﬂ@ZXW#%ww@

= (s>2{y}(s) — 65 — ) +2(s L{y}(s) — 6) + L{y}(s)
= (s> + 25 +1).2{y}(s) — 65 —c — 12.
Fiir die Losung y der Differentialgleichung mit y(0) = 6 und y’(0) = ¢ hat man also

>_6(s+1)—|—c+6 6
(s+1)2 (s+1)2 (s +1)2

Z{y}(s)

R 12
Frma(Se e

6 n c+6 n 6
s+l (s+12 0 (s+ 1A

Unter Verwendung von

1

W = %f{tn}(s +1)= %.,Sf{e_tt"}(s) (Re(s) > —1,n € Ny)

schliefit man

Lyh(s) = 6 c+6 6

s+1+(s+1)2+(s+1)4

=2{6e"+ (c+06)te " + t?’e_t}(s) ,

d.h. esist y(t) = (6+ (c+6)t+t3)e"t, ¢t > 0. Bei dieser Funktion gilt y(1) = (13+¢c)e~!, und
fiir ¢ = 0 wird die Bedingung y(1) = 13/e erfiillt. Die Losung des Problems ist demzufolge

y(t) = (6 + 6t +t3)e ", t>0.
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1 Im{s} IF 6 § Imis} G|

~
~ )

Re{s} Rer{S ¥

2 Tm{s} A 7 A Imis} c ' }

Re{s} t * Re{s} \j !
3 Im{s} J J 8 4 mis) D,

Re;{hs}

-~y

Re{s}
4 Im{s} H I/\/ 9 Amis B MNWWWV\
Rels) ' g Rels) ) g
5 Tm{s} Emnmmwmm 10 o IS | y
Re{s) t Re{s} i t

Folie aus der Ubung zur Sprungantwort

Das Verhalten eines Systems sei beschrieben durch eine lineare Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten

any(n) + anfly(n_l) +...+ aly/ +ay = f(t)> t >0, (S)
Y 0) = yu1, y"D0) = yna, oo ¥ (0) =y, y(0) =yo
wobei ay,, ap—1,...,a0 € R und a, # 0. Die Sprungantwort h des Systems ist die Losung y von (S)
mit f(t) = o(t) (Einheitssprung) sowie den Anfangswerten y,—1 = yp—2=... =y1 = yo = 0.

Wende .Z auf (S) an [mit f = ¢]. Dann gilt fiir hinreichend grofie Re(s)

anZ{y "W} (s) + a1 Ly VNs) o e LY} () + aoL{yd(s) = L{o}(s).  (2)
Benutze fir k=1,...,n

L{yM}(s) = " L{y}(s) = 81y (0) = 2y (0) — .. =y TV (0) = F Ly} (s),
weil Yp—1 = yYn—2 = ... = y1 = yo = 0 sind. Hiermit folgt aus (2)

1
(ans” +an_18" N+ ars+ ao).i”{y}(s) =3

bzw. dquivalent dazu

1 1
Kz _ =
{y}(s) apS" + Gp_18" L+ ... Fa;s+ag S
—.C(s)

Die Polstellen von G (also die Nullstellen von a,s" + Ap_18" 1+ ...+ a1s + ap) sind im sog.
Poldiagramm dargestellt.



Welche Aussage lasst sich bei Kenntnis der Polstellen von G iiber die Sprungantwort treffen?

Vereinfachende Annahmen: n = 2 und die beiden Polstellen von G seien verschieden.

Bezeichne die Polstellen von G durch A1, Ay und fiihre eine komplexe Partialbruchzerlegung durch.

1. Fall: G hat nur reelle Polstellen, die beide von Null verschieden sind.

A B C
Liyis) = — wtie T L{AM + BeMt 1+ C)(s).

2. Fall: G hat nur reelle Polstellen, eine davon ist Null, etwa Ao = 0.

LMo = D+

W = 2 B O,
1

3. Fall: G hat eine nicht-reelle Polstelle, etwa A\; € C\ R.
Wegen as,a1,ag € R ist dann auch A; eine Polstelle von G, und es gilt
A A C —
L{y}(s) = +——+ — = L{AM + AN 4 O} (s).
S—A s—)\ s

In diesem Fall ergibt sich eine Schwingung, denn
AeMt 1 At — ‘A’eRe(Al)t [ez‘(arg(A)Hm(Al)t) i e—i(arg(A)-i—Im()\l)t)]

= 2| A|eRe)t cos(arg(A) + Im(\;) ).
—_——

——
Amplitute Frequenz
Aufgabe 73
a) Da die gebrochenrationale Funktion (S_éj(itil)s e——o f(t) die einfachen Polstellen —2,—1,0
besitzt, ist f(t) eine Linearkombination von e, et €% = 1. Hieraus folgt, dass f stiickweise

stetig ist und dass tlim f(t) existiert. Der Endwertsatz liefert
— 00

lim £() = lim s2{f}(s) = lim —>+L 1
o P %= oy (s+2)(s+1) 2°

' ‘ % e—o f(t) sehen wir, dass f(t) eine Linear-
kombination von €%, e~ 1 (komplexe PBZ) bzw. von sint, cost, 1 (reelle PBZ) ist. Deshalb
existiert tlim f(t) nicht.

—00

b) Nach einer Partialbruchzerlegung von

c) Mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung von und der inversen Laplacetransformation

_ 24l
(s+2)(s+1)s2
erkennen Wi}f, dass. die Funktion f mit f(¢) O—O %
beschrénkt ist. Mit dem Anfangswertsatz schliefen wir

stiickweise stetig und exponentiell

241 1+1/s2
lim f(¢t) = lim sZ{f}(s) = lim _ s+l _ lim +—/S —1
t—0+ 5—00 s—o0 (8 +2)(s+1)  s—ool+3/s+2/s2

d) Wir zeigen, dass der Grenzwert tlilglJr f(t) nicht existiert. Wiirde ndmlich tli%l+ f(t) existieren,
— —

dann miisste nach dem Anfangswertsatz

Jim f(8) = Jim s Z{f}(s) = lim 2V/s < o0

gelten. Dies ist ein Widerspruch! Demzufolge existiert tlir& f(t) nicht.
—

10



Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) Sommersemester 2012
Institut fiir Analysis

Prof. Dr. Dirk Hundertmark

Dr. Matthias Uhl

Hohere Mathematik II fiir die Fachrichtung
Elektrotechnik und Informationstechnik inkl.
Komplexe Analysis und Integraltransformationen

Losungsvorschlige zum 13. Ubungsblatt

Aufgabe 74

a)

b)

Da die Exponentialfunktion exp und z + —z~% auf C \ {0} holomorph sind, ist F als Ver-
kettung holomorpher Funktionen auf C\ {0} holomorph, also auch komplex differenzierbar.
(Dort sind insbesondere die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (CRD) erfiillt.)
Nach der Kettenregel gilt fiir jedes z € C\ {0}

—1/z%
/ o 71/ 4 -5 o 46
F'(z)=e "% (4277) = .
Nun zum Punkt zg = 0: Die Funktion F' ist in 0 nicht einmal stetig, denn reim/4 I20 0, aber

Fre™*y = ¢ /M = ot 120 o
Folglich ist F' in zy = 0 nicht komplex differenzierbar und damit erst recht nicht holomorph.

Die Funktionen u(x,y) := sinx siny und v(z,y) := —cosx cosy sind offensichtlich auf R?
stetig differenzierbar. Es gilt

Uy (x,y) = cosx siny, uy(z,y) =sinx cosy,
vg(x,y) =sinx cosy, vy(x,y) = cosx siny.
Wir priifen die CRD nach: u, = v, ist immer erfiillt. v, = —v, gilt genau dann, wenn

sinx cosy = 0 ist, also wenn x = km mit einem k € Z oder y = (m + %)77 mit einem m € Z.
Genau in diesen Punkten ist F' komplex differenzierbar. Da die Menge

M :={z€C: Rez=kr fiirein k € Z oder Imz = (m + $) fiir ein m € Z}
nicht offen ist, liegt nirgends Holomorphie vor. Fiir z = x 4+ iy € M mit z,y € R ergibt sich

F'(2) = ug(z,y) + ivg(x,y) = cosa siny + isinx cosy = cosx siny .
———

=0,dazeM

Fiir z,y € R gilt F(z +iy) = (x +iy)z = 2 + izy =: u(x,y) + iv(z,y). Die Funktionen
u,v: R? — R sind stetig differenzierbar mit

um(x,y) :2$, uy(xay) :0’ vm(az,y) :y’ Uy(x,y) =Z.
Wegen

uz(z,y) = vy(z,y) = 2= <+ 2=0,
uy(r,y) = —vz(2,y) = 0=-y <<= y=0

sind die CRD nur fiir (z,y) = (0,0) erfiillt. Deshalb liegt nur in z = 0 komplexe Differenzier-
barkeit von F' vor. Da {0} C C nicht offen ist, ist F' nirgendwo holomorph.
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Wir verwenden das folgende Resultat aus der Vorlesung: Sei f: [0,00) — C eine stiickweise stetige
Funktion, die von exponentieller Ordnung v ist. Gilt f(t) o—e F(s),soist F'in {s € C: Re(s) > 7}
holomorph mit F'(s) = [;° —te™*" f(t) dt, d.h.

—tf(t) o—e F'(s).

Deshalb ist f(t) = —1 £ Y{F'}(t) fiir t > 0. Der Funktionswert von f in 0 ist irrelevant und kann
beliebig definiert werden, etwa f(0) := 0.

a) Fiir s € R mit s > |a| sei F(s) :=In(22) =In(s + a) — In(s — a). Dann ist

F’(S) — i o 1 — O e—at _ eat .
S a sS—a

Damit erhalten wir fiir ¢ > 0

~& | =

2sinh(at)

at _ _—at
(e — ™) = =

£(#) = — 2N =

b) Ist F(s) := In(1 — ‘;—;) =In((1-2)(1+%) =In1-2%) +In(l+ ¢) fir s € R mit s > |a|
gesetzt, so erhilt man

, a a a a 1 1 1 1
Fi(s) = - = - =—=+ -+
s2—as s’4as s(s—a) s(s+a) s s—a s s+a
2 1 1
=4 + ——o — 24 ¢+ e = -2+ 2cosh(at).

S s—a s+a

2

Fiir f(t) := M ,t >0, und £(0) := 0 gilt somit f(t) o—e In(1 —%).
Aufgabe 76
a) Fiir jedes t € [0, 5] gilt
’)’/(t) _ _iei(ﬂft) und F(’)’(t)) _ W(e i(m— t))2 _ e*i(wft)e%(ﬂft) _ ei(ﬂft) )

Damit ergibt sich nach Definition des (komplexen) Kurvenintegrals

/2 )
/F )dz —/ F(vy "(t)dt = / Tt (—ie? (") (it
0

o w/2 —21t 6721'15 /2 B e*l’ﬂ' _ e0 B 1-1 -
= —ie dt = - = = =—1.
0 ~2i |,y 2 2

b) Die Kurve v durchlduft den positiv orientierten Rand des Quadrates mit den Eckpunkten 0,
1, 1 4+ ¢ und ¢, setzt sich also zusammen aus den vier Teilkurven

nt)=t, pt)=1+it, plt)=1-t+i, nul)=il-1),

wobei jeweils ¢ € [0,1] gilt. Somit erhélt man

[{F(z)dzzé[mF dZ—Z/FVk )7 (1) dt = /hk |
1 1 1
:/0 t2dt+/0(1+t2)z'dt+/0 (1 —t)?+1)(— )dt+/0(1—t)( i) dt
1 1
:/0 <t2—(1—t)2—1+z(1+t2—(1—t)2))dt:/0(2t—2+2zt)dt:—1+z.
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a)

b)

d)

Wir verwenden bei diesem Integranden die Partialbruchzerlegung

1 1 IR R
241 (z+i)(z—19) z4+i z—i

Da die Punkte —i und 7 im Inneren der Kreislinie |z| = 2 liegen und die Funktion z + iz3/2
im konvexen Gebiet G = C holomorph ist, ergibt sich mit der Cauchyschen Integralformel

3 -3 9 -3 9
/ 22 1dz:/ Z_Zi/_,dz—/ lz_/,dz
2j=2 2%+ zj=2 # — (—1%) 2j=2 2 — @

3 53
—omi 2| —omiZ| = —m(—i)® 4+ md = —2mi.
2 lz=—i 2 lz=i
Der Integrand ldsst sich hier wie folgt umschreiben
e e? 1 (ez e” )
2422 z2(z+2) 2\z  z+4+2/°

Der Punkt 0 liegt im Inneren des Integrationsweges, der Punkt —2 dagegen im AufBeren.
Folglich liefern die Cauchysche Integralformel und der Cauchysche Integralsatz

/ 26 dzz—(/ e—dz—/ ¢ dz>:—(2m'ez‘zo—0):m'.
|2]=1 Z + 2z 2 l2|l=1 # |2]=1 % +2 2 =

Alternativ: Die Funktion F(z) := % ist holomorph in einer Umgebung des Gebietes, das von

der Kreisline |z| = 1 umlaufen wird. Wir kénnen somit direkt die Cauchysche Integralformel
anwenden und erhalten

2 F
/ eidz:/ @dz:QmF(O):m.
zl=1 2(2 + 2) jzl=1 2 — 0

Fiir die durch F(z) := ze'® definierte, in C holomorphe Funktion gilt

F'(2) = €% + 2(ie?) = (1 + iz)e®, F"(2) =ie® + (1 4 iz)(ie”) = (2i — 2)e'?

und wegen |7r| < 4 erhalten wir mit der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen

ZeiZ ,F”(ﬂ-) . . . . . .
/Z:4 m dz = 2mi 51 = i (21 — Z)ezzL:ﬂ = i (21 _ 77)(_1) — o 4 in?.

Die Nullstelle zg = 7 des Nenners des Integranden liegt aufierhalb der Kreislinie |z — 2| = 3,
denn |7 — 2| = 5 > 3. Der Integrand ist also holomorph in dem konvexen und damit einfach
zusammenhéingenden Gebiet G := {z € C : |z — 2| < 4}, in welchem auch der einfach
geschlossene, positiv orientierte Integrationsweg verlduft. Aus dem Cauchyschen Integralsatz

folgt somit
1COS Z 3 4
1) —
/ e sin(z* + 1) 20
|z—2|=3

(z —T)42
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Voriiberlegung: Will man
1

zZ—a

um den Punkt zy # a in eine Laurentreihe entwickeln, so gibt es dafiir zwei Moglichkeiten. Fiir
|z — 20| < |a — zp| hat man die Potenzreihenentwicklung

1 1 1 11 1

z—a_(z—zo)—|—(zo—a)_zo—a'%—i—l_zo—a'l—ﬂ

a—zg
1 i Z— 20 k_ i (z — 20)*
Cz—a a—z)  “~(a—z)ktt’

k=0

Fiir |z — 29| > |a — 20| dagegen ergibt sich

1 1 1 11 1
z—a (z—z2)+(20—a) z— 2 1—1—2{;‘;_2'—20 1- =2
ok
_ 1 i(a—z())kzz (a — z)* ()
2= 20 =\ 2 — 20 = O(z—zo)kJrl
a) Firl < |z| < 3gilt
1 1 1 1 1 1 1 1
F = = — . —_ —_ — . —
(2) —2 T 3-." 2 21 2_3 22 1—272 2-3
I =, ok 1 =1 () 2, 2k
] (= )_2_3:_222k+2_z & Z k+1) ngﬂ'
k=0 k=0 k=0 k=0

b) Die Partialbruchzerlegung des ersten Summanden von F'(z) liefert die Darstellung

1 1 1 1
F(z)= - - — .
(2) 2<z+1 z—1> z—3

Die Funktion F' hat Polstellen in —1, in 1 und in 3. Da die beiden Punkte —1 und 3 von
zo = 1 den Abstand 2 haben, kommen als Gebiete fiir die Laurententwicklung um zy = 1 nur
die beiden Kreisringe

0<lz—1]<2 und 2<|z—-1] < o0

in Frage. Da der Punkt 1 4+ 3¢ im Konvergenzgebiet liegen soll und von zg den Abstand
|1 4+ 3¢ — 1| = 3 hat, ist der zweite Kreisring der richtige. Dort gilt gem&f (xx)

1 Az Za (o )R z_1k+l_ (z — DR+
k=0 k=0 0 k=0
Also ergibt sich fiir [z — 1| > 2
I (—2)F 11 > 2k 2 L(=2)k — 2k
Flz)==Y —2 . - - 2(=2)" =2
(2) 2kz_o(z—1)k+1 2 21 ;(2—1)“1 +kz_1 z—1k+1
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a) Die Funktion
(z+ 1)
(z—1)

hat in zy = 1 eine Polstelle zweiter Ordnung. Deshalb lisst sich das Residuum von F in z5 = 1

- (%((z + 1)2>> - (2(z + 1))

Alternativ: Wir kénnen auch die Laurententwicklung von F' um zy = 1 berechnen

F(z) =

bestimmen durch

res(F;1) = <dilz <(z - 1)2F(z)>> —4.

z=1

F(Z):(z—i—l)2:,22—1—22—1—1:,22—22—1—1+ 4z
(=12 (2-1) (=12  (2-1)
A(z—1+1) 4 4
ST Lt

und hieran res(F’;1) = 4 ablesen.

b) Die Funktion

zeaz

-1

besitzt in zp = 1 einen Pol zweiter Ordnung. Fiir das Residuum von F' in 1 ergibt sich

F(z)= (a € C fest)

res(F;1) = <diz<(z - 1)2F(z)>> . = (diz <ze“z>> . = <eaz + zaeaz> B =(1+a)”.
c) Die Funktion F(z) = ﬁ hat in zgp = 1 einen Pol der Ordnung 4. Daher ist
1/ d 4 1/ d® 1, e
res(F,l) = 5(@((2—1) F(Z))) - = 6<$€ > - = 66 - = =

d) Da F in zp = 1 eine wesentliche Singularitéit besitzt, kénnen wir nicht wie zuvor vorgehen.
Wir bestimmen stattdessen die zugehorige Laurentreihe um 1 und lesen das Residuum ab

1 s n 0 _1\k
o=t S A = £ S
n=0

k=—o0

k ( k=—00 (=F)!
_ ) VIR e Y G Y
2 o e 2 e
0 _1)k-1 _1)k
:(2_1)+kz_oo<<—(<k)—1>>!+(<—k)>!><z‘1)k’ s

Das Residuum von F in 1 ist der Koeffizient von (z — 1)}, also

(—1)72 N -1 1
2! 1! 2’

res(F;1) =
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a) Der Integrand F(z) := (z—l)e(i;rs)? besitzt in 1 eine einfache und in —3 eine doppelte Polstelle

b)

und ist holomorph auf C\ {1, —3}.

ImA

Da innerhalb des Integrationsweges |z| = 2 nur die Polstelle 1 liegt, liefert der Residuensatz

F(z)dz = 2mires(F;1) = S ,
|2]=2 8

denn fiir das Residuum von F' in 1 gilt

res(F;1) = (z — 1)F(2)

z=1 (Z + 3)2

Nun liegen die beiden Polstellen —3 und 1 innerhalb des Integrationsweges |z| = 9. Deswegen
gilt nach dem Residuensatz

F(2)dz = 2mi <res(F; 1) + res(F; _3)) _ 2m’<£ 56—3> _ (e

16 16
_[d € _(ef(z—1)—¢”
z2=-3 S \dzz -1 z2=-3 a (Z - 1)2

—5e )i
8 )

|2=9

da

res(F; —3) = (d% (z + 3)2F(z)>

z=—3
_ —5e3
16
Schreibe F'(2) := —Z. Der Nenner von F(z) wird genau dann 0, wenn z = 2k7 mit einem

k € Z gilt. Von diesen Punkten liegt nur z = 0 im Inneren des Kreises |z| = 1. Daher ist
/ F(2)dz = 2mires(F;0) .
|z|=1

Nun sieht man z.B. anhand der Darstellung

F2) z z z 1
Z) = " == = g
e —1  (I+iz+3i@)2+ )1 dz—1224+- i—1z+4.-

dass in z = 0 eine hebbare Singularitidt vorliegt. Deshalb gilt res(F;0) = 0, so dass das
Integral f\z\:1 F(z)dz den Wert 0 hat.



z

d) Sei F(z) := eT—=. Hier liefert der Residuensatz

/ F(z)dz = 2mires(F;1).
|z|=2

Um das Residuum res(F'; 1) zu berechnen, betrachten wir die Laurententwicklung von F um 1

Flo) = oxp () mexp (—1 4+ 1) = et/ 15 EUT gy
TP T L) TP + ¢ ° =) DT
k=0 ’

1—2z

der Koeffizient von (z — 1)~! lautet —e~!. Also ist res(F;1) = —e~! und damit

/ < z > 2mi
exp dz=———.
\Z\:Q 1—=2 e

e) Der Integrand F'(z) := (z—l)(fm besitzt in 1, —2 und —i jeweils einen Pol erster Ordnung
und ist holomorph auf C\{1, —2, —i}. Da sich alle Polstellen im Inneren von G befinden, ergibt

sich nach dem Residuensatz

/ F(2)dz = 2mi (res(F; 1) + res(F; —2) + res(F; —z)> .
oG

Wir berechnen nun die Residuen von F in den (einfachen) Polstellen

2z 2 1
wes(Fil) = - VFG)| = 9059 le ~ 3079 30
res(F=2) = (2 +FE)| _ =2 12)@ Fi)lemma 3(—§+ D) —1i5 2+,
2z 21 1

res(F; —i) = (2 + i) F(2) = ————=—-(14+30).

=i (i+1)(=i+2) 5

=i (z2—1)(z+2)

Hiermit ist

/1 . 4 L1 .
| F()dz = 2mi (§(1—z)—1—5(2+z)+3(1+3z)> ~0.
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Als Hintereinanderausfithrung holomorpher Funktionen ist die Funktion £’ auf ganz C holomorph.
Sie ldsst sich also um zp = 0 in eine Potenzreihe entwickeln

> F™(0
F(z) = Z 771!( ) 2"
n=0
Diese Potenzreihe konvergiert auf der grofiten Kreisscheibe um zg = 0, auf der F' holomorph ist.
Hier konvergiert die Potenzreihe also fiir jedes z € C.
Der Integrand (F'(1/¢) ist holomorph auf C\ {0} und fiir ¢ # 0, insbesondere also fiir 0 < || < 1,
gilt nach den obigen Uberlegungen

= F)(0 =, F)(Q
CPOL/C)=¢) n,( ) — Z—n,( )i,
n=0 ’ n=0 ’

Nach dem Residuensatz gilt dann
[ cemmoac— [ P/ dc = 2mives(c - CP(L/O30),
I¢|=1/2 |z|=1/2

und Ablesen an der Laurentreihe fiir (F'(1/() ergibt
F/I
= 2mi (0) .
2!
Wegen F'(2) = cos(2)F(2), F"(z) = —sin(2)F(2) + cos?(2)F(z) und F(0) = 1 ist F”(0) = 1. Das
Integral ist also gleich

2mt — =Tt
2
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Aufgabe 82
Im

R

V3 Y

> .

1 R Re

a) Im konvexen Gebiet C ist F(z) := e~** holomorph, und durch Aneinanderhéngen von 71, 2
und —~3 erhélt man eine einfach geschlossene, positiv orientierte Kurve . Fiithren wir die

Schreibweise I(T) := [ F'(2) dz ein, so liefert der Cauchysche Integralsatz

0=1I(7) = I(m) +1(v2) +1(=73) = (1) + 1(v2) = I(3)-
Damit ergibt sich I(y3) = I(y1) + I(7y2), also die behauptete Gleichung.

b) Es gilt v3(t) = (R +it)? = R? + 2iRt — t*> und ~4(t) = 4. Damit erhalten wir

R, R R,
\[(72)1:‘/ e”““véﬁ)dt‘ g/ | e~ B 2Rttt i\dt:/ R gy
0 0 0

Wegen der fiir alle t € [0, R] giiltigen Abschiitzung t> < Rt bekommen wir folglich

_p2
. 1—e R R—oo
t=0 R

2
cRt—R R
0,

R
|1(72)|</0 eRt—R? dt:[ 7

und damit ist I(y2) — 0 fiir R — oo bewiesen.

Bemerkung: Die Standardabschétzung ‘fw F(z)dz| < L(v) max{|F(2)| : z € 72([0,R])}
hétte hier nicht ausgereicht, denn es gilt L(v2) = R und max{|F(z)| : z € v2([0,R])} = 1.

c) Wir betrachten nun noch I(y;) und I(v3). Fiir das erste Kurvenintegral erhalten wir

R R o
I(%)Z/O 6”%(t’wi(t)dt=/0 et dtﬁiﬁ/o et dt:\/TE,

und wegen 72(t) = t2(1 + i) = 2it2 und v4(t) = 1+ gilt
R 2 R 2% 2 R—o00 oo 9% 9
I(y3) = / e Wb (t) dt = / e2 (1 +4)dt =% (1 +i)/ 2t gy |
0 0 0

(Dieses uneigentliche Integral muss wegen der Konvergenz von (1) und I(v2) sowie der in
a) bewiesenen Gleichung existieren.) Mit der Substitution x = v/2¢ ergibt sich

o0 [T 2 d L+i [ .
I(73) EimiN (14 2)/ et S _ LD [cos(2?) — isin(2?)] dz.
0

V2 V2 o

1
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Beim Grenziibergang R — oo folgt also mit b) aus der in a) bewiesenen Gleichung

[cos(z?) — isin(2?)] dz = g +0.

144 [

V2 Jo

Fiir die beiden Integrale C' := [ cos(2?) dz und S := [ sin(z?) dz hat man somit

(1+i)(C—iS)=3v2r, dh.  (C+S)+i(C—8)=1Vor.

Hieraus folgen die Gleichungen C' 4 S = %\/ 2rund C — S =0, alsoist C =S = ix/ 2m.

Aufgabe 83

Es sei
1

PO = e e

fiir Re(s) > 2. Die Funktion F: C\ {~1,2} = C, s — m, ist holomorph auf C\ {—1,2}
und besitzt in a1 := —1 eine einfache und in ay := 2 eine doppelte Polstelle. Aulerdem stimmen
F(s) und F(s) fiir alle s € C mit Re(s) > 2 iiberein.

Seien ¢ > 2 und ¢t > 0. Wir wollen den Wert von

1 c+iA 1 ct+iA _
lim —/ e*'F(s)ds = lim —/ e*' F(s)ds

A—o00 27TZ c—iA A—o00 27TZ c—iA

bestimmen. Um das Integral
1 c+iA _

— e F(s)ds

210 Je—ia
zu berechnen, betrachten wir die einfach geschlossene und positiv orientierte Integrationskurve

Im
1

’YR+

R
TR

fA:/

2+
Tr

(hierbei ist nach Pythagoras R? = ¢ 4+ A?; i bezeichne den (gesamten) Kreisbogen, wihrend 'y};
bzw. 712; nur diejenigen Teile des Kreisbogens g seien, die sich 1. bzw. 4. Quadranten befinden)
und wenden den Residuensatz an

S F(s)ds + — / e F(s)ds = Zres(s — e F(s);a;).
TR j=1

2—7T'i c—iA T
Wir zeigen jetzt

R—o0

lim / et F(s)ds = 0.
TR

2



Dazu weisen wir die Voraussetzungen des Jordanschen Lemmas nach. Zum einen ist F auf der
Menge {z € C: |z| > 2} holomorph, zum anderen gilt fiir jedes z € C mit |z|] = R > 2 nach der
umgekehrten Dreiecksungleichung (diese lautet: |a + b| > ||a| — [b|] fiir alle a,b € C)

- 1 1 1
PO A2 S D27 @ (R 2p

= C(R)— 0 (R—0).
Das Jordansche Lemma liefert
/ e'F(s)ds — 0 (R — 0),
TR
wobei 75 () := Re'?, ¢ € [, 22| (v5 ist also der Teil des Kreisbogens vz mit Realteil < 0).
Es verbleibt zu begriinden, dass die Kurvenintegrale fﬂ/}; estf‘(s) ds und fﬁj estﬁ(s) ds fiir B — 0o

ebenfalls gegen 0 konvergieren. Fixiere dazu j € {1,2}. Wegen |F(z)| < C(R) fiir |z| = R ist

/, et F(s)ds
TR

Da die Léinge L(ﬂ;) der Kurve ﬂ; beschriankt ist (mit einer Schranke, die allein von ¢ abhéngt)
und C(R) — 0 fiir R — oo gilt, folgt f,yj+ e$ F(s)ds — 0 fiir R — oc.

R
Fiir A — oo (und damit auch R — oo) haben wir also

< [, MOHE ) ds] < R L.
TR

1 ct+iA _ -
lim — / eS'F(s)ds = Z res(s — e F(s);a; ).

A—o0 271 c—iA =
Mit
(s €U F(s)i—1) = s+ D F(s)| | = =] Lot
res(s — e s); = (s e s s:—l_(s—2)25:—1_96
und p . ‘ ) .
~ e’ te®(s+1) —e° 1
— eSF(s);2) = — —— = = —(3te?t — 2t
res(s = €7 F(s); 2) ds s+ 1ls=2 (s+1)2 5=2 9( ¢ ¢ )
erhalten wir schliefllich
1 1 ctid t 7 Lo 4 2 2
LT () = lim — *F(s)ds = = (e " + 3te” —
{(s+1)(5—2)2}( )= Jmoog | T F)ds = g(en 31T — e,
d.h. fiir f(t) == §(e7t + 3te® — ), t > 0, gilt
1
Z = R > 2
o= oo Rl
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Die Funktion f: R — R ist gegeben durch
1 firt <0
1(t) = { 2cos(t) fiirt >0 (tER).

a) i) FirteR\ {0} ist

rn 0 firt <0,
f(t)_{—Qsin(t) firt > 0.

ii) Da f’ beschrinkt ist, ist f’ von exponentieller Ordnung 0. Somit gilt fiir Re(s) > 0

. -2
LUYE) = 225 (D)} s) = o
Die Formel aus Abschnitt 8.12 fiihrt auf dasselbe Ergebnis
L)) = sLATH6) ~ FO4) =5 o —2=
s2+1 s2+1



b) Nun betrachten wir die Distribution T, d.h. die lineare Abbildung Ty: 2 — C mit

Tf(¢)=/_2f(t)<p(t)dt:/

— 00

0 00
o(t) dt + 2/ cos(t)p(t) dt, pEeD.
0

i) GeméfB Definition gilt fiir jedes ¢ €

DTy(p) = =Ty(¢') = — /OO f¢ (t)dt = —/

—00

0 00
O'(t) dt — 2/0 cos(t)y' (t)dt .

Mit partieller Integration folgt

b
DTj(p) = — lim_[p(t)])_ —2 lim <[cos(t)go(t)] - /0 —sin(t)p(t) dt>

a——00 b—oo
——p(0) +20(0) =2 [ ~sint)(0)

= ¢(0) - 2Tsin+ (p) = (60 — 2Tsin+)(90) )
wobei sing (t) := o(t)sin(t), t € R, gesetzt ist.
Alternativ kann man die Formel aus Abschnitt 10.3 verwenden
DTf = Tf’ + (f(0+) — f(O—))50 = Tf/ + (2 — 1)50 = _2Tsin+ + 50 .
(Hierbei ist f’ im Sinne von 8.12 zu verstehen.)
ii) Wegen
0 fiirt <0
0=0050={ 500 mmise  G€R

ist die Distribution T, gegeben durch

Ty, (@) = 2/ cos(t)p(t) dt, peD.
0
Fiir die distributionelle Ableitung von T, ergibt sich
D(Tf+) = T(f+)’ + (f(0+) - 0)5() = _2Tsin+ + 2dp .
(Erneut ist (f4+)’ im Sinne von 8.12 zu verstehen.) Also gilt fiir jede Testfunktion ¢ € 9

DT}, )(p) = — /0 " sin(t)p(t) dt + 2(0).

iii) Da sowohl T§,, als auch dy von exponentieller Ordnung 0 mit positivem Trdger sind
(vgl. Beispiele 10.4 (1) bzw. (2)), gilt dies auch fiir D(T, ) = —2T4n, + 200. Daher ist
ZL{D(Ty, )}(s) fiir alle Re(s) > 0 definiert mit

LLD(Ty, ) H(s) = —2.L{Tum, }(5) + 2.2{00}(s) = — 2T, (t — 1) + 260 (t — )
—2

oo
—st - —s- .
= —2/0 e Stsin(t) dt +2e750 = —2.Z{sin(t)}(s) +2 = 211 +2
252
RS
Die Ableitungsregel fiir die Laplacetransformation von Distributionen liefert fiir Re s > 0

_ 2s _ 252
_832—1—1_324—1'

L{D(Ty,)}(s) = sZ{Ty, }s) = s:L{2cos(1)}(s)

iv) Die verallgemeinerte Ableitung f von f ist gegeben durch die Distribution
) i)
f=D(Ty,) — F(0-)dy =

Ferner gilt

ZAf} = L{DTL)}(s) = F(0-) LLoo(s) 2 = -

(_2Tsin+ + 250) —1-§ = —2T5in, + do -
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Seien

t—1 firt>1
g(t) ::{ 0 firt <l und h(t) :==o(t —1) :{

1 firt>1

0 furt<1 (t€R).

a) Um DT, = T} nachzurechnen, muss man DTy(p) = Tj(p) fiir jedes ¢ € Z zeigen. Ist ¢ € 2,
so gibt es b € R mit ¢(t) = 0 fiir alle ¢t > b. Nach Definition der Ableitung von Distributionen
gilt

W) =Ty == [ st a == [ -0
b t. Int. b
—— [[a=vewa ™= (=) - [Ceo)
b 00 00
— [Cewdt= [ o= [ noewd =T,
1 1

—00

b) Hier muss man D(DT,)(y) = 01(¢p) fiir jedes ¢ € & nachrechnen. Ist ¢ € Z und b € R mit
©(t) =0 fur alle t > b, so gilt

DIDT,)() L DT = Tal~) = - [ oot
00 b
—— [ewat=— [ Pwd=-[s0]} = ~(o(6) - o(1)
1 1
=¢(1) = di(p)-
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a) Da die Impulsantwort g die distributionelle Ableitung der Sprungantwort 7}, mit h(t) =

Lo(t)(1- e T %), t € R, ist, erhalten wir fiir die Impulsantwort des Systems g = T' R,
trro(t)e T

b) Wegen G(s) = 3@ = Z{3sin(2t)}(s) ist g(t) = 30(t)sin(2t), t € R, die Impulsantwort
des Systems.

c¢) Ein System mit Input v und Output y sei durch die Differentialgleichung
y'+ 4y +3y =4 +u

gegeben. Die Impulsantwort g des Systems ist der Output des Systems, wenn man als Input
u = dp anlegt. Nach 10.6 erhalten wir fiir s € C mit hinreichend grofiem Re(s)

(s + 45 +3) L{g}(s) = (s + VL {o}(s) = s + 1.
Damit ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion des Systems

Gs) = L{g}(s) = sl :

:s2+45—|—3:(5—|—1)(8—|—3) s+3’
so dass g(t) = o(t)e 3, t € R, die Impulsantwort des Systems ist.

Die Sprungantwort h geniigt der Gleichung
(52 +4s + 3) L{h}(s) = (s + 1)L{o}(s)
bzw. +1 1
s
Z{h}(s) = T 1553 ZL{o}(s) =Gs) - .
Wegen
11 1 1/3 1/3

e R S A A} ¥

lautet die Sprungantwort des Systems: h(t) = %O‘(f)(l —e 3 teR.




