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1. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Sei V' ein Vektorraum und vq,...,v, € V.

(a)
(b)

Ist M C V,0 € M, so gilt Lin(M) = Lin(M \ {0}). Daher ist M linear abhéngig.

0

Diese Aussage ist falsch. Beispielsweise ist M = {((1]) , (0

)} C R? = V linear

abhéingig, jedoch kann (1) nicht als Linearkombination des Nullvektors dargestellt

werden.

Die Aussage ist wahr. Es gebe einen Vektor v € V mit eindeutiger Darstellung als
Linearkombination der vy, ..., v,, d.h. es gebe eindeutig bestimmte aq, ..., a, € C mit

n
v = E ajvj.
=1

Wir nehmen nun an, dass der Nullvektor eine nichttriviale Darstellung als LK der v;

hat, d.h. es gelte
0 = Zﬁj’(]j
j=1

wobei die ; nicht alle 0 sind. Dann gilt aber auch

n

v=v+0="> (a;+B)v;,

=1

d.h. der Vektor v besitzt zwei echt voneinander verschiedene Darstellungen als LK der
v; (einmal mit den Koeffizienten «; and den Koeffizienten o + ;). Das ist aber ein
Widerspruch, demzufolge kénnen nicht alle 3; # 0 sein. Daraus erhalten wir die lineare
Unabhéngigkeit der vy, ..., v,.

Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel wihle man V = C2, v; = (é) ,Ug =

(?) LU= <_01> Bitte selber nachrechnen!

Diese Aussage ist falsch. Wiahle V = C?, v; = (é) , Uy = (?) , U3 = ((1)) Bitte selber

nachrechnen!

— bitte wenden —
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Aufgabe 2

(a) Sei zunichst z € Lin(zy,...,x,). Dann gilt mit komplexen Zahlen a4, ..., «, die Re-
lation x = Y7, a;x;, d.h.

O=—-—2r+az1+ ... +a,2,.
Die obige Zeile stellt jedoch gerade eine nichttriviale LK der Vektoren z, x4, ..., z, dar,
welche 0 ergibt. Also sind z, x4, ..., x, linear abhéngig.
Seien nunmehr x, x4, . . ., x, linear abhéngig. Dann existieren Zahlen o, oy, . . ., o, (nicht
alle 0) mit

0=ax+a1x1+ ...+ apx,.
Es gilt aber o # 0, denn ansonsten wéren die Vektoren x4, ..., x, linear abhéngig, was
der Voraussetzung widerspricht. Also z = —é ?:1 ajz; und somit x € Lin(zy, ..., z,).

(b) Es seien 1, ...,x, zundchst linear abhéngig. Dann existieren «;, nicht alle 0 mit 0 =

Z?Zl a;x;. Da die «; nicht alle 0 sind, gibt es ein 1 <k < n mit o; = 0 fiir £ < j und
ay # 0. Es muss k£ > 2 gelten, denn ansonsten wére x; = 0, im Widerspruch zu einer
der gemachten Voraussetzungen. Dann folgt

k-1

]
Ty = g ——j,
Qg

j=1

d.h. x € Lin(zy,...,2,_1). Gilt umgekehrt z;, € Lin(zq, ..., z5_1) fir ein k, so liefert
die inzwischen bekannte Schlussweise (x als LK der xq,...,2z5_; hinschreiben) die
gewiinschte Aussage.

Aufgabe 3
—2 2
FirZ=| 1 |undy=| 0 | gilt
1 -2
—2-0 -2
Ixy=|2-4|=1[1-2],
0—-2 -2
-2 -2
@xy)-7=-2]-11|=-2-(-2)+(-2)-1+(=2)-1=0
-2 1

[dieses Ergebnis war zu erwarten, weil stets Z x ¢ sowohl orthogonal auf 7 als auch orthogonal
auf ¢/ steht]. Fiir den Winkel 0, den die Vektoren Z und ¢ einschlielen, gilt

g Tf _~2:241.041-(-2 —6 \/E V3
cosf) = ——— = = = /- =YX
12| |71l VAFT+1-V4+4 V6.8 8 2
Hieraus folgt 6 = %’T. Der Fliacheninhalt des von & und ¢ aufgespannten Parallelogramms
lautet

-2
|7 x 7l = | { =2 | Il = V(=22 + (=27 + (-2 = VA+ A+ 4 =253,
—2

— bitte wenden —



Aufgabe 4

0 3 0
4 - . . 8 . 6 . —4

a) Im R* sind die Vektoren v; = | ~ gl 2= 5 | Vs 1 gegeben.
4 -1 -2

i) Offenbar ist 7 = —203. Daher gilt 07 + 00, + 203 = 0, d.h. es gibt eine nichttriviale
Darstellung des Nullvektors. Also sind die Vektoren v}, v, U3 linear abhéngig.
Im allgemeinen erkennt man nicht sofort, ob gegebene Vektoren linear unabhéngig
sind oder nicht. Um die Vektoren o, U5, U3 auf lineare Unabhéngigkeit zu priifen,
konnen wir v, U, U3 als Zeilen in eine Matrix schreiben und diese durch Zeilenum-
formungen auf Zeilenstufenform bringen (vgl. Kapitel 20):

0 8 -2 4
3 6 2 -1
0 -4 1 =2

[vertausche erste und zweite Zeile]

3 6 2 -1
0 8 -2 4
0 -4 1 =2

[multipliziere die dritte Zeile mit 2]
3 6 2 -1
0 8 -2 4

0 -8 2 -4

[ersetze die dritte Zeile durch die Summe der zweiten und dritten Zeile]

36 2 -1
08 -2 4
00 0 O

Da die Zeilen der letzten Matrix linear abhéngig sind, sind es 7, 3, U3 auch.

ii) Wire Uy = aqth + asts fiir g, az € R, so miisste fiir die erste Komponente gelten:
3=a;-0+ az-0=0. Dies ist nicht moglich. Deshalb gibt es keine a;, a3 € R
mit 172 = (11171 + 013173.

b) Seien o, ag, a3 € R mit a7 + agth + asts = 0, also mit

a1 +aza = 0
Qo + o3 =0
a1 — Qg + Qs =0
bzw. dquivalent hierzu
a1 = —adsg
Qg — —Q3
ag=—a3
ap = g—Q3 =  —a3— 3= —203

Somit gibt es nur fiir a = 2 eine Losung, die sich von a; = as = a3 = 0 unterscheidet
(z.B. a1 = 2,00 = 1,3 = —1, dann gilt 29, + v, — U3 = 0).

Also sind die Vektoren v, v, U3 nur fiir @ = 2 linear abhéngig.

— bitte wenden —
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