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3. Ubungsblatt

Aufgabe 9
(a) Fur A,..., A\, € C gilt:

n

Z )\kbk = Z Z ajk)\kaj = Z (Z Ozjk>\k> a; = 0
k=1 k=1

k=1 j=1 j=1

= Zajk)\k =0 (] = 1,...,71)7
k=1
da die a; 1. u. sind. Schreiben wir )= (A, ..., An), so haben wir

> A =0 AX=0 ()

k=1

Um die Aussage zu zeigen, beweisen wir:

(i) A reguldr = by, ..., b, linear unabhingig.

(ii)) A nicht reguldr = by, ..., b, linear abhingig.

Dazu:

(i) Sind nun Zahlen A, ..., \, € C gegeben, mit denen Y, Apby = 0 gilt und ist A
regulér, so folgt A = 0. Also Ay = 0 fiir alle £ und die by sind linear unabhéngig.

(ii) Ist A nicht reguliir, so ist KernA # {0} und es gibt daher einen Vektor /i # 0 mit
Aji = 0. Wegen (*) gilt mit den Komponenten iy, ..., 1, des Vektors fi:

k=1

Da ji # 0, sind die by linear abhéingig.

(b) Seiay,...,a, eine Basis von Bild(A). Da a; € Bild(A), existieren by, ..., b, mit a; = Ab;,
i=1,...,r. Ferner gilt: a; € Bild(AW), denn a; = (AW)(W~'b;) (W ist regulér!). Dar-
aus folgt dim(Bild(AW)) > dim(Bild(A)) = r; der Rang von AW ist also grofler gleich
dem Rang von A. Da Bild(AW) C Bild(A), folgt dim(Bild(AW)) < dim(Bild(A)) = r.
Also ist der Rang von AW gleich dem Rang von A.

Ahnlich zeigt man, dass der Rang von UAW gleich dem Rang von AW ist, wobei man
benutzt, dass fiir jede Matrix M der Rang von M gleich dem Rang von M7 ist.
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Aufgabe 10

Mittels Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilennormalform; die Zeilen werden dabei
jeweils mit Z;, Z, und Z3 bezeichnet:

0 -2 2 4 -2 0 1 7 . 1 0o -1 I
Zeilen h——521 2 2
4—64—5—>0—224—>01—1—2
—9 0 1 7 ) teuschen —6 4 —5) 2732 \4 _¢ 4 —5
1o -} 1o 3
Zs—Z3—471 0 1 2 Z3—Z3+679 0 1 _1 _2
0 —6 6 9 00 0 -3
10 -1 7 0 -1
Zs——L17 2 2 I\ —Z1+L1 2. 2
ST g1 -1 2| 222 g 1 21 0
00 0 1) 27225 \ogo0o 0 1

In der Zeilennormalform von A gibt es drei nichtverschwindende Zeilen, also hat A Rang 3.

Daher ist dim Bild(A) = 3, so dass Bild(A4) = C? folgt. Eine Basis von Bild(A) = C? ist etwa
1
2

gegeben durch (€, €, €3). Der Zeilennormalform von A lesen wir ab Kern(A) = Lin( 1 )

0
1
also ist ( 3 ) eine Basis von Kern(A).
0
Nun zur Matrix B:
1 4 3 -2 0 1 0 1 2 2
1 -2 1 4 2| Zs—izs 1 -2 1 4 2
1 0 -1 16} 1 0 -1 a f
1 0 1 2 2 1 0 1 2 2
Zj—Zi—2Z1 O —2 O 2 O Z3—L3—279 0 1 O —1 0
(j=2,3,4) 0 —4 2 —4 —2 Zy——12, 00 2 -8 -2
0 0 -2 a—2 (-2 00 -2 a—2 (-2
1 01 2 2 1 00 6 3
Zy—Zy+23 O ]. O _1 O Z1—Z1—2Z3 0 1 0 _]. 0 . §
Z3—>%Z3 0 01 —4 -1 0 01 —4 -1 o
000 a—10 -4 000 a—10 g—14

Fall 1: @ = 10 und B = 4. In diesem Fall steht die Zeilennormalform von B bereits da:

100 6 3
010 -1 0
001 —4 -1
000 0 O

Da hier genau 3 nichtverschwindende Zeilen existieren, hat B in diesem Fall Rang 3. Wegen
dim Bild(B) = rang(B) = 3 miissen wir zur Angabe einer Basis von Bild(B) drei linear
unabhéngige Vektoren aus Bild(B) finden. Der Zeilennormalform von B kénnen wir entneh-
men, dass der erste, zweite und dritte Spaltenvektor von B, d.h. Be), Bésy, Bes € Bild(B),
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linear unabhéngig sind. Somit ist eine Basis von Bild(B) gegeben durch

1 —4 3
1 -2 1

( 21710 )71 2 )
1 0 -1

(Die Basis von Bild(B) ist keineswegs eindeutig bestimmt, wir konnten beispielsweise auch
die drei linear unabhéngigen Vektoren Be), Bé,, Bés als Basis von Bild(B) nehmen.)

6 3
-1 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir der Zeilennormalform von B ab,dass (| =4 |, | =1 |)
-1 0
0 -1

eine Basis von Kern(B) ist.
Fall 2: @ = 10 und 3 # 4. Dann erhalten wir

100 6 3 1 00 6 0
B Zy—B-0"1z, |0 1 0 —1 O zi—z1-3z, |0 1 0 =1 O
0 01 —4 —1| z3—2Z3424 001 —4 0
000 O 1 000 0 1

und lesen ab: In diesem Fall hat B Rang 4. Wegen dim Bild(B) = 4 gilt Bild(B) = C*, so
dass eine Basis von Bild(B) etwa durch (€7, €5, €3, €;) gegeben ist. Der Zeilennormalform von

6 6
—1 —1
B entnehmen wir Kern(B) = Lin( | —4 | ), also ist (| —4 |) eine Basis von Kern(B).
—1 —1
0 0

Fall 3: & # 10. Dann setzen wir 0 := (§ — 4)/(a — 10) und erhalten

100 6 3 1000 3—60
I Zy—(a—100"1z, |0 1 0 =1 0 Z1—Z1—67Zs, Zo—Zo+Zs |0 1 0 0 )

001 —4 -1 Z3—Z3+474 001 0 —1+4+46

000 1 ¢ 0001 )

Die Matrix B besitzt somit auch in diesem Fall Rang 4. Wegen dim Bild(B) = 4 gilt
Bild(B) = C*, so dass eine Basis von Bild(B) etwa durch (€}, é,€3,€,;) gegeben ist. Der

3—66 3—60
J J
Zeilennormalform von B lesen wir ab Kern(B) = Lin(| —1+440 |), also ist (| —1+44 |)
J J
-1 -1

eine Basis von Kern(B).

Aufgabe 11

a) Das lineare Gleichungssystem

.7)1—|-l’2+2$4 = 3
r3+4xr, =

565:2
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liegt bereits in Zeilennormalform vor:

110203
001401
0000 1|2

(Stellen wir uns hier das Endergebnis beim Loésungsalgorithmus vor, so wéren hier
womoglich noch Nullzeilen). Nun verwenden wir den (—1)-Ergénzungstrick (Dafiir
muss die Zeilennormalform vorliegen!). In jeder Spalte der Koeffizientenmatrix soll-
te eine neue Stufe anfangen. Dies erzwingen wir, indem wir zwei Zeilen der Form
0...0 —10...0 einfiigen:

1 1 0 2 03
0 -1 0 0 0}0
0 0 1 4 0]1
0 0 0 -1 010
0 0 0 0 1|2

Jetzt konnen wir die Losung ablesen: die beiden Spalten mit den neu hinzugekommenen
Stufen (an den —1-en erkennbar) sind eine Basis des homogenen Losungsraums und
die letzte Spalte ist eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungssystems. Fiir die
allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems ergibt sich

3 1 2
0 ~1 0

F=|1l+x] 0 |+pn] 4 (A p € R).
0 0 ~1
2 0 0

Das Einfiigen jener —1-Zeilen ist nichts anderes als das Setzen von freien Parametern.
Betrachten wir das urspriingliche Gleichungssystem mit Variablen

ZL’1—|—(L’2+2I4 = 3
T3+ 4xy

Ts = 27
setzen zwei Parameter (aber mit Minuszeichen)

T+ 22+ 224 = 3

To = —A\
r3+4x, = 1

Ty = —U

Trs = 2,

lassen in jeder Zeile nur eine Variable stehen

1 = 3+A+2u

To = —A

r3 = 14+4p
Ty = —H

T5s = 2
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und schreiben vektoriell

3 1 2
0 -1 0
T=11|4+A| 0O [ +p| 4 (A, 1 €R).
0 0 -1
2 0 0
b) Um das lineare Gleichungssystem
xrT — 2ZE2 + rs — T4 + Ty = 0
41’1 — 8$2 + 3$3 — 3$4 + Ty = 2
—2x1 + 419 — 223 — x4 + 4dx5= -3
rT — 2272 — 3134 —+ 4&35: —1

zu l6sen, bestimmen wir die Zeilennormalform der zugehdrigen erweiterten Matrix

1 -2 1 -1 1] 0 dozmaz (1 -2 1 -1 1]0
4 -8 3 -3 1|2 Zy—zs+220 | 0 0 -1 1 =3[ 2
—2 4 -2 —1 4|-3 lsZstn 00 0 -3 6 |—3
1 -2 0 -3 4|-1 0 0 -1 -2 3 |-1

Zo s 1 -2 1 -1 1 0
Z3 — —%7Z3 0O 0 1 -1 3 |-2
Za—Za—Zo O 0 0 1 -=-2]1
0O 0 0 -3 6 |-3
1 -2 1 -1 1 0
Za—Z4+32Z3 0O 0 1 -1 3 |-2
O 0 0 1 -2]1
0 0 0 O 0 0
1 -2 0 0 =2 2
I\ —Z1—Z O 0 10 1 |-1
Zo—Zo+Z3 O 0 01 -2 1
O 0 00 O

und verwenden den (—1)-Ergénzungstrick, d.h. wir lassen Nullzeilen in der Zeilennor-
malform weg und ergénzen Zeilen mit —1 und sonst Nullen so, dass auf der Diagonalen
nur +1 steht:

1 =2 00 =2 2
0O -1 00 01O
0 0 10 1 ]|-1
0 0 01 =21
0 0 00 —-1|0

Nun kénnen wir die allgemeine Losung & = (x1, ¥9, 3, 24, 75) € R® des Gleichungssys-
tems ablesen:

2 —2 —2
0 ~1 0

F=|-1]+xl 0 [+p] 1 (A €R).
1 0 —2
0 0 ~1

— bitte wenden —



Aufgabe 12

a) Wir verwenden die Kirchhoffschen Gesetze, um das Gleichungssystem aufzustellen: Die

b)

Knotenregel liefert die Gleichungen

1211—1—12 und 12213+I4.

Die Maschenregel liefert zwei weitere Gleichungen, ndmlich

und

R3[3 == R4I4

RiI, = Roly + Rsls.

(Die Maschenregel liefert auch noch RiI; = Ryl + R4ly, aber diese Information ist
in den beiden anderen Gleichungen bereits enthalten.) Insgesamt ergibt sich mit den

gegebenen Werten das lineare Gleichungssystem

[1+12:1
12—13—]4:0
0613—6.[4:0

Ck[l—OéIQ—OéI;g:O

Wir betrachten nun die zugehorige erweiterte Matrix:

1 1 0 0 1 1 0 1 1 1
O 1 _1 _1 O ZV\—7Z1—Z2 O ]. _]_ _]_ 0 Zy—Z4+2as
0 0 [0 _/6 O Zy—Zs—aly O O (0 _/8 0
a —a —a 0 0 0 —2a —a 0 -«
10 1 1 1 10 1 1 1
01 —1 —1 0 Zy—Z4+373 01 -1 —1 0 —. B
00 a =0 0 0 0 « -3 0 o
0 0 —3a —2a -« 00 0 —2a-36 |—«
Fall 1: Fiir 0 := 2a+ 30 # 0 erhalten wir
1 0 1 1 1 10 1 0 |[1—-a/
Za——2Zafs [ 0 1 -1 —1 0 T~ 74 01 -10 a/d _. B
00 a -8 0 Zotatzs | 00 a O afB/d nl
00 0 1 |ap/) 2722 \oo0o o 1 a/s
Fall 1.1: Ist zusétzlich a # 0, so geht es weiter wie folgt:
10 1 0 [1—a/ 1000 |[1—(a+p))s
Z3— 73] 01 -1 0 ald T 71— 01 0O (a+pB)/6
00 1 0 B/ Zy—Za+ 73 0010 B/
00 0 1 a/o 0001 a/o
Das Gleichungssystem ist folglich eindeutig losbar; man hat
a+f3  a+20 a+pf 16 a
L=1-%25= B R L A
) 2a0 + 30 2a0 + 30 2c0 + 30 200 + 303

Fall 1.2: Ist dagegen o = 0, so haben wir

0 1
-1

1
Br = 0 0
0 0

OO O =
_— oo O O
O OO
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Samtliche Losungen dieses inhomogenen Systems erhalten wir, indem wir I3 = A
wéhlen. Dann ergibt sich [y = 1 — A\, I, = XA und I, = 0. Die allgemeine Lésung
lautet folglich

I 1—A 1 -1
Iyl A 10 1
L= \ =10 + A 1 (AeC).
n 0 0 0
Fall 2: Gilt 2a+ 36 =0, also f = —%a, SO ist
1 0 1 1 1
01 -1 -1 0
B= 00 a 32« 0
00 0 O —«

Fall 2.1: Fiir a # 0 folgt wegen der letzten Zeile: Das Gleichungssystem ist nicht 16sbar.
Fall 2.2: Ist dagegen o = 0, so haben wir

10 1 1 1
01 -1 -1 |0
B= 00 0 O 0
00 0 O 0

Wir kénnen I3 = A und I, = u beliebig wéhlen; dann folgt Iy = 1—A—p und I, = A 4-p.
Die allgemeine Losung ist daher in diesem Fall

I
I
I3
I

(A, pneC).

o O O =

(Alternativ hétte auch der (—1)-Ergénzungstrick auf dieses Ergebnis gefiihrt.)

Aus physikalischer Sicht sind nur Werte «, 8 > 0 sinnvoll. Dann haben wir stets Fall 1.1
und damit eindeutige Losbarkeit.
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