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Aufgabe 13

Sei @ € X. Das Verschwinden der Determinante in der Definition von X bedeutet, dass die
Spalten der Matrix linear abhéngig sind, d.h. es gibt Ag,..., A3 € R mit

a T1 n 21
a9 T Y2 22
A =A + A + A *
0 as ! T3 2 Y3 3 z3 ( )
1 1 1 1

Wire A\g = 0, wéren die drei Vektoren &, v/, Z' linear abhéngig, was wir aber von Vornherein
ausgeschlossen hatten. Also konnnen wir (x) durch A\ dividieren und erhalten

ay I Y1 21
a9 X2 Yo Z2
= - -
as H1 3 M2 Ys 3 23
1 1 1 1
mit Zahlen pq, ..., u3. Die ersten drei Zeilen ergeben

Q=T+ poy + 37
und die letzte Zeile ergibt 1 = py + po + ps, also u3 = 1 — gy — po. Das liefert uns
Q= p(T—2)+ pa(y — 2) + 2.

Der Vektor @ liegt also in der Ebene, welche durch den Endpunkt des Vektors Z' geht und
durch die (aufspannenden) Richtungsvektoren (¥ — 2), (§ — 2) beschrieben wird. X ist also
gerade die Ebene, welche durch die drei Endpunkte der Vektoren Z, ¢/, 2 definiert wird, wenn

man die Vektoren vom Ursprung aus einzeichnet.

Aufgabe 14

Um die Funktion z — det A(x) abzuleiten, betrachten wir den Differenzenquotienten, genau-
er zunéchst einmal die Differenz A, := det A(x + h) — det A(x). Diese lautet ausgeschrieben

det(¢1(x + h),...,¢n(x + h)) — det(p1(x), ..., on(x)).

Nun nutzen wir die Multilinearitdt der Determinante in den Spalten aus. Zur Erinnerung:

det(py, ..., 5+, ..., b,) = det(pr, ..., dj, ., bn) + pdet(dr, ..., 0, ..., bn)

fiir beliebige 7 € N und Spaltenvektoren ¢y, ..., ¢,, V.

— bitte wenden —
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Es gilt daher (!)

det(¢r(z +h),....on(x+h)) = det(d1(z + h) = ¢1(x), pa(x + ), ..., dnlz + 1))
+det(¢r(x), pa(x + h), ..., ¢n(x + h)).

Jetzt machen wir dasselbe mit dem zweiten Summanden und setzen die Rechnung fort:

= det(p1(x + h) — ¢1(x), p2(x + h), ..., ¢n(x + h)) + det(p1(x), pa(x + h) — do(2), ..., Pz + h))

Nach demselben Prinzip erhiilt man so
det(¢1(z+h),...,¢n(x +h)) =
S Aet(dr(2). 1), 6o+ 1) = 0ul0). (o + 1)+ 1)
+det(1(2), dale), -, bal))
und daher

A =3 det(n(x),. .., bu-1(), Gu(@ + h) = Gu(@), buia (@ + 1), .., bulz + ).

Nach Division durch A # 0 und nochmaliger Ausnutzung der Multilinearitét:

h

— = det(¢i(2),..., b1 (x), Opr (T H D), dp(x+R)).

Die Differenzenquotienten konvergieren fiir h — 0 gegen ¢/ (z); da die Determi-
nante ein Ausdruck ist, der aus Multiplikationen und Additionen der einzelnen Matrixein-
trage aufgebaut ist, gilt fiir h — 0:

v (z+h)—d,(x)
h

(det A)' () —hm— Zdet 1(2), ..., b1 (), & (2), pyar (), ..., dn(x)).

h—0

Aufgabe 15

Wir wissen, dass sich die Determinante einer Matrix nicht veréindert, wenn wir das Vielfache
einer Spalte zu einer anderen Spalte bzw. das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile
addieren. Auf diese Weise formen wir die Matrizen nun um und verwenden zudem den
Entwicklungssatz.

[Die verwendete Umformung steht jeweils in Klammern hinter dem Gleichheitszeichen. |

2 1 -1 -1 2 1 -1 -1
0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
det(A) =[$1—51+55] det 0 -1 -1 1 =(Z4—Z4—21] det 0 -1 -1 1
2 1 1 1 0 0 2 2
11 -1 11 -1
—[Entw. nach S1] 2-det | -1 -1 1 =[Za—Zo—71] 2 - det 0 -2 2
0 2 2 0 2 2

-2 2
=[Entw. nach 5] 2° (—1) - det ( 9 2) = _2((_2) .2 9. 2) = 16.

— bitte wenden —



Bei der Matrix B gehen wir genauso vor:

5 5 5 b 5 0 0 0
-1 0 11 -1 1 2 2
det(B) =2y —Z1+Z4) det 3 _1 40 =[S;—8;—51,j=2,3,4] det 3 4 1 -3
43 21 4 —1 —2 -3

1 2 2 0 0 -1

—[Entw. nach Z1] 5-det | —4 1 -3 =[Z1—Z1+Z3) 5-det | —4 1 -3

1 -2 -3 1 -2 -3

—4 1
—[Entw. nach Z1] 9 - (—1) - det (_1 _2) = —5(8 + 1) = —45.

Und auch die Matrix C' lasst sich so behandeln:

1 00 1 100 0
110 2 1 10 1
det(C) =[Zy— 21— Z4) det 101 2 =[S4—84—51] det 10 1 1
31 1 « 31 1 a—3
10 1 10 0
—[Entw. nach Z1] 1-det {0 1 1 =[S3—53—51] det {0 1 1
11 a—3 1 1 a—4

1 1
—[Entw. nach Zi] 1<1 &_4> =a—4—-1=a-05.

Man sieht: det C' # 0 <= « # 5. Daher ist C genau fiir a € C\ {5} regulér.

Aufgabe 16

a) Voriiberlegung: Sei A € C(™™ eine Matrix. Bezeichnet @; die j-te Spalte von A, so gilt

=T =T, =T, =T
aq a; a; ap az --+- a1 ap
@ @ dy @y @ d
A*A = 2 ((—1»1 &»2 . C_l'n) _ 2 1 2 W2 2 Unp
_,—.T _,—7.“_, _,—7"_, . _.—7‘“_,
ay, dy, A1 Gy Qo -+ Gy Gp
<617 61) <627 61> <6n7 C_il>
| (@, @) (G, d2) (@, da)
<61’ 6”) <627 an> e <ana 6n>

In A*Aist also (@}, d;) das Element in der k-ten Zeile und j-ten Spalte. Hiermit erhalten

wir

A ist unitér — A*"A=E, — (a;,dx) = 6 fur alle 5,k € {1,2,...,n}
dim C"=n

(@, ds, . .., dy,) ist Orthonormalbasis des C".

b) Die beiden gegebenen Vektoren haben Norm 1 und sind orthogonal zueinander. Wir
suchen nun einen Vektor z = (21, 2y, 23) € C? mit

i/v?2 1/2
(Z,| =1/v/2])=0 und (z,| -i/2 |)=0.
0 (1—14)/2

— bitte wenden —



Komponentenweise geschrieben (und mit V2 bzw. 2 durchmultipliziert) heifit das
—iz1 — 29 =0 und 21 +izg+ (1+1i)z3 =0.

Die erste Gleichung kénnen wir mit z; = 1 und 2z, = —i erfiillen. Die zweite Gleichung
liefert dann 2+ (1+44)z3 = 0, also z3 = —2/(1+1i) = —1+4. Den so gefundenen Vektor
Z miissen wir nun noch normieren, also durch seine Norm teilen. Wir ergénzen daher

den Vektor
1

—1

|
2\ 144

Bemerkung: Der zu ergénzende Vektor ist nicht eindeutig bestimmt; man kann ihn mit
beliebigen Konstanten ¢ € C, fiir die |¢| = 1 gilt, multiplizieren.

Im folgenden sei A € C™™ eine unitire Matrix.
i) Sei 2 € C". Dann gilt
JAZ|2 = (AZ,A%) = (AT Az=Z A A7 =7 (A" A)Z=7 7= (2,5 = |2~

ii) Sei A € C ein Eigenwert von A und 7 € €\ {0} ein zugehoriger Eigenvektor.
Dann erhélt man mit i)

12 = (2, 2) = (A2, AZ) = (\Z,A2) = M(Z,A2) = A\(2, 2) = [A[*(Z, 2) = |AP)|2])%.

Division mit ||Z]|? # 0 liefert |A\|> = 1, also |\| = 1.

— bitte wenden —
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