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Aufgabe 17

Aus AB = 0 folgt mit dem Determinantenmultiplikationssatz (siehe Vorlesung):

0 = det(AB) = det(A) det(B),

also det A = 0 oder det B = 0. Wir nehmen nun an det A = 0, aber det B # 0. Dann wére
nach Vorlesung die Matrix B invertierbar, man kann die Gleichung 0 = AB also von rechts
mit B~! multiplizieren und erhdlt 0 = ABB™! = A, im Widerspruch zur Voraussetzung
A # 0. Im Fall det A # 0,det B = 0 argumentiert man entsprechend. Letztendlich folgt:
det A =0 und det B = 0.

Aufgabe 18

a)

b)

Die Aussage ist richtig. Ist A unitdr und A ein Eigenwert von A mit zugehorigem
Eigenvektor o, so gilt zum einen (A¥|A¥) = (¢]0) = ||7|* (hier haben wir benutzt,
dass A unitédr ist). Andererseits gilt aber auch: Av = A\, also (AU|AV) = (AU|\D) =
IAI2(0]7) = |M?||¥]|?. Zusammen ergibt sich 7> = |A\|?||7]|> und da ¥ ein Eigenvektor
von A und somit @ # 0 ist, folgt [\ = 1.

Diese Aussage ist im Allgemeinen falsch. Betrachte z.B. B = (

-2 1
-1 =X

0 1 R
1 O).Dle FEigenwerte

von B sind die Nullstellen von det(B — Aly) = det (
Ao = 1.

Beachte: Symmetrische Matrizen besitzen nur reelle Eigenwerte (Satz in 18.7.) und
auch falls n ungerade ist, muss es immer einen reellen Eigenwert geben: Ist A € C\ R
ein Eigenwert von B (mit Eigenvektor v), so ist auch A ein Eigenwert von B (mit
Eigenvektor v), d.h. komplexe Eigenwerte - reeller Matrizen! - tauchen immer in Paaren
auf (und haben die gleiche algebraische Vielfachheit). Da die Summe der algebraischen

Vielfachheiten n ergibt, muss es mind. einen reellen Eigenwert geben (sonst wére die
Summe der Vielfachheiten gerade).

) =41, also A\ = —1,

Die Aussage ist richtig: Ist ¥ Eigenvektor von A zum Eigenwert ), so gilt: A% =
AAT = ANU = NAT = N7,

— bitte wenden —
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Aufgabe 19

Zunéchst zur Matrix A: Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms y4(A) = det(A — AEj3). Dieses lautet

22—\ =2 —4 18— —18+4 A 0
det 4 16 — A —4 =[Z1—2Z1—2Z2] det 4 16 — A —4
2 —1 16 — A 2 —1 16 — A
0 —18+ A 0
20— —4
:[Sl—>51+52] det 20 - )\ 16 - )\ —4 :[Entw. n. Zl] (].8 - A) det < 1 16 o )\)
1 —1 16 — A

= (18 = X)((20 = A)(16 — A) +4) = (18 = X)(A\* — 36 + 324) = —(\ — 18)°.

Wegen xa(\) = 0 <= X = 18 besitzt die Matrix A nur den Eigenwert 18; dieser hat die
algebraische Vielfachheit 3. Der zugehérige Eigenraum FE4(18) ist die Menge aller # € C?
mit A7 = 187 bzw. (A—18F3)7 = 0, also genau Kern(A — 18F3). Zur Berechnung des Kerns
von

4 -2 —4
A—18FE3= 14 -2 —4
2 -1 =2
verwenden wir Zeilenumformungen
4 -2 —4 4 -2 -4\ 1 —-1/2 -1
4 -2 -4 2222000 0 0 | =—= (0 0 0
2 —1 —2) #7554 \0 0 0 0 0 0

und lesen mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks ab

~1/2 1 N\ /1
EA(18) =Kern(A —18E3) ={s| =1 | +¢t| 0 | |s,t€C}=TLin({2],]0]).
0 -1 0 1

Der Eigenwert 18 hat die geometrische Vielfachheit 2, weil der Eigenraum E4(18) zweidi-
mensional ist. Da die geometrische und algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 18 nicht
{ibereinstimmen, ist A nicht diagonalisierbar, d.h. es gibt keine regulire Matrix S, € C3?)
so, dass S;'AS, eine Diagonalmatrix ist.

Jetzt zur Matrix B: Wir berechnen das zugehorige charakteristische Polynom

I-Xx 1 0 0 1 =X1-2X)
XB(A) = det(B — )\Eg) = det 2 - 2 =[Z1—Z14+(1-))Z3 det 0 - 2— 2\
-1 0 -\ [ Zo—Zo+2Z3 } -1 0 -\
1 =A1-=A
=[Entw. n. 5] — det (_)\ 2(_ o )) =—(2-22=X(1=-X) =N =2)(1- ).

Wegen yp(\) = 0 <= X € {1,v/2,—+/2} hat die Matrix B die drei Eigenwerte \; = 1,
A2 = v/2 und A3 = —/2. Diese haben jeweils die algebraische Vielfachheit 1.

Wir bestimmen nun den Eigenraum FEp(1) zu A\; = 1, also die Menge aller Z € C? mit
(B — E5)7 = 0:

0 1 -1 0 -1 101
B-Ey=|2 -1 2 | 222519 hmehact 010
_1 O 1 AR O 1 0 Z\——2Z1, Lo——2Zo 0 O O

— bitte wenden —



Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab

Ep(1) =Lin([ 0 |).
~1

Der Eigenwert 1 besitzt die geometrische Vielfachheit 1, weil der zugehorige Eigenraum
eindimensional ist.

SchlieBllich miissen wir noch die zu den beiden Eigenwerten Ay3 = ++/2 gehérenden Ei-
genrdume bestimmen. Analoges Vorgehen wie eben ergibt

-2 V2
Ep(vV2)=Lin([v2-2|) und  Ep(—v2)=Lin(| —v2-2]).
1 1

Die geometrische Vielfachheit von /2 bzw. —v/2 betrigt jeweils 1. Die Matrix B ist dia-
gonalisierbar, weil fiir jeden Eigenwert von B geometrische und algebraische Vielfachheit
{ibereinstimmen. Eine regulidre Matrix S so, dass S~™'BS Diagonalgestalt hat, erhiilt man
folgendermaflen: Man wihle in jedem Eigenraum eine Basis und schreibe die Basisvekto-
ren als Spalten 51,33, ..., 5, in eine Matrix S. Ist A; der Eigenwert zum Eigenvektor 5}, so
erhdlt man BS = SD, wobei D die Diagonalmatrix mit A\;, Ao, ..., A, auf der Diagonalen
ist (die Matrix SD hat die Spalten A;57, A2Sa, ..., A\,5,). Die Matrix S ist reguldr und es ist
S~'BS = D. Definieren wir

L —v2 V2 L0 0
S=10 VvV2—-2 —v2-2]1, dann gilt STBS=10 v2 0
—1 1 1 0 0 —V2

Bemerkung: Die Wahl von S ist nicht eindeutig, so ergibt sich z.B. fiir

N V2 1 V2 (V20 0
S=1v2-2 0 —v2-2]|: ST'BS=10 1 0
1 -1 1 0 0 —/2

Aufgabe 20

Wir berechnen das charakteristische Polynom von A: y4(A\) = det(A — AEy)

3—x 1 -1 1 3—) 1 -1 1
1 3—-Xx 1 -1 1 3—-X 1 -1
sdet 3o 1 | Tz U 0 4_na-a 0
1 -1 13-\ 0 Xx—4 0 4-—2)
3—X 2 -1 1
1 2—=X 1 —1 3-A 2 -1
=[S3—S82+54] det 0 A\ 4- ) 0 =|Entw.Z4] (4 — /\) - det 1 2—A 1
0 0 0 4-2X 0 4=r a4
3—X 3 -1 ; 3.3 3
=[S2—S2—53] (4 — )\) - det 1 1—AX 1 =[Entw.Z3] (4 — )\) - det 1 1— )\
0 0 4—2A

==X (B=N1=X)—=3)=@A=2)>(N\—4\) =X —4)°.

Die Matrix A besitzt also die zwei Eigenwerte A; = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und
Ay =4 (mit algebraischer Vielfachheit 3). Wir bestimmen nun die Eigenrdume:

— bitte wenden —



Fiir A; = 0 miissen wir das Gleichungssystem (A — 0E,)Z = 0, also A% = 0 ldsen:

3 1 -1 1 0 -8 —4 4 0 0 4 4
1 3 1 1| z1=21-32, 1 3 1 -1\ zi—zi+225 1 31 -1
—1 1 3 1 Z3— 73+ 722 0 4 4 O Za—Za+73 0 4 4 0
1 -1 1 3) #7272 \o -4 0 4 004 4
Wiéhlen wir x; € R beliebig, so folgt aus der ersten/letzten Zeile x5 = —x4, aus der drit-
ten 9 = x4 und aus der zweiten dann z; = —z4. Wir haben also den eindimensionalen
Eigenraum
_l’4 _1
Ty . = . = 1
E(0) = N | 4 € R} = Lin(é), wobel ¢ = ]
24 _
Ty 1
Jetzt zu Ay = 4:
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1
YT l-1 1 -1 1 z3mz52. | O 0 0 O 0 0 0 0
1 -1 1 —1) 2772 \o 0 0 0 00 0 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab
-1 1 -1
PR . -1 5 0 . 0
E(4) = Lin(é,, ¢35, ¢3) , =1l a=_4 a=|,
0 0 -1

Die Matrix A ist als reelle, symmetrische Matrix diagonalisierbar (Alternativ kénnte man
mit den geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte argumentieren). Da
(¢)) eine Basis von E(0) und (¢, ¢5, ¢4) eine Basis von F(4) ist, gilt fiir die Matrix S mit den
Spalten ¢, ¢s, 3, ¢4

ST1AS =

o O OO
O O = O
O = O O
_~ O O O

Da A € R™% symmetrisch ist, gibt es sogar eine orthogonale Matrix P € R*% mit

0000
0400
T _
PrAP = 0040
000 4
Bemerkung: Um ein solches P anzugeben, bestimmen wir jeweils eine Orthonormalbasis
- 1
der Eigenrdume. Eine Orthonormalbasis von E(0) ist z.B. gegeben durch by := Al =
C1
-1
111
2 | -1
1

— bitte wenden —



Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von F(4) verwenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren:

—1
7 1 1 | -1
9 = 557 C = ——=
2] v2 | 0
0
1 -1 1
R -1 1 (-1 1]|-1
Us 1= C3 — (3, b2)by = 1 —E—2 T
0 0 0
1
i 1 1 | -1
3= S V3 = —=
155 V6 | —2
0
-1 -1 1 -1
N - 0 1 1 | -1 -1 1 |-1 111
Ty = Gy — (Cy, by)by — (B4, b )by = . _ — -
4 4 <4 2>2 <4 3>3 0 \/§ 5 0 \/6\/6_2 3| -1
—1 0 0 -3
-1
A 1 1 1
= —— 1y =
P El Tt 2vB |
-3

Somit bildet (52, 53, 54) eine Orthonormalbasis von F(4).

Besitzt die Matrix P die Spalten l;l, 52, 53, 54, dann ist P orthogonal (d.h. P~ = PT) und es
gilt

PTAP =

o O OO
O O = O
O = O O
= O O O

Aufgabe 21

a) Wir berechnen zunichst die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume von A. Fiir
das charakteristische Polynom von A ergibt sich

2—-A 1 1 2—-A 1
XA()\) = det(A - )\Eg) = det 1 2—A 1 =[Z3—Z5— 2] det 1 2— A

1 1 2—-A 0 A—1 1—-X

2—A 1 2

2— A 2
:[53*}52+53] det ]. 2 — A 3 — )\ :[Entw. ZS} —()\ — 1) det ( 1 3 . )\)
0 A—1 0

=—A=1(2-NB=X)=-2)=—-A=1(N =bBrx+4)=—-(A—1)*(A—4).

— bitte wenden —



b)

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von x4, also 1,4. Die zugehorigen
Eigenrdume lauten

111 1 1
E(l)=Kem(A—FE3)=Kern [1 1 1| =Lin({-1],[ 0 ]),
1 11 0 -1
2 1
E(4) = Kern(A — 4F3) = Kern =Lin([ 1]).
1

Da A € R®3) symmetrisch ist, ist A diagonalisierbar. Aus dem gleichen Grund gibt es
eine orthogonale Matrix S € R®?) so, dass S~'AS Diagonalgestalt hat. Um ein solches
S zu bestimmen, muss man eine Orthonormalbasis des R? aus Eigenvektoren von A
angeben.

Setze
1 1
0= | 1| € E(4) sowie  vh:= | —1] € E(1).
1 0

Da A € RG?® symmetrisch ist, stehen Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal aufeinander, also gilt v; L 0. Ist

1
?73 22171X172: 1
-2

definiert, so sind i L ¥ und @ L 7. Wegen @y, 0, 73 € R3\ {0} folgt, dass die Vektoren
U1, Ua, U3 linear unabhiingig sind und somit eine Basis des R? bilden. Aufgrund von
U1 € E(4), dim E(4) =1 und dim E(1) = 2 ergibt sich E(1) = Lin(th, U3).

Folglich ist eine Orthonormalbasis des R? aus Eigenvektoren von A gegeben durch

(1 . 1 1 ) (1 1 1 11 1 i )
N U1, = V2, — U3) = \—F= y = - I .
A [ | 2= A | 221 3\1) v2\ o) v6\_5
Deshalb ist die Matrix . ) )
V3o V2 V6
g— L 1 1
V3 V2 Ve
L 0 ——Z
V3 NG
orthogonal und es gilt
1 1 1
V3 VB V3 4 00
St =297 = \% _\/LE 0 sowie ST'AS =101 0
4 1L 2 0 01
V6 V6 V6

Das lineare Gleichungssystem A% = 27 hat die triviale Losung = 0. Wiirde A% = 27
fiir ein ¥ € R3\ {0} gelten, dann wire 2 ein Eigenwert von A, was aber nach a) nicht
der Fall ist. Folglich ist ¥ = 0 die einzige Losung von AT = 2.

— bitte wenden —
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