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Fir —1 <t <1 gilt

1/v/1—1¢2
1

—t/\1—12

Fiir tg € (—1,1) ist daher

Arcsint 1/y/1—1t3
1

Fto) + M'(t) = | to | +A

V1—13 —to/+/1 — t2

eine Parameterdarstellung der Tangente im Punkt 7(¢y).
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Die Zeilen der Matrix A schreiben wir zunéchst als Spaltenvektoren aq, ds, ds, d.h. die k-
te Komponente von @; ist gerade der Eintrag der Matrix A in der j-ten Zeile, k-te Spalte
(= Ajj). Damit ist

a - @
AZ = | dy- T (%)
as-
und daher L o o
D1 a - T Dg(ag . l’) — Dg(ag I)
ot A¥ = [ Dy | X |dy- 2| = ..
D3 C_L'g T
Nun ist Dy (a;7) = (d;)r = Ajr und daher
Aszz — Ass
rot A7 = A13 — A31
A — Ap
Mit der Darstellung (x) folgt weiterhin
3 3 3
div(AZ) =Y Dj(@; - ) = > (@), = > _ Aj;.
=1 j=1 j=1

Nun berechnen wir rot(-Z:): nach der Produktregel aus der Vorlesung (Kap. 29) gilt:

1]l

i 1 1
I'Oti_»ZV(T>Xf+TVXf
12| | 2]

— bitte wenden —
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Eine einfache Rechnung zeigt V x & = 0. Nach einer Regel aus der Vorlesung gilt (siehe 29.2)

1 1 T
v (T) =
1] 12| [] ]|

und somit V <L> X T = —% =0. Also rot(i) =0.

1]l

Genauso gehen wir bei der Berechnung von di

_<1
5|
<
S

div - = VT f“‘ T = le(f)
[ 1]
Der erste Term ist —ﬁ ST = —ﬁ, fiir den zweiten Term beachten wir div(Z) = 3 (in

Komponenten hinschreiben!). Demzufolge gilt div ﬁ =

2

(Bl

Schliellich zu V||Z||?. Wir kénnten auch hier die Produktregeln anwenden, rechnen aber der
Einfachheit halber in Komponentenschreibweise:

3
Dy||F]* = D;(Y  aF) = 2u;

i=1

(man beachte D;z? = 0 falls i # j). Also V||Z||* = 27.
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Zunichst berechnet man:

Also gilt V x 9(Z) = 0 fiir alle 7 € R® genau dann, wenn a = 4,b=2,¢ =

c+1
Vxtv=|la—4
b—2

—1.

Um die Existenz einer Funktion ¢ mit V¢ = ¥ zu zeigen, versuchen wir diese explizit zu
bestimmen. V¢ = ¥ ist dquivalent zu

Dy¢(x1, 72, xs) = x1 + 219 + 413,
Dyo(21, 29, x3) = 221 — 39 — T3,
Dsp(x1, x9, 23) = 421 — T2 + 223.

Aus der ersten Gleichung folgt durch Integration nach der ersten Variablen (xq,x3 fest):

¢(9€1>$2,$3) :/ D1¢(217$2,$3) dz) =
0

2

Aus den beiden anderen Gleichungen folgt mit derselben Technik:

¢(7)

3
= 22129 — 51‘3 — Tox3 + ¢($17 07 l’g) (2>

¢(f) =4r1x3 — X203 + .Tg + ¢(:C1> T2, O) (3>

Wir setzen das eben Gefundene sukzessive ein:

¢(7) =

1
53;% + 2z + dx13 + O(0, 29, T3)

1 3
555% + 2x179 + 4173 — 51“% — x93 + ¢(0,0, x3)

2

1
—a] + 2wy + 41113 + ¢(0, 29, 73). (1)

1 3
—x? + 2my1y + 4723 — §x§ — Tox3 + 73 + 6(0,0,0)

— bitte wenden —



(in der zweiten Zeile wurde ¢(0, x5, x3) mittels (2) ersetzt, und in der dritten Zeile wurde
#(0,0, z3) mittels (3) ersetzt).

Wir haben den gefordeten Existenzbeweis aber noch nicht mathematisch streng erbracht,
denn unsere obige Rechnung ging von der Annahme aus, dass ein ¢ mit der geforderten
Eigenschaft existiert.

Um die Existenz eines solchen ¢ zu beweisen, kénnen wir trotzdem das Ergebnis der Rech-
nung benutzen: wir definieren ¢ einfach durch

1 3
o(%) = éxf + 2x129 + 4T3 — 517% — TyT3 + T3

und miissen jetzt nachrechnen, dass V¢ = v gilt. Eine kurze Rechnung, die der Leser selbst
durchfiihren sollte, bestétigt dies auch. Man beachte auch, dass ¢ = ¢+c mit jeder beliebigen
Konstanten ¢ € R ebenfalls die geforderte Eigenschaft V¢ = o besitzt.
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a) Die partielle Ableitung von f: R? — R nach z im Punkt 7y = (z,y) € R? ist die
Richtungsableitung von f in Zj in Richtung des ersten Einheitsvektors €; = (1,0), also

Dy (7o) = Da f(F0) = lim < (F(Fo + 163) — (&) = lim 7 (F((,) +#(1,0)) ~ f(z,)

t— t—0

:hm%(f(ant,y) — f(z,y)).

Fiir festes y € R ist dies gerade der Differenzenquotient der Funktion R — R, z —
f(z,y). Um die partielle Ableitung von f nach = zu berechnen, kénnen wir also f(z,y)
nach x differenzieren, wobei wir y als eine Konstante betrachten.

Entsprechendes erhalten wir fiir die partielle Ableitung nach y.

Die partiellen Ableitungen erster Ordnung sind

Dy f(x,y) = 32° — day® + 49° und Dyf(x,y) = —da?y + 122y + 49> .

Daraus ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

DY f(x,y) = 6z — 4y°, D f(x,y) = —4a® + 24ay + 12y°
DyDy f(z,y) = —8xy +12y*,  D1Dof(z,y) = —8xy + 12¢%.

Bemerkung: Dass D1Dsf = DyDyf gilt, war wegen des Satzes von Schwarz schon
vorher klar, denn die Funktion f: R? — R ist zweimal stetig differenzierbar.

b) Hier haben wir

Duf(,y) = 2a6™ + (a2 + y?)ye™ = (ay + 20+ y)e
Dof(z,y) = 2ye™ + (2° + y*)we™ = (2° + xy* + 2y)e™?

Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung lauten

D2 f(z,y) = 2y + 2)e™ + (2%y + 3 + 22)ye™ = (2%y* + 4oy + y* + 2)e™
D2f(x,y) = 2y + 2)e™ + (2 + 29 + 2y)xe™ = (2 + 2%y* + day + 2)e™
DiDsf(z,y) = (32* + y?)e™ + (2° + xy® + 2y)ye™ = (2°y + 32° + 2y” + 3y*)e™

= DyD; f(,y).

— bitte wenden —



Nach Definition gilt fiir die Richtungsableitung von f im Punkt 7y = (z,y) € R? in
Richtung ¢ = (v1,v2) = (1,1)

Daf () = lim + (F(F +19) — f(&0)) =lim + (7@ + tor,y + te2) — f(x,9))

— H%%(((x T tun)? o+ (y + tog)?) el _ (2 yz)exy>

= 11_{% % ((332 + 2tavy + 207 + Y + 2tyvy + t%%)exyet(y“””)et%l” — (2% + y2)exy)
= %1_1% % <(a:2 + y? + 2t(zv; + yvo) + (0] + US))e“’e“y”lJ“’“"”?)et%l”2 — (2% + yZ)exy>
_ 15% % ((xQ +y?)e™ (et(yvl+a;v2)et2v1v2 — 1) + 2t(avy + yug) eV et Wi+ave) pturvs

2
+ t2(vf + vg)e%t(y“ﬁ“%t ”1”2) .

Zur Berechnung von %(et(y“l*’f“?)eﬁ”“}2 — 1) setzen wir a := yv; + xvy und [ 1= v109
und betrachten die durch g(t) := e 8 gegebene Funktion ¢: R — R. Dann ist ¢
differenzierbar auf R mit ¢ () = (o + 23t)e® 7 Nun gilt

1 1
lim — (€072 — 1) — Tim —(g(t) — 9(0)) = g'(0) = @ = yoy + avs.

Also erhalten wir

Dyf(z,y) = (2% + v*)e™ (yv1 + 2vy) + 2(av; + yva)e™ - 140
=" ((2® +y*)(y +2) + 2(z +y))
="z +y)(@® +y* +2).

Die Richtungsableitung Dzf kann man auch eleganter bestimmen: Da die partiellen
Ableitungen D, f, Dof von f stetig sind, ist f differenzierbar. Deshalb gilt nach Satz
1 in 30.4 fiir alle (z,y) € R?

Dif(z,y) = f'(x,y) 0= (D1f(x,y) Daf(z,y)) (Z;) =™ (2%y +2x +y° 2+ ay® + 2y) G)
=™ (Y + 20+ ¢ + 2%+ 2y’ + 2y) = (x +y)(2® + ¥+ 2).
c) Firz,y € Rund z € (0,00) sind
Dif(z,y,2) =¢€Y/z, Dof(x,y,2) =xe?/z, Dsf(z,y,2) = —we¥ /2>
Weiter haben wir
D?f(x,y,2) =0, D3f(x,y,2) = ve¥ )z, D2f(x,y,2) = 2xwe¥ /2>
Und schlieBlich noch die gemischten Ableitungen zweiter Ordnung;:

D2D1f<x7y7 Z) = ey/z = D1D2f(x,y, Z)a
Dngf(CU,y,Z) = _ey/’z2 = D1D3f('ray7z>7
D3D2f<l’,y72) = _',]:ey/’z2 = D2D3f(33,y,2) .

— bitte wenden —
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a)

b)

d)

Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Stetigkeit von f in

(0,0): Gilt (0,0) # (2, 4) — (0,0), so folgt my, := max{|zx|, [yx]} 2= 0, und dies
liefert dann

3 2 3 3
‘yk‘;_ ‘%;Jk‘ < my + my — 9m, koo, 0.
Ty + Ui

| f(@k, yp)| < m2
Das bedeutet f(xy,yr) — 0 = f(0,0), womit die Stetigkeit von f auf ganz R? bewiesen
ist.

Fiir (z,y) # (0,0) erhalten wir mit Hilfe der Quotientenregel

 2ay(a® +y?) - (P —2ty)2e day?

Dy f(x,y) = (22 + 42)? - _(x2 + 12)2

und
By* —a?)(@® +¢°) — (v° —2®y)2y _ 4oy’ —a' +y
(22 + y2)? (@4 y?)?

Im Punkt (0,0) dagegen miissen wir auf die Definition der partiellen Ableitung zurtick-

DZf(xay) =

gehen:
t — —
t—0 t t—0 t
e F0.0) ~ £0,0) 1 -0
OB —f0,00 1 -0
D f(0,0) = lim t B T R
Wegen
11 4k k—o0
Dif(5,5%) = =Nk —1—=-1#0=D:f(0,0)
und 0 b
- - _'_ — 00
Dy f(4,0) = e rop —152% 141 = Dy f(0,0)

sind die partiellen Ableitungen von f in (0,0) nicht stetig.

Es sei ¥ = (v1,v2) € R?\ {(0,0)} eine beliebige Richtung. Dann gilt

hv) — huy, h
T O (LYl ULV M — lim Ugg_ U%ff = “32_ ”332 .
h=0 (hvy)? + (hvg)? h—0 h3(v? 4+ v3) h—0 v2 4 v2 v+ 02

Dies soll nun mit

ws0.0)-7= (1) (1) =

verglichen werden. Es gilt

V3 — V20,

2 1

2 12 gy = 03—y = vg(v2 —|—v2) — %0, =0.
2 2 2 1 1 2 1

vy + V3

Gleichheit gilt also genau dann, wenn vy = 0 oder vy = 0 ist.

— bitte wenden —
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