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7. Ubungsblatt

Aufgabe 27

In der Losung zur Aufgabe 26 wurde gezeigt, dass Dzf(0,0) = (Vf(0,0)) - ¥ genau dann
gilt, wenn v; = 0 oder vy = 0.

Also: nicht fiir alle Richtungen ¢ gilt die Gleichung Dzf(0,0) = (V f(0,0)) - ¢. Folglich kann
die Funktion f in (0, 0) nicht differenzierbar sein, denn sonst miisste diese Gleichung fiir alle
Richtungen ¢ gelten.

Da die partiellen Ableitungen von f auf R?\ {(0,0)} stetig sind, ist f auf R?\ {(0,0)} stetig
partiell differenzierbar, also auch differenzierbar und fir (x,y) # (0,0) gilt

f(z,y) = (Vf(%y))T = (—dzy® —at +da?y? +yt) € RO,

(22 + 2)2
Aufgabe 28
a) Sei f: R3_)R27 f($ay>z) - (l.y2z3€xy Z 2€y—|-SiI1£L') = (fl(ﬁ,y,Z),fg(ZU,y,Z))-

Da alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f

xy? 23

2.3 xy?z3 y 23:y223(1+[l§'y223)6 ’

(z,y,2) = y*2°e™ " + 2y’z
Dyfi(x,y, 2) = 20y23(1 + 2y?2%)e™ z3,
Dufe.0:9) = 30”0+ e
D fo(,y, 2) = 2we¥ + cos z,

(z,y, 2)

(z,y,2) =

23xyz

lel x, Y,z

D2f2 T,Y,z) =T ey

Ds fo(z,y, 2
auf R? stetig sind, ist f auf R? differenzierbar. Fiir die Ableitung von f ergibt sich

f (I‘ y, ) (lel(x Y, 2 ) D2f1($,y,2) D3f1(177y,2))
: Difo(x,y,2) Dofolx,y,2) Dsfolz,y,2)

<y223(1 + xygz‘(‘)’)e“”f’fz3 2ry23(1 + :cy223)e”"9223 3ry?2%(1 + xy223)exy2z3>

2zeY 4+ cosx x2ev 0

b) Auch hier sind alle partiellen Ableitungen von f stetig, so dass f differenzierbar ist

mit
ye® +sinhy e* + xcoshy
[z, y) = 6rsiny  4y®+3z%cosy |, (x,y) € R
—3x? 4

— bitte wenden —
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c) Aufgrund von v = e¥!" gilt Dyf(w,z,y,2) = "%y /2, Dyf(w,z,y,2) = e’"lnzx
und Dy f(w,x,y,z) = Dyf(w,z,y,2z) = 0. Also sind sdmtliche partiellen Ableitungen
von f auf Rx (0, 00) x R? stetig, woraus die Differenzierbarkeit von f auf Rx (0, co) x R?
folgt. Fiir (w,z,y,2) € R x (0,00) x R? gilt

f/(w7 z,Y, Z) = (le(w7 z,Y, Z) D2f(w7 z,Y, Z) Dgf(U), z,Y, Z) D4f(w7 z,Y, Z))
= (0 yrv=! 2¥lnx O) .

Aufgabe 29

Offensichtlich besitzen alle drei Funktionen stetige partielle Ableitungen und sind damit
differenzierbar. Fiir f mit den Komponentenfunktionen f;(x,y) := 22 und fo(x,y) := y? gilt

daher
f/(x y) _ (lel(‘rvy> D2fl(xvy)) — <2.Z‘ 0)
’ Difa(z,y) Dafa(z,y) 0 2y)°
und ebenso ergibt sich

§'(2.y) = (ycos(xy) xcos(xy)) wd B (zy) = (e cosy —e Slny> |

erty erty coshx 0
Mit Hilfe der Kettenregel kommen wir dann auf
y? cos(2?y?) a?

£ rf > 2202
(ﬁo f)/(x,y) - §/<f($,y)) f’(:v,y) - ( exz-&-y? (;(igs-gﬂy )) (26(; 20y>

2zy? cos(x?y?) 222y cos(z?y?)
Qwet v’ 2ye”’ v’ '

Fiir die Ableitung der Funktion ho G im Punkt (z,y) € R? erhilt man

(hog)(w.y) = h'(5(z.v)) §'(x,9)
 [em@) cog (e V) —esin@) gin(e? V) [y cos(zy) z cos(zy)
cosh(sin(zy)) 0 ety ety ’
und Ausmultiplizieren liefert fiir (ko §)'(z,y) die (2,2)-Matrix
[ (ycos(zy) cos(e”™¥) — e*T¥sin(e”1Y)) @) (z cos(zy) cos(e”T¥) — "MV sin(e” 1Y) esin@y)
N y cos(zy) cosh(sin(zy)) x cos(xy) cosh(sin(zy))
Wegen

— —

o flz,y) = §(f(x,y) = G2 v*) = (sin(2®y?), ") =: (w2, y), ua(w,y))
erhalten wir

N _ (Dyus(z,y) Dous(x,y)\ _ (22y®cos(a’y?) 2a%ycos(a’y?)
(Go f)(zy) = (D1u2(x = e’y 2y6z2+y2 )
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Auflerdem ist
ﬁoﬁ(m,y) = ﬁ(ﬁ(w,y)) = E(sin(xy), ") = (esm(wy) cos(e”*Y),sinh(sin(zy))) =: (v1(z,y), va(z,y))
und fiir die Ableitung ergibt sich

BN Dyvi(x,y) Dovi(z,y)
(hog)(z,y) = <D1U2($’Zy/) DQUQ(QJ,Z)>

[ (ycos(zy) cos(e”™¥) — e*T¥sin(e”1Y))e@) (1 cos(zy) cos(e™™¥) — e”T¥ sin(e”1V))esin@y)
N y cos(zy) cosh(sin(zy)) x cos(zy) cosh(sin(zy)) '

— bitte wenden —



Aufgabe 30

a) Das Taylorpolynom von f zweiten Grades um den Punkt 7 ist gegeben durch

Ty(f,70)(Z) = f(Zo) + Vf(Zo) - (T — Zo) + 3 (& — To)" Hy(Zo) (& — Tp) .

Fiir die Funktion f: R®* — R, f(z,y,2) = ze* — y?, ergibt sich

e* 0 0 €
Vix,y,z)= -2y und Hi(x,y,z) =0 =2 0
xe® e 0 x€*

Fiir Zy := (2o, Y0, 20) := (1, —1,0) gilt also

1 0 0 1
(@) =0, V@) =|2], H@=[0 -20
1 1 0 1

Folglich ist

To(f, %0)(7,y,2) = 0+ (¥ — 20) + 2(y — yo) + (2 — 20)
+ %(—2(y —y0)? + (2 — 20)* +2(x — m0) (2 — zo))
=(@—-1)+2y+1)+z—(y+1)*+12+ (z—1)z.

b) Fiir die Funktion f: R? — R, f(z,y) = cos(z) sin(y) e*7¥, gilt

f(z,y) = e Yeosxsiny = f(0,0)
fe(z,y)  =e€"Y(cosxsiny — sinzsiny) = f2(0,0)
fy(x,y) =e*"Y(cosxcosy — cosxsiny) = f,(0,0)
fzx(x7y) =e' y( 2SlIl[L'SlIly) = facac(ovo)
faoy(z,y) =e€*Y(sinxsiny —sinxzcosy — coszsiny + cosxcosy) = f,(0,0)
fyw(z,y) =e€""Y(—=2cosxzcosy) = f,(0,0)
frzz(x,y) =€"7Y(—2cosxsiny — 2sinxsiny) = f222(0,0)
Jawy(®,y) = €*Y(—2sinxcosy + 2sinxsiny) = f22y(0,0)
Jayy(z,y) = €*Y(2sinz cosy — 2 cosx cosy) = fuyy(0,0)
Jywy(z,y) =e€*Y(2cosxsiny + 2 cosx cos y) = fuy(0,0)
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S xhy]zDh D]Qf(o O)

:Ejl J2DJ1 D]2f< ) Z

J1tj2=2

Jl Ja! J1! ja!

+Z

J1+j2=3

-y DY DR £(0,0)
J1!ga!

-y DI D £(0,0)

=04+ (y+0)+ (4 (—=2) +ay-140) + (54> 2+ 524° - (=2) + 0+0)

=y+ay—ay’ —y* +5y°.

— bitte wenden —
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Aufgabe 31

Da die Jakobimatrix von f, deren Komponentenfunktionen wir mit fi, fo, f3 bezeichnen, an
der Stelle (r, ¢, z) € (0,00) x (0,27) x R

D1f1<7",¢, Z) D2f1(r7 ¢: Z) D3f1<7",¢, Z) COS¢ —TSiH¢ O
Jf(Ta ¢,2) = | D1fa(r,,2) Dofo(r,¢,2) Dsfa(r,¢,z) | = [sing rcos¢p 0
D1f3<7“,¢, Z) D2f3(r7 ¢7 Z) D3f3<7“,¢, Z) 0 0 1

lautet, erhélt man det(J7(r, ¢, 2)) =[patw. s3) 1 - det (C°S¢ _TSin‘z’) = r(cos? ¢ +sin® ¢) = r.

sing rcose
Bemerkung: Die Funktion f bildet die Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) eines Punktes im R? auf
seine kartesischen Koordinaten ab.
Aufgabe 32
a) Die Gleichung der Flédche ist durch F(z,y, z) = 0 gegeben, wobei
F(z,y,2) = 2%yz + 3y* — 222° 4 8z.
Zunéchst berechnen wir den Gradienten von F':

2ryz — 227
VF(z,y,z2)= %z + 6y
2%y — 4az + 8

Laut Vorlesung ist eine Normale im Punkt (1,2, —1) gegeben durch
—6

VF(1,2,-1)= | 11 | #0.
14

Eine Gleichung fiir die Tangentialebene ist daher durch (¥ — rg) - VF(1,2,—1) = 0
gegeben. Einsetzen von 7o = (1,2, —1) liefert

6z — 11y — 14z + 2 = 0.

b) Die beiden Fliachen sind durch die Gleichungen F' = G, = 0 gegeben, wobei
F('Taya'Z) = x2 - 2yz +y3 - 47 Ga(a:,y,z) = xZ +1-— (2 - 4a)y2 - GZ2.

Wiederum berechnen wir die Gradienten:

2z 2z
VF(x,y,2) = | 3y = 22 | ,VGa(z,y,2) = | —2(2 — 4a)y
—2y —2az

Die Normalen der beiden Flichen in (1, —1,2) sind also durch
2 2
—11,12(2-4a)
2 —4a

gegeben. Das Skalarprodukt der beiden Normalenvektoren ist 2-2—2(2—4a)—2-4a = 0,
also stehen die Normalenvektoren fiir jeden Wert a € R senkrecht aufeinander.

— bitte wenden —
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