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Aufgabe 27

Offenbar gilt jeweils f € C?*(R?,R), denn die Funktionen sind beliebig oft partiell diffe-
renzierbar. Man erhélt also alle Kandidaten fiir lokale Extremstellen durch Nullsetzen des
Gradienten und kann sie dann mit Hilfe der Hessematrix genauer untersuchen.

!

a) Esgilt grad f(z,y) = (y+1,2—2) = (0,0) genau dann, wenn (z,y) = (2, —1) ist. Somit
ist (2, —1) der einzige stationdre Punkt von f. Wegen det H¢(2, —1) = det ( (1) (1) ) =
—1 < 0 ist die Hesse-Matrix H(2, —1) indefinit, so dass f in (2, —1) einen Sattelpunkt
besitzt.

b) Der Gradient von f lautet grad f(z,y) = (62* — 3y, —3x + 63?). Die erste Kompo-
nente ist = 0 genau dann, wenn y = 222 ist. In diesem Fall ergibt sich fiir die zweite
Komponente —3x + 24z* = 3x(82 — 1). Die stationdren Punkte sind also (0,0) und

(5:3)-

Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch Hy(z,y) = ( 12z -3 )

-3 12y
Da H;(0,0) = _g _g die Eigenwerte —3 und 3 besitzt, ist H;(0,0) indefinit.
(Alternative Begriindung: det H;(0,0) = —9 < 0.) Deshalb ist (0,0) ein Sattelpunkt.

Da Hy(3,3) = < _g _2 ) die Eigenwerte 3 und 9 besitzt, ist Hy(3, 5) positiv definit.
)

(Alternativ mit Satz 2, Kap. 25: 6 > 0 und det Hy(3,3) = 27 > 0.) Somit hat f in

(3,3) ein lokales Minimum.

c) Bei dieser Funktion gilt fiir die partiellen Ableitungen
folz,y) = 2we~(*Hv?) _ 22 (2? + 2y2)e’(‘”2+92) = (22 — 22° — 4ycy2)e’(x2+y2) ,
(@, y) = dye™ ) — 2y (a? + 2% e ) = (dy — 207y — 4yP)e” TV
Damit ergibt sich die Aquivalenzenkette
grad f(z,y) = (0,0) <= 22 —22° —4ay* =0 und 4y — 22°y —4y> =0

< (r=0o0der 1 —2>—-2y*>=0) und (y=0 oder 2 —2* —2y* =0)
e (r=y=0) oder (r=0und2 -2 =0) oder (1—2*=0undy=0).

Als Stellen lokaler Extrema kommen also die Punkte (0,0), (0,4£1) und (£1,0) in
Frage.
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Der Nullpunkt ist sehr einfach zu untersuchen: Wegen f(0,0) = 0 < f(z,y) fiir alle
(x,y) # (0,0) hat f in (0,0) ein globales Minimum.

Fiir die anderen Punkte bestimmen wir dagegen die Hessematrix; es gilt

fea(,y) = (2 — 622 — 4y®)e” @) — 20 f,(x,y),
(22402
Fo(y) = (4 —22% — 12y)e” V) —2yf, (z,y),
(22442 (22402
foy(m,y) = —8zye™ ") — 2y f.(2,y) = frul(z,y) = —dzye ") — 22 f,(2,y).

Da an den stationéren Stellen f, und f, verschwinden, erhalten wir

— fxx(oail) fxy(oaj:l) _ —2e7! 0
01 = <fyx(0,i1) fyy(o,il)) - ( 0 —86—1) '

Wegen —2e™! < 0 und det Hf(0,41) = 16e~2 > 0 ist diese Matrix negativ definit,
daher hat f in den Punkten (0, 1) lokale Maxima; der Wert ist jeweils f(0,+1) = 2~ 1.

Noch zwei stationére Stellen sind zu untersuchen: Es gilt

—4e! 0
Hf(:l:l,O) = ( 0 261) )

und wegen det Hp(£1,0) = =8¢~ < 0 ist diese (2,2)-Matrix indefinit. In den beiden
Punkten (£1,0) hat f folglich keine Extrema, sondern Sattelpunkte.

Aufgabe 28

Es seien

f(z,y) = 2* + 92, g(z,y) = 2° + Sxy + Ty* — 225.
Es ist nun das Minimum von f unter der Nebenbedingung ¢(z,y) = 0 zu bestimmen.
Offensichtlich gilt f, g € C'. Wir diirfen ohne Beweis annehmen, dass ein Punkt (xo,90) € H

existiert, an welchem das gesuchte Minimum angenommen wird. Falls ¢/(zo, yo) vollen Rang
hat, existiert der Multiplikatorenregel von Lagrange zufolge ein A € R mit der Eigenschaft

V f(w0,90) = AVg(zo, Yo)-

Zuerst die Rangbedingung nachpriifen:
J(z,y) = (20 + 8y 8z + 14y)

Wir miissen untersuchen, fiir welche (z, y) die einzeilige Matrix ¢’(x, y) nicht den vollen Rang
(also 1) hat. Das ist gleichbedeutend, damit dass die beiden Eintrdge der Matrix simultan
verschwinden (Nullzeile).

Das lineare Gleichungssystem 2z + 8y = 0,8z + 14y = 0 besitzt zunéchst einmal (0,0) als
Losung; eine kurze Berechnung der Determinante zeigt, dass (0,0) auch die einzige Losung
ist. Also gilt Rang ¢’(x,y) = 0 genau dann, wenn (z,y) = (0,0). (0,0) ist aber kein Punkt
der Nebenbedingungsmenge H, denn ¢(0,0) = —225 # 0.

Laut Multiplikatorensatz existiert also ein A mit V f(zo,v0) = AVg(xo, yo). Wir betrachten
daher die Gleichung V f(z,y) = A\Vg(z,y) zusammen mit der Nebenbedingung:

20 =X2z+8y) (1)
2y =8z +14y) (2
225 = a? +8xy + Ty* (3)
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Wiire A = 0, so folgte aus (1), (2) z = 0,y = 0. Dann ist aber (3) nicht erfiillt. Also A # 0.
Man kann nun die Gleichung durch sukzessives Einsetzen 16sen. Da (1) und (2) linear in z,y
sind kann man, um etwas schneller ans Ziel zu gelangen, folgenden Trick anwenden: kurze
Umformung (beachte A # 0) von (1), (2) zeigt, dass

A —1Dr—4y =
—Adr+ (Nt =T)y =

eine Losung (z,y) # 0 besitzt und somit muss die Determinate der Gleichungssystems 0
sein. Das liefert

A28\ 1—-9=0,

also A7 = —1 oder A71 = 9.

Fall 1: A™! = —1. Aus (1), (2) folgt z = —2y. In (3) eingesetzt, liefert dies —5y? = 225,
welches keine reelle Losung y € R besitzt.

Fall 2: A™' = 9. Aus (1), (2) folgt y = 2z. Einsetzen in (3) ergibt 4522 = 255. Dann ist
2? = 5,9y% = 42? = 20.

Die Gleichung V f(z,y) = AVg(z,y) hat uns also 22 = 5,y* = 20 geliefert; kombiniert mit
der Aussage der Multiplikatorensatzes ist also 3 = 5,y = 20, d.h. das gesuchte Minimum
ist

Vmin{z2 + 42 : (z,y) € H} = \/22 + 2 = V25 = 5.

Aufgabe 29

Da die Menge S beschrankt und abgeschlossen ist, nimmt die stetige Funktion f dort ihr
Minimum und ihr Maximum an; die Existenz der globalen Extrema ist also gesichert. Defi-

niere ( )
5  (alz,y, 2 L r+y+z
Gy, 2) = (gz(l’,% Z)) . (902 +y’ 427 - 1) '

Dann ist S = {(x,y,2) € R® | §(z,y,2) = (0,0)}. Zur Bestimmung der globalen Extrema
von f auf S verwenden wir die Multiplikatorenregel von Lagrange. Zunéchst iiberpriifen wir
die Voraussetzungen: Sowohl f als auch g sind auf R? stetig differenzierbar. Wegen

oy (L 11
9AEY2) =\ 9y 2y 2z

gilt rang §'(z,y, z) < 2 genau fiir z = y = z; solche Punkte kénnen jedoch die Nebenbedin-
gungen gq(z,y,2) = 0 und gs(x,y, z) = 0 nicht erfiillen, denn aus = + y + z = 0 folgte dann
x =y = z =0 im Widerspruch zu 2 + y* + 2% = 1. Also erhalten wir simtliche Kandidaten
fiir Extremstellen durch Anwenden der Multiplikatorenregel von Lagrange: Wir setzen

L(z,y,z, A1, A2) = f(2,y,2) + Mgi(2,y, 2) + Aaga(2,y, 2)
=br+y—3z+M@ty+2)+ @+ +22-1)

und 16sen dann das Gleichungssystem VL(z, 1, z, A1, ) = 0, also die fiinf Gleichungen

5+)\1+2>\21’:0, 1+)\1+2/\2y:0, —3+)\1+2>\2220,
T+y+2=0, P+ -1=0.

Addition der ersten drei Gleichungen liefert

34+3M +2X(z+y+2)=0,
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wegen x + y + z = 0 also Ay = —1. Damit wird die erste Gleichung zu 4 + 2 \;x = 0, was
insbesondere \y # 0 bedeutet. Die zweite Gleichung lautet 2\;y = 0, woraus mit Ay # 0
sofort y = 0 folgt. Aus z +y + z = 0 ergibt sich dann 2 = —z und in 22 + 2 + 22 = 1
eingesetzt folgt 222 =1, d.h. z = % 2 oder x = —%\/5 Die extremwertverdéchtigen Stellen

sind damit
(%\/5705_%\/§> und <_%\/§aoaé\/§)

Die Funktionswerte dort sind f(%\/?,o,—%\/ﬁ) = 4v/2 bzw. f(—%\/i,(),%\/?) = —4\/2.
Folglich besitzt f auf der Menge S das Maximum 4v/2 und das Minimum —4+/2.

Aufgabe 30

a) Der Umkehrsatz liefert die Behauptung, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: Die
Funktion § ist stetig differenzierbar, es gilt §(In2, 3) = (0, 2) und die Matrix §’(In2, Z)
ist reguldr. Wir {iberpriifen diese Voraussetzungen: Die stetige Differenzierbarkeit ist
offensichtlich. Weiter ist

. o (cosh(In2) cos T\ 0 (0
gin2,3) = <sinh(ln 2) sin%) N (sinh(ln 2)) N (3/4) '
denn sinh(In2) = (™% — e~ 2) = 1(2 — 1) = 2. SchlieBlich gilt

7' y) = sinhx cosy —coshx siny
gAY = coshz siny sinhx cosy /)’

und damit ist (1n2)
iy ~ 0 —cosh(In2
§'(In2,3) = (Cosh(ln2) 0

regulér, denn cosh(In2) = $(2+ 1) =2 #0.

Nach dem Umkehrsatz gilt

(51)/(0&):(5'(51(07%)))_12(5’(1n2,g))‘1:(5(/)4 —%/4) _ <_2/5 4(/)5)_

b) Die Funktion g ist iiberall stetig differenzierbar und fiir alle (z,y) € R? ist
det §'(z,y) = (sinhx cosy)? + (coshx siny)?.

Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinh x cosy = 0 und coshx siny = 0
gilt. Fiir x > 0 ist dies gleichbedeutend mit cosy = 0 und siny = 0, kann also nie
eintreten. Folglich ist fir x > 0 die Matrix §'(z,y) stets reguldar. Der Umkehrsatz
liefert nun die lokale Invertierbarkeit von ¢ in jedem Punkt (z,y) € (0,00) x R.
Trotzdem ist die Funktion ¢ auf (0, 00) x R nicht injektiv wegen g(z,y + 27) = g(z,y)
fir (z,y) € (0,00) x R.

Aufgabe 31

a) Die behauptete Auflosbarkeit folgt mit dem Satz iiber implizit definierte Funktionen,
wenn wir

£(0,0,—2)=0 und  8,f(0,0,—2) #0

fiir die stetig differenzierbare Funktion f: R? — R, f(x,vy, 2) i= 2°+22%—3xyz+a®—y3,
iiberpriift haben. Es gilt f(0,0,—2) = (—=2)? + 2(—2)? = 0 und

O.f (w,y,2) = 32> + 42z — 3wy, also 0.f(0,0,—2) = 3(—2)* +4(-2) =4 #0,
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b)

womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Fiir die Ableitung gilt

g (r,y) = —(&zf(x,y,g(fv,y)))_l%y)f(rc,y,g(%y))

1
=— —3yg(z,y) + 32> —3xg(x,y) — 3y?) .
39(z,y)? +4g(z,y) — 3xy ( ) )

Wir miissen zeigen, dass in der Néhe von (0,0, 1, 1) durch die Gleichung

. . - 22+ y? —u? 4 0?
.y u,0) =0, it f(@,y,u,0) = (:1:2—1—292 —3u* +4v* — 1

implizite Funktionen u und v definiert werden. Offenbar ist f : R* — R? stetig diffe-
renzierbar; zudem sieht man sofort, dass f(0,0,1,1) = 0 gilt; die ersten zwei Voraus-
setzungen des Satzes iiber implizit definierte Funktionen sind also erfiillt. Jetzt miissen

—

wir nur noch priifen, ob die Matrix 0, f (0,0,1,1) regulér ist. Wegen

= (2 2y —2u 2v . > [ —2u 2v
f (5’373/7%”)—(2:6 4y —6u Sv 1st a(u,v)f(xayuuav)_ —6u Sv

und damit a(u,v)f(o, 0,1,1) = (Z22). Diese Matrix ist tatséchlich regulir, denn det( ~22) =

—4 £ 0.

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber implizit definierte Funktionen erfiillt.
Danach gibt es eine offene Umgebung U C R? von (0, 0) und eine stetig differenzierbare
Funktion ¢: U — R? mit g(0,0) = (1,1) und f(a:,y,ﬁ(a:,y)) = 0 fiir alle (x,y) €
U. Definiert man v als die erste Komponentenfunktion von ¢ und v als die zweite
Komponentenfunktion von ¢, dann leisten u,v: U — R das Gewiinschte. Auflerdem
ergibt fiir sich fiir (x,y) € U

gl(zay) = _(a(u,v)f?(xvyag(xvy)))il 8(x,y)f($ay>g($ay))
1 -

= — (O f@.y,ulz,y), v(@,y))) " Oy fla,y, ulz,y), v(z,y))
([ 2u(z,y) 2v(z,y) o 2y
- (—6u(x,y) 8U(a:,y)> (Zx 4y) '

Insbesondere fiir (z,y) = (0,0) ist der zweite Faktor die Nullmatrix, so dass dann

700~y o)

ist. Dies bedeutet, dass u,(0,0) = u,(0,0) = v,(0,0) = v,(0,0) gilt.

Dieses Ergebnis kann man auch folgendermafien herleiten: Bilden wir in den beiden
Gleichungen 22+y?—u?+v? = 0 und 224+2y*—3u?+4v? = 1 die partielle Ableitung nach
x, wobel wir u = u(x,y) und v = v(x,y) jetzt als die implizit definierten Funktionen
auffassen, so ergibt sich

2x — 2uu, + 2vv, =0 und 2x — 6uu, + Svv, = 0.
Einsetzen von = = y = 0 liefert wegen «(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) +2v,(0,0) =0  und — 6u,(0,0) + 8v,(0,0) = 0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.
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Um die partiellen Ableitungen nach y der implizit definierten Funktionen u = u(z,y)
und v = v(z,y) zu berechnen, gehen wir analog wie eben vor. Wir bilden in beiden
Gleichungen 22 +y? — u? +v? = 0 und 22 + 2y% — 3u? + 4v? = 1 die partielle Ableitung
nach y und erhalten
2y — 2uuy, + 2vv, =0 und 4y — 6uuy, + 8vv, = 0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen «(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) 4+ 2v,(0,0) =0 und — 61,(0,0) + 8v,(0,0) =0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.
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