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Aufgabe 44

Zuniichst einmal berechnen wir die Divergenz von #: in R? \ {0} gilt

—y
o) = (ﬂ;w)
12+y2
und somit nach Quotientenregel

v+ Dy
m2+y2 + ylEQ—i—yz
04y 2z 0—x 2y
(2 +y2)? (22 +y?)?
= 0.

V.§(#) = D

Daraus folgt sofort, dass fG\BQ V -7 d(z,y) = 0 fiir jedes kleine o > 0 gilt, d.h.

lim V-vd(z,y) =0.

=0 Je\B,

Zur Berechnung des Randintegrals schreiben wir

YUY Uys ={(2,0): 0 <o <1} U{(2,y) ;2> 0,y > 0,22 +9* =1} U{(0,9) : 0

/AN
Neg
/AN
—_
—

und parametrisieren fiir o < 1 wie folgt die Stiicke 71, 72, 73:
7 : o, 1] — R, m(t) = (t,0)
7y 1 [0,7/2] — R, 5 (t) = (cost,sint)
731 0,1 — o] — R? 3(t) = (0,1 —t).

Also
1 1
/27-d§:/17-€1dt:/0dt20
71 o o
w2 9 n_1 [—sint —sint
/U-dé’:/ (cos®t +sin“t)~ ( >( dt =7/2
o 0 cost cost
1—p 1—p
/77-d§:—/ 17-€2dt:—/ 0dt=0
Y3 0 0
und somit
lim U-d§=m/2.
=0 Jac\ B,

— bitte wenden —
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Interpretation: die beiden Integrale [, - ds, [,V - Ud(x,y) existieren im uneigentlichen
Sinne (¢ — 0), aber die Gleichheit

/ ﬁ-d§:/v-ﬁd(x,y)
oG a

gilt nicht. Die Voraussetzung fiir den Divergenzssatz in R? koénnen also nicht dahingehend
abgeschwiicht werden, dass man ¢ € C''(G) zulésst und evtl. uneigentliche Integrale benutzt.
Man beachte, dass in der Vorlesung v € Cl(é) gefordert wurde, wobei G ein Gebiet war,
dass GG inklusive Rand umfasst.
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Die Fliache J liegt in Parameterdarstellung vor mit
(u,v) = v , (u,v) €U == {(u,v) € R* | u® +v* < 3}.

Der Stokessche Integralsatz liefert

/ v-ds= //(V X U)-do= //(V x ) (7w, v)) - (D17(u, v) X Dai(u,v)) d(u,v).
oF 5 £
Nun ist
1 0 2u
DyFf(u,v)y=1| 0 |, Dof(u,v)=1{11], also Dy7(u,v) X Doif(u,v) = | —2v |,
—2u 2v 1
und es gilt
D1 U1 D2U3 — D3U2 1-— (—3) 4
V X U= D2 X V2 = Dg’Ul — Dl’Ug = 1— (—2) = 3
D3 V3 Dl?JQ — DQUl 9— (—5) 14

Folglich ergibt sich

2u

/8917.615‘:// 1;14 : —121] d(u,v)://(8u—6v+14)d(u’v);
U

U

und mit Polarkoordinaten (U ist die Kreisscheibe um (0, 0) mit Radius v/3 ) erhilt man unter

Beriicksichtigung von f027r cos pdo = 027r singpd¢ = 0:
V3 27 V3
:/ / (8rcos¢—6rsin¢+14)rd¢dr:/ 287r dr
o Jo 0
— 287 [Lr?] " = 287 - 3 = d2n.

— bitte wenden —
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a) Die Oberfliche & des Zylinders Z besteht aus drei Teilen, ndmlich aus der Bodenfléche
F1, der Mantelfliche F5 und der oberen Deckfliche Fj.

Die Bodenflache & konnen wir durch die Parametrisierung #(u, v) := (ucos v, usinv, 0)
mit (u,v) € U :=[0,1] x [0, 27] darstellen. Es gilt

COS v —yusinv 0 0
Dy7(u,v) X Dor(u,v) = | sinv | X | wcosv | = 0 =10
0 0 ucos®v + usin? v u

Es ergibt sich N = (0,0,—1) als &uBere Einheitsnormale. (Man teilt D;#(u,v) x
Dy(u, v) durch die Norm || D17(u, v) x Dar(u, v)|| und wéhlt dann noch das Vorzeichen
so, dass der Vektor nach aufien weist.) Also ist [ fcﬂ v+ N do =0, denn

B u? cos® v 0
(0(7(u,v))) - (N(F(u,v))) = [ uwdcos’vsinv | - [ 0 | =0.
0 —1

Die Mantelfliche F5 wird durch 7(u, v) := (cosu,sinwu,v) mit (u,v) € U := [0, 27] X
0, 1] parametrisiert. Wir erhalten

—sinu 0 cosu
Di7(u,v) X Doif(u,v) = | cosu | x | 0| = | sinw
0 1 0
Dies ist die duBere Einheitsnormale N an F,. Wegen
cosu cos u
(0(7(u,v))) - (N(7(u,v))) = | cos?usinu | - [ sinu | = cos® u+cos® u sin® u = cos® u
v cos®u 0

folgt

2m
//U Ndo—//cos u||D1ruv)><D2r(uv||duv //cos udvdu—/ cosudu = 7.

7c032u+sm u=1

Es bleibt noch die Deckfliche F5: Die Parametrisierung 7(u, v) := (ucos v, usinv, 1) mit
(u,v) € U :=10,1] x [0, 27] liefert D17(u,v) x Dar(u,v) = (0,0,u). Esist N = (0,0, 1)

und damit
B ud cos® v 0
(0(7(u,v))) - (N(F(u,v))) = [ udcos?v sinv | - [ 0] =u’cos®v.
u? cos® v 1

Somit erhalten wir

1 2w
//U N do = //u2 cos? v || D17 (u, v) X Dyi(u, v)|| d(u,v) :/ / u® cos® v dv du
I3 U

=|ul=u, dau >0

1 2
:</ ugdu> (/ cos2vdv):i7r.
0 0

Insgesamt ergibt sich
3
// :Z//UNO—O—HT—F W—iﬂ'
F k=1"g,

— bitte wenden —




b) Nach dem GauBschen Integralsatz im R? ist

//z?-ﬁdo:// (V- 7)d(z,y, 7).

Nun gilt (V- 0)(z,y, 2) = Di(23) + Da(2?y) + D3(2?z) = 32 + 2% + 2* = 52 und mit
Zylinderkoordinaten x = rcos¢, y = rsing, z = z, wobei r € [0,1], ¢ € [0,27], 2z €
[0, 1], folgt

//U-Ndo=///5x2d(:v,y, /// 5(rcos @) rd(r, ¢, z)

[0,1]x[0,27] x[0,1]

/ /%/ 513 cos ¢dzd¢dr—/ /27r57" cos® ¢ do dr
:5(/0 r dr) (/ ¢d¢)

N sei stets die Einheitsnormale auf 0K, die ins AuBere von K gerichtet ist. Fiir den FluB
des Vektorfeldes f durch die Oberfliche 0K des Kegels K nach auflen gilt

/ 7. N do.
oK

Die Oberfliche 0K besteht aus dem Kegelmantel und dem Grundkreis. Wir parametrisieren
zunéchst den Kegelmantel

M :={(z,y,2) ER® | z2=2— /22 + 42, z > 0}
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durch
x T COS ¢
y| =|rsing | =:g(r,¢) mit (7, ¢) € [0,2] x [0, 27].
z 2—r
Dann ist
cos ¢ —rsin ¢ 7 COS @
D1g(r,¢) X Dag(r,¢) = | sing | x | rcos¢p | = | rsing
—1 0 r

Dieser Vektor zeigt nach auflen. Weiter gilt

2—r 7 COS @
f(ﬁ(r, ®)) - (Dlj(r, ®) x Dog(r, gb)) = |rsing | - | rsing | =(2—7r)rcos¢ + r?sin’ ¢ + (3—mr)r
3—r r

= (2r —r*) cos ¢ + r?sin® ¢ + (3r — r?).

— bitte wenden —



Fiir den Flufl von f durch die Mantelfliche M nach aulen erhélt man

Dig(r,0) x Daglr.é) | .0l dir
// f-Ndo= // Flar ) 1 o g gy 11 6) x Do 6) (. )

x[0,27]

/ [ far.0) - (Dugtr.0) x Dagtr ) dir, )

x[0,27]

// (2r — r*) cos ¢ + r’sin® ¢ + (3r — r?)) do dr

3

:/o (mr? + 3r —r*)27) dr = [W%—i—(;r —3)27TK:§7T.

Eine Parametrisierung des Grundkreises
G:={(z,y,2) eR® | 2® +y* <4, 2 =0}
ist gegeben durch
7 COS ¢

x
y| =|rsing | = g(r,¢) mit (r, ¢) € [0,2] x [0, 27].
z 0

cos ¢ —rsin ¢ 0
Dyg(r,¢) X Dag(r,¢) = | sing | x | rcos¢p | =(0].
0 0 r

Dieser Vektor zeigt nach innen. Wegen

0 0
F(§(r,¢)) - (—=Dug(r, ¢) x Dagi(r, ) = ( sin ¢) | ( 0 ) =

1 —r

Dann ist

ergibt sich fiir den Flul von f durch die Grundfliche G nach auflen

// Foido= [[ 1.6 (~Digir.é) x Daglr, ) dir. )

[0,2]x[0,27]

// —rdgbdr——/ omr dr — —Ar.

Der Flufl von f durch die gesamte Oberfliche 0K des Kegels K nach auflen betriagt somit
—— — — 28 16
//f-NdOZ//f-Nd0+/ f'Nd0:§7T—47T:?7T.
oK M G

Alternativ: Man kann . oK f - N do auch mit dem GauBschen Integralsatz im R3 berechnen:

//f-NdOZ// V-de:///2d(x,y,z)

— bitte wenden —



—

wobei wir hier dr fir d(z,y,z) geschrieben und (V - f)(x,y,2) = | D2 | - Yy =
0+ 1+ 1 =2 verwendet haben. Mit Zylinderkoordinaten

X = rcos o, Yy = rsin ¢, z2=2z
lasst sich K charakterisieren durch

€ [0, 2], ¢ € 0,27], z€10,2—r],

so dass folgt

2 p2—r p2r
//f~ﬁd0:2///d(x,y,z):2// / rdodzdr
) A o Jo 0
2 2 2 , 16
:47r/ / TdZdTI47T/ (2T—T2)d7’:4ﬂ'[7’2—%r3]0:gﬂ'.
o Jo 0
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a) Fir (z,y,z) € A gilt nach Definition der Menge x € [1,2] sowie 0 < z* — y?, also
y? < 22 d.h |y| < |z| =z wegen x > 0. Mit

AO = {(:E:y) € R2 | LS [172]7 -z < Yy < l‘}
lésst sich A folgendermaflen schreiben
A= {(zy,2) € R? | (z,y) € Ap, 0 < 2 < —yz}.

Da der Integrand f(x,y,z) = 1 stetig ist, erhdlt man nach 42.1

:/// d(x,y,z)://</ox2_y2dz>d(x,y):/lg/Z/OxQ_dezdydx
// 22—y dydx—/l[a:y—gy]y_xdx—/ 403 de

= [1z ]$:1_§(16—1):5.

b)

X

Die Menge B wird von den Koordinatenebenen und von der Ebene durch die drei
Punkte (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, %) begrenzt (siehe Skizze). Damit ist (z,y,2) € B
dquivalent zu

0<r<l, 0<y<l—u, 0<z\%(1—x—y).

— bitte wenden —



Bei B handelt es sich also um
B={(z,y,2) eR*|(z,y) € By, 0<2< 1 —-2—-y)},
wobei By:={(z,y) eR*|0<2<1,0<y<1l—a}.
(7,9, z) > sin z auf R3 stetig ist, erglbt sich fiir das Integral nach (1) aus 42.1

1—2 (1—z—y)/
///smzda:y, / / / sinzdzdyda:
o Jo 0
1— x 1— z
// — cos z] __y dyd:c—// — cos(

:/0 [2sin (1272) 4 4] dx—/o (1 -2 —2sin(15)) do

= [z — 12° - 4008(%)}120 =(1—2—4cos0) +4cos(3) =—1 +4cos(3).

)—l—l) dy dx
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a) Sei 0 <r < R. Zur Berechnung von
Y
J[Yiww,  B={wye® @)l R bl <o)
B

fiihren wir Polarkoordinaten ein:

(%)
r=pcos¢, y=psing mitoc[rR], ¢c [ ]

(Hierbei ergibt sich (%) durch die Bedingung |y| < z. Wiirde man ¢ € [0, 27| fordern,
so miisste man ¢ € [0, 2] U [£, 27] wéhlen und B in By = {(z, y) e R? | ||(z,v)] €

[ R[,0 <y < 56} und By = {(z,y) € R? | |[(z,y)|| € [r,R],—2 <y < 0} zerlegen.
Dann ist [[, % d(x, ffBlydxy +ff32ydxy Wirerhalten
// (z, ) / / sin ¢ ododp = %( —7“2)/4 tan ¢ dp = 0.
= Jr cos ¢ =

Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich, weil der Tangens eine ungerade Funktion ist
und iiber ein zu 0 symmetrisches Intervall integriert wird.

b) Wir greifen auf Zylinderkoordinaten zuriick:
T =7rcoso, y=rsing, z=z, d(z,y,z) =rd(r,¢,z).

Fiir (z,y,2) € B gilt 0 < z < 1, und die zweite B definierende Ungleichung fiihrt auf
die Bedingung r* < (1 — 2)%. Die Menge B ist also charakterisiert durch

0<z<1, 0< ¢ < 2m, 0<r<l—=z.

Die Transformationsformel liefert nun

27 1—z
///x+y221z (7,9, 2 // / )2 20" dr dg dz
—27r/ / drdz—27r/0 [érﬁ}i:g e21=2)"

2(1-2)771 7r(e2 _ 1)
_ 1o(] — 26 e20=27 g — | "¢ _me -1
/o sm(l—2)"e z 5 B 5

— bitte wenden —



c) Definiere K = {(z,y,2) € R* | 2% 4+ y* + 2% < 1}. Dann miissen wir

B _/// oy, 2) dlw. v, 2 ///1+x2+y el

berechnen. Hierzu benutzen wir Kugelkoordinaten

r=rcospcost), y=rsingcosd, z=rsind  mitrecl0,1], ¢ €[0,27], ¥ € [-F,F]

Die Transformationsformel liefert

1 g 2
n= /]
o JozJo 1
1 r3
:27r//
0 _gl T
1 9 1
1
:47r/ ! dr:47r/ (1— )dr
o 1+7r? 0 1+ 72

=47 (1 — [arctanr],_o) = 47(1 — (3 — 0)) = 47 — 7°.

5 r? cos ¥ de di dr
r

2
5 cos VY d9 dr

— bitte wenden —



	Aufgabe 44
	Aufgabe 45
	Aufgabe 46
	Aufgabe 47
	Aufgabe 48
	Aufgabe 49

