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Lésungsvorschlige zum 3. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Setzen wir in die Darstellung aus 3 b) aus dem Ubungsblatt 1 ¢ = /4 ein, so ergibt sich

o
1 1 1 1
ng_l - sin(nm/2) = —|—3 E + - +

Die erste Reihe hat also den Wert /4.
Setzen wir in die Darstellung aus 3a) ¢ = 0 ein, so ergibt sich

[e.9]
us —4 4 1 1 1
0 14— 4 — 4 —
2 T;)(Qn—&—l)%r 7T< TRt E T >
Die zweite Reihe ergibt also 72 /8.

Aufgabe 2

Annahme: Es gibt eine 27-periodische, iiber [—7r 7] integrierbare Funktion f: R — C mit reellen
Fourierkoeffizienten a; = 0 (k € Ng) und b, = (k: € N). Die Besselsche Ungleichung besagt

%\

S WP < IFB =5 [ 1P d < oo

k=—oc0
Daher folgt wegen f(0) = 0, f(k) = (g —iby) = —ﬁ und f(—k) = H(ag +ibg) = 2\% (fiir alle
k e N)
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d.h. die Konvergenz der harmonischen Reihe. Dies ist ein Widerspruch! Deshalb existiert keine
2m-periodische, iiber [—m, 7] integrierbare Funktion, welche die Fourierreihe Y p- | sin(kt) 1 egitat.

NG

Aufgabe 3

Sei f: R — C eine zweimal stetig differenzierbare und 27-periodische Funktion. Bezeichnen
1 4 -
cp = / f(t)e_lklt dt, ke,
2 J_,

die Fourierkoeffizienten von f, so gibt es nach dem Satz in 18.8 die Darstellung

flt) = Z cre’®t fiir alle t € R.



Da f’ stetig differenzierbar und 27-periodisch ist, gilt nach dem Darstellungssatz in 18.8

f't) = Z et fiir alle t € R,
k=—o0
wobei 1 g
M= o f'(t)e *t dt, ke Z,

—T
die Fourierkoeffizienten von f’ sind. Zum Nachweis der behaupteten Identitit, miissen wir also

v, = ikey, fir alle k € Z zeigen.
Fiir k € Z\ {0} erhalten wir mit Hilfe von partieller Integration

L™ ikt 1 —ikt)™ L[ o —ikt ,
=g [P = g [F0e ML g [ f0ike dt = ke,
=0, da 2m-per.

Im Fall £ = 0 ergibt sich wegen der 27-Periodizitat von f

| Y 1 7'r .
0= 5= 77Tf(t)dt—g[f(t)]_ﬂ—O—Z-O.co.
Aufgabe 4
-2 2
Firz=|( 1 Jundy=| 0 | gilt
1 -2
-2-0 -2
rxy=|2-4|=1-2],
0—2 -2
-2 -2
(xxylz)=( -2l 1 ])=-2-(-2)+(-2)-1+(-2)-1=0
-2 1

[dieses Ergebnis war zu erwarten, weil stets z X y sowohl orthogonal auf z als auch orthogonal auf
y steht]. Fiir den Winkel ¢, den die Vektoren = und y einschlieen, gilt

(zly)  —2-24+1-0+1-(-2) -6 6 3
cos p = = = = 4/ =2
Izl vl VA+1+1-vVA+4  V6-8 8 2

Hieraus folgt ¢ = %”. Der Fliacheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms lautet

|z %yl = /(=22 + (=2)2 + (-2)2 = V4 + 4+ 4 =2V3.

Aufgabe 5

Die beiden Vektoren haben offenbar Norm 1 und stehen senkrecht aufeinander. Das Kreuzprodukt
dieser Vektoren ist orthogonal zu beiden und hat zudem Norm 1 (denn |la x b|| = ||al - ||b]| - sin ¢,
wobei ¢ der Winkel zwischen den Vektoren a und b ist). Wir wihlen also

Ufy) (D) (s
3V5 \ 9 0 3Vh \ 5

als dritten Vektor.



Aufgabe 6

Zunichst zur Matrix A: Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x 4(A) = det(A — Al3). Dieses lautet

22— X -2 —4 18—XA =18+ A 0
det 4 16 — A —4 =Z1—2Z1—2Z) det 4 16 — A —4
2 —1 16 — A 2 -1 16 — A
0 —18+ A 0
20— A -4
=[S1—S1+5] det [20—X 16— A —4 =[Entw. n. Z1] (18 — \) det < 1 16 — /\>
1 —1 16 — A

= (18 = A)((20 — A)(16 — A) +4) = (18 — M) (A% — 36X + 324) = —(\ — 18)".

Wegen x4(\) = 0 <= X\ = 18 besitzt die Matrix A nur den Eigenwert 18; dieser hat die algebraische
Vielfachheit 3. Der zugehorige Eigenraum E4(18) ist die Menge aller x € C3 mit Az = 18z bzw.
(A — 18I3)x = 0. Zur Berechnung des Kerns von

4 -2 —4
A—18I3=14 -2 —4
2 -1 =2
verwenden wir Zeilenumformungen
4 -2 —4 4 -2 —4 1 —1/2 -1
_ Z1—1z
4 2 4 BB 0 0 ) S {0 00 0
2 —1 —2) #7%734 \0 0 0 0 0 0
und lesen mit Hilfe des (—1)-Erginzungstricks ab
~1/2 ~1 1\ /1
Es(18) =Kern(A —18I3) ={s| —1 | +¢t| 0 |:s,teC}=1in{|[2],[0]}.
0 —1 0 1

Der Eigenwert 18 hat die geometrische Vielfachheit 2, weil der Eigenraum FE 4(18) zweidimensional
ist. Da die geometrische und algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 18 nicht iibereinstimmen, ist
A nicht diagonalisierbar.

Jetzt zur Matrix B: Wir berechnen das zugehérige charakteristische Polynom

1-x 1 0 0 1 =A1-X
XB(A) = det(B — )\13) = det 2 —A 2 =[Z1—Z1+(1-\)Z3 det 0 —A 2—2)\
—1 0 _A [ Zo—Zo+273 ] —1 O _)\

=(Bntw. . 5,] — det (_1)\ _;‘(i ;}\A)) =—(2-22-22(1-N) = (A2 =2)(1 - \).

Wegen xg(A) = 0 <= X € {1,v/2,—v/2} hat die Matrix B die drei Eigenwerte \; = 1, Ay = /2
und A3 = —/2. Diese haben jeweils die algebraische Vielfachheit 1.
Wir bestimmen nun den Eigenraum Eg(1) zu A; = 1, also die Menge aller x € C? mit (B—1I3)x = 0:

0 1 0 -1 0 -1 10 1
B-ILi=|2 -1 2 |2Z2282% () Lozt 2 010
_1 0 _1 VARSI 0 1 0 Zl_)_Zl,Z2_>_Z2 0 0 0

Mit Hilfe des (—1)-Ergéinzungstricks lesen wir ab

1
Ep(l)=1ln{| 0 |}.
~1



Der Eigenwert 1 besitzt die geometrische Vielfachheit 1, weil der zugehorige Eigenraum eindimen-
sional ist.

Schliefllich miissen wir noch die zu den beiden Eigenwerten Ao 3 = ++/2 gehorenden Eigenriume
bestimmen. Analoges Vorgehen wie eben ergibt

-2 V2
Ep(vV2)=1lin{|v2-2|} und  Ep(—V2)=Iln{|-—v2-2]}.
1 1

Die geometrische Vielfachheit von v/2 bzw. —v/2 betriigt jeweils 1. Die Matrix B ist diagonalisierbar,
weil fiir jeden Eigenwert von B geometrische und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen.

Aufgabe 7
Wir berechnen das charakteristische Polynom von A: x4(A\) = det(A — Al4)
3—A 1 -1 1 3—-A 1 -1 1
1 3—-A 1 -1 1 3—A 1 -1
sdet 0 3 e deti g 4_x 4-n o0
1 -1 1 3=A 0 X=4 0 4-2)
3 1 " 2 E A _11 —11 soA 2
—[S2—S2+S4] det 0 4— N 4—\ 0 —[Entw.Z4] (4 - )‘) - det 1 2—-A 1
0 0 0 4-2X oA A
3—A 3 -1
3—A 3
=[S2—S2—S3] (4 - )\) -det 1 1—=A 1 —[Entw.Zs] (4 - )‘)2 - det < 1 1— )\>
0 0 4-2A

=(@A=22(B=N1-A)=3)=4—-N* N —4)) =1 —4)%.

Die Matrix A besitzt also die zwei Eigenwerte \; = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und A\ = 4
(mit algebraischer Vielfachheit 3). Wir bestimmen nun die Eigenrdume:
Fiir Ay = 0 miissen wir das Gleichungssystem (A — 0I4)x = 0, also Az = 0 16sen:

3 1 -1 1 0 -8 —4 4 0 0 4 4
1 3 1 -1 zi=2.-32, 1 3 1 =1 zi=2zi+225 1 3 1 -1
—1 1 3 1 Z3— 73+ 722 0 4 4 0 Za— 74+ 73 0 4 4 0
1 -1 1 3) #7%42 \g —4 0 4 00 4 4
Wihlen wir x4 beliebig, so folgt aus der ersten/letzten Zeile x5 = —xy4, aus der dritten x9 = x4 und
aus der zweiten dann x; = —x4. Wir haben also den eindimensionalen Eigenraum
-1
. . 1
EA(0) =lin{e1 }, wobel ¢ 1= 1
1
Jetzt zu Ay = 4:
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1
o 1 -1 1 —1 Zo—Zo+ 71 0 0 0 0 Z1——271 0 0 0 0
A-dli=1 1 o Zaszsz0 | 0 0 0 0 "lo 0o 0 o0
1 -1 1 —1) #2448 \g 0 0 0 0 0 0 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab
-1 1 -1
. -1 0 0
EA(4) = lln{62,63,64}, Cy = 0 y C3 = 1| Cq = 0
0 0 -1



Die Matrix A ist als symmetrische Matrix diagonalisierbar. Da ¢; eine Basis von E4(0) und c2, c3, ¢4
eine Basis von F4(4) ist, gilt fiir die Matrix S mit den Spalten ¢y, ca, 3, ¢4

STLAS =

o O O O
O O = O
O = O O
- O O O

Bemerkung: Da A € R4 symmetrisch ist, gibt es eine sogar orthogonale Matrix P € R**4 mit

0000
0400
T —
PrAP = 00 40
00 0 4
Um eine solches P anzugeben, bestimmen wir jeweils eine Orthonormalbasis der Eigenrdume.
-1
. . . 1 111
Eine Orthonormalbasis von E4(0) ist gegeben durch by := W a=s 1
c1 -
1

Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von F4(4) verwenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren :

-1
b 1 1 -1
9= ——Cy = —
ez V2| 0
0
1 —1 1
7 0 -1 1 -1 1]1-1
b3.—C3—(03‘b2)b2— 1 _E? 0 _5 5
0 0 0
1
b 1 -~ 1 —1
3 — —=—03 = —F—
B3]l V6| 2
0
-1 ~1 1 1
7 0 -1 1 -1 -1 1 -1 11 1
by := cq4 — (cq]b2)ba — (c4]b3)b3 = - . I
dm e (et — (elba = | o | = L = [ ) =5 |
-1 0 0 -3

—1
1 3 1 1
= =04 = —F=
b4 2v3 | ~1
3

Somit bilden bg, b3, by eine Orthonormalbasis von E 4(4).
Besitzt die Matrix P die Spalten by, by, b3, by, dann ist P orthogonal (d.h. P~! = PT) und es gilt

0000
0400
T —
PrAP = 0040
00 0 4



