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Aufgabe 1

Erinnerung an die geometrische Rethe: Sei w € Cmit |w| < 1. Dannist Y-, w” absolut konvergent,
und es gilt S50 wh = 1.

1-w
Es seien T'> 0 und s € C mit Re(s) > 0. Setze A := fOT e SUf(t) dt sowie w := e~*T.
Zu zeigen ist also Z{f}(s) = 1= A.

Fiir jedes N € N gilt aufgrund der T-Periodizitiat von f

(N+1)T N )T ri=t—kT
/ e f(t) dt:Z/ e St f(t)dt " Z/ —SHRT) f(r + KT) dr
0 k

N
:;eSkT/O e T f(r dr—Zka AZw
=0

Fiir N — oo ergibt sich wegen |w| = e~ Re(s)T 1

T
Z{f}(s)Z/O e f(t) AZw = = 1‘ST/0 e St f(t) dt.

1—e

Aufgabe 2

a) i) Der Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung richtet sich nach den Nullstellen des Nenner-
polynoms 2% — 22 — 22 = x(2? — 2 — 2). Diese sind —1,0,2. Jede dieser Nullstellen ist
einfach. Demzufolge lautet der Ansatz der Partialbruchzerlegung

24r—1 iy — A B C

x3_x2_2x_x(x+1)(x—2):E+x+1+x—2'

Um die Koeffizienten A, B, C zu ermitteln, haben wir verschiedene Moglichkeiten.
1. Méglichkeit: Wir multiplizieren obige Gleichung mit dem Hauptnenner z(x+1)(x —2)

2+ x—1=A(x+1)(x—2)+ Br(x —2) + Cz(x + 1)

und setzen die Nullstellen des Nennerpolynoms ein

r=0: —-1=-24 = A=1/2
x=—1: -1= 3B <<= B=-1/3
r=2: 5= 6C <~ (C=5/6

2. Méglichkeit: Um A, den Koeffizienten des zur Nullstelle A = 0 gehérenden Terms %,

zu ermitteln, multipliziert man % mit z — A = x und bildet dann den Grenzwert
x — A, also x — 0. Formal ausgedriickt bedeutet dies
, 4z —1 . 4a-1 -1 1
A= lim cx)=lim—————=— = —.
z—0\ z(z + 1)(z — 2) a0 (z+1)(z—2) -2 2

1



Entsprechend kann man fiir B und C verfahren

a1 242-1 1
B:hm<(x T -(a:+1)>:limm:_
X

a——1\z(zx+1)(x —2) a——1 x(x —2) 37
?+r—1 ?+r—-1 5
C=1li (z—=2)) =lim—F— = —.
xg%<:v(:v—|—1)(x—2) (@ )) 22 z(z+1) 6

Mit den Koeffizienten A = 1/2, B = —1/3 sowie C' = 5/6 ergibt sich

P24r—1 B 24+r—1 _1 1 5

P22 aet\@-2) 2z 3@+l 6@-2)

Wiederum miissen zunéchst die Nullstellen des Nennerpolynoms bestimmt werden. Durch
“scharfes Hinsehen” erkennen wir, dass —1 eine solche ist. Polynomdivision liefert
w3 +22—r—1=(22—-1)(z+1), und wegen (22 — 1) = (x — 1)(z + 1) ergibt sich

B —z—1=(@-1Dx+1)>2

Damit ist 1 eine einfache Nullstelle und —1 eine doppelte Nullstelle des Nennerpolynoms.
Der Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung ist daher

x B x A n B . C
Btz2-r—-1 (-DE+1D)2 z2-1 (x+1) (z+1)2°

Nach Multiplikation mit (z — 1)(x + 1)? ist
ct=Ax+1)2+Blz+1)(z-1)+C@—-1)=A@®>+2z+ 1)+ B@?-1)+Cz—1).
Setzen wir die Nullstellen —1 und 1 hierin ein, erhalten wir

r=—1: -1=-2C <<= (C=1)2
r=1: 1= 4A — A=1/4

Um B zu bestimmen, kénnen wir einen beliebigen anderen Wert fiir = einsetzen. Wir
wéhlen z = 0, weil dann die linke Seite der Gleichung verschwindet:

Alternativ konnten wir zur Bestimmung von A, B, C auch einen Koeffizientenvergleich
durchfiithren, der auf ein lineares Gleichungssystem fiithrt

z2 0= A+ B
T 1=2A4+ C
1: 0= A-B-C

beziehungsweise geschrieben als

1 1 0 0 1 00 1/4
2 0 1 1 |~...~ | 01 0| —1/4
1 -1 -1 0 0 01 1/2

Jedenfalls liefern beide Alternativen A =1/4, B = —1/4, C' = 1/2. Folglich ist

v ! 1 1
C—D@+1? da-1 izt 2@+




b) Wegen (z+1)%(2®+1) = (z+1)3(2? —2+1) = (x—l—l)g’(x—HT‘/gi)(x—l_T‘/gi) sind —1 eine drei-
fache Nullstelle und HT\/EZ bzw. 177\/& jeweils eine einfache Nullstelle des Nennerpolynoms.
Deshalb lautet der Ansatz fiir die komplexe Partialbruchzerlegung

1 A B C D E

(x+1)%(z3 +1) :l‘+1+(x+1)2+(az+1)3+$_1+%/§i +x_1—%/§i'

(In der Notation der Vorlesung geschrieben: P(z) = 1, Q(x) = (x + 1)?(2® + 1), \y = —1,
)\QZHT\/?”und)\gz%@,k‘l:?),kgzk‘g:lsowieagl):A,agl :Baél):C,

N

a?) = D und agg’) = E.) Ergebnis: A = %, B= %, C= 1 , D= 1 , B = —%.
Der Ansatz fiir die reelle Partialbruchzerlegung ist
1 B 1 _ A B . C Dz +E
(x+1)2@34+1) (r+130@2—-2+1) 2+1 (z+1)2 (+1)3 22—z +1°
e A 2 1 1 /5__2 B_1
Ergebnis: A=35, B=3,C=3,D=—5, F=3.

Aufgabe 3

a) Partialbruchzerlegung liefert

1 1 1 1
s2—1 _5(3—1 75—|—l>'
Wegen Z{e!"}(s) = -1 fiir Re(s) > 1 und £{e"1"}(s) = 7 fiir Re(s) > —1 erhalten wir
fiir Re(s) > 1

= 5 (21 )~ 2{e60)) = 2{ 5 — e ) = 2 {sinh(1) }(s).

S

Alternativ: Nach der Faltungsregel gilt fiir Re(s) > 1
111
s2—1 s—1s+1

= 2{e'}(s) L{e"}(s5) = L{g1}(s) Z{g2}(s) = L{g1 = g2}(5)

wobei g1 (t) := e’ und go(t) := gesetzt seien. Also fanden wir mit der Faltung gy * g2 eine
Funktion mit .Z{g; * g2}(s) = . Nun miissen wir noch g; * g2 berechnen. Fiir ¢ > 0 ist

t t t
(g1 % g2)(t) = / g1(t — u)ga(u) du = / el e du = et/ e 2% du,
0 0

0
1
_ Lt - —2u
_e( 2¢ )

b) Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

11 12 12
s2+2s  s(s+2) s s+2

t 1
= §(et —e ") =sinh(t).

u=0

erkennen wir fiir Re(s) > 0

1 1 1 t 1 —2t
aas = 32 ) - 529 = 2 {50 - e }s).

Alternativ: Wir konnen den b)-Teil auch 16sen, indem wir die Dampfungsregel auf das Resultat
des a)-Teils anwenden. Es gilt ndmlich fiir alle Re(s) > 0
1 1

21925 (s+1)2_1 2 Z{sinh(t)}(s +1) = .Z{e_l't sinh(t) } (s)

= f{e_l‘%(et - e_t)}(s) = .Z{

S0—e ).



Aufgabe 4

a) Aus der Vorlesung kennen wir die Identitét

L{f MY (s) = " L{fH(s) = 8" f(0) = 8" 2f1(0) — ... = F7H(0)

fiir eine exponentiell beschrinkte, n-mal stetig differenzierbare Funktion f und hinreichend
grofie Re(s). Insbesondere haben wir also

LY Hs) =5 L) —y(0)  und  L{y"}(s) = s"L{y}(s) — sy(0) — y'(0).
Fiir die Losung y mit den Anfangswerten y(0) = 7 und '(0) = 1 bedeutet dies
L) =s L) =7 wd LY "}(s) = S L{y}(s) — Ts — 1.

Somit ergibt sich fiir die Losung y des Anfangswertproblems

12

= (s +4s5+3)L{y}(s) — 75 — 29,

also

1 12 7s® +29s + 12
& = (7s4294 )= AT S
{yi(s) 52+4s+3<8+ + s) s(s+1)(s+3)

Nun wollen wir eine Partialbruchzerlegung durchfiihren; wir machen den Ansatz

7 +29s+12 A B C

s(s+1)(s+3) §+s+1+s+3'

Multiplizieren wir diese Gleichung mit s und setzen s = 0 ein, so folgt A = 1—32 = 4. Multipli-
kation mit s + 1 und Einsetzen von s = —1 liefert B = i—; = 5, und ganz analog erhélt man

schliefllich noch C = %2 = —2. Damit gilt

ZHs) = 5+~ = == ZH) + 25 o) - 22 M)

= L{4+5e" —2e7}(s),

und wir haben die Losung y gefunden: Es ist

y(t) =4+ 5e~t — 273

b) Wegen y(0) = ¢(0) = 0 erhiilt man hier Z{y'}(s) = s Z{y}(s) und Z{y"}(s) = s>.L{y}(s)
fiir hinreichend groie Re(s), und mit 3”(0) = 1 ergibt sich

L") = 2 L{y}(s) — s°y(0) — sy/(0) — y"(0) = s> L{y}(s) — 1.
Insgesamt hat man also

A G (DR 2V VO W (o

= (5" Z{y}(s) — 1) = 35 L{y}(s) + 35 L{y}(s) — ZL{y}(s)
— (7= 352+ 35 — Z{yhs) — 1 = (s - DPLLyh(s) — 1,
und dies fithrt auf

1 1 1 1
(5—1)3(”5—1): Go1p T ot

Z{y}(s) =

~ = ZN2(s) = LY+ 4y +3yh(s) = (s>Z{y}(s) = Ts — 1) + 4(s L{y}(s) = 7) +3.L{y}(s)



Fiir jedes n € Ny gilt bekanntlich

n!
- gn+l

Z{t"}(s) (Re(s) > 0),

und mit der Dampfungsregel folgt

1

(s — 1)t %j{tn}(s —-1) = %f{ett"}(s) (Re(s) > 1).

Hiermit bekommen wir
LU)s) = 5 LUEPYs) + 5 LY s) = 2{ (/248 /6)}(5),
d.h. die Losung des Anfangswertproblems ist
y(t) = et (t?/2 + 13/6).
¢) Man erhélt mit ¢ := y/(0) fiir hinreichend grofie Re(s)
Ly s)=sL{yds) -6 und  L{y"}s) = 2 L{y}(s) — 65 —c.
Damit ergibt sich

€ f1>2 = Z{6te™}s) = Z{y" + 24"+ y}(s)
= (s>Z{y}(s) — 65— c) + 2(s L{y}(s) — 6) + L{y}(s)

= (s> + 25+ 1)ZL{y}(s) — 65 —c—12.

Fiir die Losung y der Differentialgleichung mit y(0) = 6 und y’(0) = ¢ hat man also

1 65+ ct 124+ 6(s+1)+c+6 6
———(6s+c =
s2+2s+1 (s+1)2 (s+1)2 (s+1)2
6 c+6 6
Ssri Tt T e

Z{y}(s) =

Unter Verwendung von

1

Gro %«iﬂ{t"}(s +1) = %f{e’tt"}(s) (Re(s) > —1,n € Ny)

schlie3t man

Lly)(s) = 6 c+6 6

S+1+(8+1)2+(8+1)4

= Z{6e7" + (c+6)te " +t7e " }(s),

d.h. es ist y(t) = (6 + (c + 6)t + t3)et. Bei dieser Funktion gilt y(1) = (13 + ¢)e™!, und fiir
¢ = 0 wird die Bedingung y(1) = 13/e erfiillt. Die Losung des Problems ist demzufolge

y(t) = (6 + 6t +t3)e ",

Aufgabe 5
a) Da die gebrochenrationale Funktion (yéj(itil)s e——o f(t) die einfachen Polstellen —2,—1,0
besitzt, ist f(t) eine Linearkombination von e=2t, e7t, €% = 1. Hieraus folgt, dass f stiickweise

stetig ist und dass 1tlim f(t) existiert. Der Endwertsatz liefert
— 00

lim f(t) = lim s2{f}s) = Im —> L 1
Pare _8*13(1)1“1’8 5 _8*1}’(1)14’ (s+2)(s+1) 2°



% e—o f(t) sehen wir, dass f(t) eine Linear-

kombination von e, e~ 1 (komplexe PBZ) bzw. von sint, cost, 1 (reelle PBZ) ist. Deshalb
existiert tlim f(t) nicht.
—00

b) Nach einer Partialbruchzerlegung von

c) Mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung von i s>+ ynd der inversen Laplacetransformation

s+2)(s+1)s
erkennen wir, dass die Funktion f mit f(¢) o—e ng(ij;il)s
beschriankt ist. Mit dem Anfangswertsatz schlieflen wir

stiickweise stetig und exponentiell

241 1+1/s?
lim f(t) = li = lim s = lim o =
Jim f(t) = lim sZ{f}(s) = lim (G+2)(s+1) somolt3/st2/s?

d) Wir zeigen, dass der Grenzwert tlirgl+ f(t) nicht existiert. Wiirde ndmlich tlir(])aJr f(t) existieren,
— —

dann miisste nach dem Anfangswertsatz

Jim f(0) = lim sZ{f}(s) = lim 25 < o

gelten. Dies ist ein Widerspruch! Demzufolge existiert tliI(I)lJr f(t) nicht.
H

Aufgabe 6
a) Bei der Funktion f ergibt sich fiir eine Richtung v = (v, v2) € R?\ {(0,0)} wegen f(0,0) =0

0F (0,0) =ty LO.0+10) = FO.0) _y Slovroten)
ov t—0 t v ;

Ist v so gewahlt, dass vive > 0 gilt, dann hat man twv; - tve > 0 fiir alle t # 0 und damit nach
Definition von f

of L tur
7y (00) =lim == =v1.

Ist dagegen v1v9 < 0, so erhélt man tvy - tvg < 0 fiir alle t # 0, also

af o tvrttue
%(0,0)—%5%T—v1+02.

Fiir die Funktion f existieren folglich alle Richtungsableitungen im Punkt (0, 0).

b) Wir bestimmen zunichst f/(zg,yo). Da f in (zg,yo) differenzierbar ist, gilt

f(zo,y0)u = gi (zo,y0) = —1  und  f'(zo,y0)v = g‘i f(zo,y0) =2.

Setzen wir abkiirzend « := fz(zo,y0) und B := fy(zo,%0), so ist f'(zo,y0) = (a ), also
(o, yo)u = a+ 28 und f'(xg,yo)v = —a + B. Obige Gleichungen liefern daher

a+28=-1 und —a+p3=2.
Hieraus erhélt man durch Addieren 38 = 1, also 8 = %, und damit o = —%. Folglich ist
f(®0,50) = (=2 %) und aufgrund der Differenzierbarkeit von f in (g, yo) ergibt sich

O (o) = o = (<5 ) (D) =4

Wie wir aus der Vorlesung wissen, ist die gesuchte Richtung h gegeben durch

b grad f(zo,40) _ 1 <—5>
lgrad f(zo,w0)ll  v26 \ 1 /)~




Aufgabe 7

a) Die Funktion f ist auf R?\ {(0,0)} als Komposition stetiger Funktionen stetig; es bleibt noch
der Nullpunkt zu priifen. Ist (x,y) # (0,0) und z := max{|z|, |y|}, so gilt

y’ — %y

e | A
x2 +y?

X
2 + y2 22

|f(z,y)| =

=2z = ZmaX{‘iﬂa ’y‘}v

und damit folgt f(z,y) — 0= f(0,0) fiir (x,y) — (0,0).
b) Fir (z,y) # (0,0) gilt

fley) = Y@L = (P —aty)2e | —day?
xz\4s (1‘2 + y2)2 ($2 n y2)2 ,

f (»/L' y) = (3y2 - xQ)(xQ + yg) B (y3 - $2y)2y _ 7'%4 + 4$2y2 + y4
y\&Ly (22 +y?)? (22 + 2)2

Auf R?\ {(0,0)} haben wir also

2 (x, 1 —4ay3
e = (F010) = e (ot st )

Nun noch zum Nullpunkt: Definitionsgeméf gilt

.. f(0O+h,0)—f(0,00 . 0-0

f(0,0) = fim, h =i !

e FO.048) ~F(0,0) . f(0,h) ?
0,04+ h) — f(0,0 0 1 -0
=1 ’ '~ = lim —— = lim — - =1.
1,(0,0) = iy h ne0 b hs0h 0+ h2
Somit ist f auch in (0,0) partiell differenzierbar mit
f=(0, 0)) <0>
rad f(0,0) = = .
wa10.0)= (£6.0)) = ;
c) Wegen
—4.%4 z—0
—2* 4+ 0+0 2550

Jy(2,0) = NECEYOE =—-1—"=-1#1= f,(0,0)

ist weder f, noch f, im Punkt (0,0) stetig.
d) Essei v = (v1,v2) # (0,0) eine beliebige Richtung. Dann gilt
ov h—0 h h—0 h
= lim = (hva)” ; (hv1)2h;;2 = lim M = lim ngi U%gQ = v%; U%;}Z
h—0 (hv1)? + (hva) h—0 h3(vy + v3) h—0 vy + V5 vi + v5
Dies soll nun mit
0 (%]
(grad £(0,0)) - v = : = v
1 V9
verglichen werden. Es gilt
V3 — vy 9

=y <= v —vivy = va(v} +v3) = 20%vy = 0.
2, .2
v{ + v

Gleichheit gilt also genau dann, wenn v; = 0 oder ve = 0 ist.



e) Nicht fiir alle Richtungen v gilt die Gleichung % (0,0) = (grad f(0,0)) - v. Folglich kann
die Funktion f in (0,0) nicht differenzierbar sein, denn sonst miisste die Gleichung fiir alle
Richtungen gelten. Da die partiellen Ableitungen von f auf R?\ {(0,0)} stetig sind, ist f auf
R2\ {(0,0)} stetig partiell differenzierbar, also auch differenzierbar mit

f(z,y) = (grad f(z,y))" = (—dzy® —at +42?y* + o).

(22 + 42)2
Aufgabe 8
a) Fir die partiellen Ableitungen von f im Punkt (0,0) gilt

t,0) — £(0,0 t2sin(|t|=1) — 0
£2(0,0) = lim LEO = SO0 pp Fsm7) 20 _ iy g1 — o,
t—0 t t—0 t t—0

weil sin(|t|~1) beschrénkt ist, und aufgrund von f(z,y) = f(y,z) ist f,(0,0) = f,(0,0) = 0.
Die Funktion f: R? — R ist genau dann differenzierbar in (0,0), wenn es eine lineare Abbil-
dung A: R? = R, also A € R'¥2, gibt mit
h
[£(h1, h2) = £(0,0) — AG)| Giy)= (D)
G = ()l

Wegen f,(0,0) =0 und f,(0,0) =0ist A= (0 0) unser Kandidat fiir die Ableitung von f in
(0,0). In der Tat ist (*) fiir dieses A erfiillt, denn es gilt f(0,0) = 0 und A(Z;) = 0 sowie

0. (%)

(=)

| f(hi, ha)l . 1 h . 1
P 20— B2 R sin ———— = ||(11)]| sin
&8l NCE ()

0.

b) Fiir die partielle Ableitung von f nach z ergibt sich im Fall (x,y) # (0,0)

o) = 2asin(a® 4 )+ (4 ol + ) ()2
= 2zsin(2? + y2) "2 — z(2? + y2) V2 cos(a? + y2)"L/2.

Damit hat man fiir x # 0
fo(z,0) = 2z sin(|z| 1) — z|2z| " cos(|z| 7).

Ist zp, = ﬁ, k € N, gesetzt, so strebt z; — 0 fiir & — oo, allerdings konvergiert f,(zx,0) =
2.5 sin(km) — cos(km) = —(—1)* fiir k — oo nicht. Folglich ist f, in (0,0) nicht stetig. Aus
Symmetriegriinden (f(x,y) = f(y,z) fiir alle (x,y) € R?) gilt dies auch fiir f,,.

Bemerkung: Die Funktion f ist ein Beispiel fiir eine Funktion, die differenzierbar ist, jedoch

nicht stetig partiell differenzierbar ist. Wenn man also weif}, dass eine Funktion nicht stetig
partiell differenzierbar ist, dann kann man keine Aussage iiber Differenzierbarkeit treffen.

Aufgabe 9

a) Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig; wir miissen also nur noch
die Stetigkeit in (0,0) nachweisen: Wegen

2?2 — 42

x? 4 y?

_‘$2_y2| $2+y2_

_ < —1
l'2+y2 $2+y2

gilt |f(z,y)| < |zy| und damit folgt f(z,y) — 0= f(0,0) fur (z,y) — (0,0).



b)

d)

Fiir (z,y) # (0,0) ist

2 2 2 2 2 2
e —y 2x(z® + y°) — (2 — y*)2x
fol@,y) =y —5——5 +ay 2 1,22
z*+y (@2 +y?)
@)@yt e ety da?y -y
(22 +y?)? (22 +y?)? (22 +y?)2

und wegen f(z,y) = —f(y,x) ergibt sich daraus

f($,y+h)*f(l',y) 7f(y+h,l')+f(yvm)

Jyl@y) = Jimy h = pm h
_ 4 4 2,3 _ .5
oy W R f(y,x):_fx(y’x):_y z+dya” —a®
h—0 h (y? + 22)?

Fiir (z,y) # (0,0) gilt also

_ (fe(zy) _ 1 aty + da?y? — P
grad f(z,y) = <fy(x,y)> = (2% + 42)2 (x5 — 4aBy? — $y4> .

Fiir die partiellen Ableitungen von f im Nullpunkt erhalten wir

.. f(0+h,0)—f(0,00 . 0-0
Fo(0.00= iy h e O
und £(0,0+h) — £(0,0) 0-0
. ,0+h)—f(0,00 .. 0-0
5000 =iy h e o

Somit ist grad f(0,0) = (0,0).

Es ist
0*f (0 0) = £,(0,0) . fy(h0) 1 K3 —0-0
fxy(o,())—amay(o,())—}llli% - _l% . _;{f})ﬁ'm—l
sowie
82f . fr(()?h)_fa:(():o) . fz(o,h) 04+ 0—h°
Jual0,0) = 5 557 (0,0) = Jim n = e = e~ L

Wie wir wissen, gilt

1 aty + da?y® — P
grad f(z,y) = ( Y y Y

(22 +y2)? \2° — 42°y* — ay’

auf R? \ {(0,0)}. Dort existieren also die partiellen Ableitungen erster Ordnung und sind
stetig, d. h. f ist dort stetig partiell differenzierbar. Aus der Vorlesung wissen wir, dass dies
die Differenzierbarkeit von f impliziert. Die Ableitung ist

T
f(z,y) = (grad f(z,y)) = s (zty + 4%y —y®  2® —dady? —ayt).

bt
(@2 +y?)
Weiter ist bekannt: grad f(0,0) = (0,0). Fiir (z,y) # (0,0) sei z := max{|z|, |y|}. Es gilt

4 2,3 _ .5 5 5 5
]fx(x,y)\:‘xy+4xy y\gz +42° + 2
(22 + 42)2 (22)2

Damit folgt f.(z,y) — 0 = f.(0,0) fiir (x,y) — (0,0). Genauso sieht man ein, dass f, in
(0,0) stetig ist. Also ist f in (0,0) stetig partiell differenzierbar und damit differenzierbar,
und es gilt f/(0,0) = (0 0).

= 6z = 6 max{]z[, [y[} .

Die Funktion f kann nicht zweimal stetig differenzierbar sein, denn sonst miissten f,; und
fzy nach dem Satz von Schwarz iibereinstimmen, was aber nach c¢) nicht der Fall ist.



