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Aufgabe 1

a) Die behauptete Auflosbarkeit folgt mit dem Satz tiber implizit definierte Funktionen, wenn
wir
of
9z
fiir die stetig differenzierbare Funktion f: R3 — R, f(x,y,2) := 23 + 22% — 3zyz + 23 — o3,
iiberpriift haben. Es gilt (0,0, —2) = (—2)3 4+ 2(—2)? = 0 und

of of
0z

£(0,0,—2)=0  und (0,0,—2) #0

L (z,y,2) =322 + 42 — 3zy,  also (0,0,—-2) =3(-2)2 +4(-2) =4 #£0,

0z

womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Fiir die Ableitung gilt

-1
e =-(Lenten) 52
1

= — —3yg(x,y) + 322 —3xg(x,y) — 3y?) .
S9(e,0)? + dglay) — 3ay V) (@:9) = 3/)

0

(z,y,9(x,))

b) Wir miissen zeigen, dass in der N#he von (0,0, 1, 1) durch die Gleichung

z? + % — u? + 02
22 +2y% — 3u? + 4? -1

f(xayvuav) — 6, mit f(x,y’u71)) = <

implizite Funktionen u und v definiert werden. Offenbar ist f: R* — R? stetig differenzierbar;
zudem sieht man sofort, dass f(0,0,1,1) = 0 gilt; die ersten zwei Voraussetzungen des Satzes
iiber implizit definierte Funktionen sind also erfiillt. Jetzt miissen wir nur noch priifen, ob die

Matrix % (0,0,1,1) regulér ist. Wegen

p {2z 2y —2u 2w . af _(—2u 2w
f(xayau7v)(2m 4y —6u 8’[1) 1st 8(’(1,,7)) (x,y,u,v)— —6u 8w

und damit % (0,0,1,1) = (~2 2). Diese Matrix ist tatsichlich regulir, denn det( 2 2) =
4 40.

Bilden wir in den beiden Gleichungen 22 + y? — u? + v? = 0 und 2% + 2y — 3u? + 402 = 1
die partielle Ableitung nach x, wobei wir u = u(x,y) und v = v(z,y) jetzt als die implizit
definierten Funktionen auffassen, so ergibt sich

2x — 2uug + 2vv, =0 und 2x — 6uuy, + 8vv, =0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen «(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) + 2v,(0,0) =0 und — 6u4(0,0) + 8v,(0,0) =0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.
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Um die partiellen Ableitungen nach y der implizit definierten Funktionen v = w(z,y) und
v = v(z,y) zu berechnen, gehen wir analog wie eben vor. Wir bilden in beiden Gleichungen

:L‘2+y2

2y — 2uuy + 2vv, =0

—u?4+v? = 0 und 2%+ 2y

und

4y — 6uuy + 8vv, = 0.

Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen u(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen

—2u,,(0,0) + 20,(0,0) =0

und

— 6u,(0,0) + 8v,(0,0) = 0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.

Aufgabe 2

a) Das zweite Taylorpolynom von f in 2% = (1

Fiir die Funktion f: R® = R, f(z,y,2) = xe* — y?
fo(z,y,2) =€,
1,-1,0)=1, fy(l,
Joy =0,

Damit erhalten wir f(

T2,a:0 (h)

fxzzoa

Insgesamt ergibt sich

Folglich ist

Ty 10(h1, ha, hs) = 0+ hy + 2hy + hy + 3 (—2h3 + h3 + 2k hg) = hy + 2ho + hy — h3 +

Schreibt man h = (z,y,2) — 2" =

,—1,0) ist gegeben durch

(@) + V(%) b+ T Hp(2")h.

fy(xa%z) =
—1,0) =2 und f,(1

foz=¢€%,

, ergibt sich
_2y )

fyy = -2,

fo(x,y,2) = xe® .
,—1,0) = 1. Weiter gilt

fyz:Oa

Joz = xE®.

(x — 1,y 41, z), so erhidlt man

—3u? +4v? = 1 die partielle Ableitung nach 3 und erhalten

Sh3 + hihs.

(- +2y+1)+2—(y+1)>+12 4+ (z - 1)z.
b) Fiir die Funktion f: R? = R, f(x,y) = cos(x) sin(y) e* Y, gilt
f(z,y) =" Ycosxsiny = f(0,0) = 0
folzyy) =€~ y(cosxsmy —sinzsiny) = fz(0,00 = 0
fy(z,y)  =e"Y(cosxcosy — coszsiny) = fy(0,00 = 1
fox(z,y) =€ Y(—2sinxsiny) =  fz(0,0) = 0
foy(z,y) =€ Y(sinasiny —sinxcosy —coszsiny +cosxcosy) = fry(0,0) = 1
Jyy(z,y)  =e"Y(—2cosxzcosy) =  fu(0,00 = -2
fozz(Tyy) =€ Y(—2coszsiny — 2sinzsiny) = fr2z(0,0) = 0
Jray(x,y) =€ Y(—2sinzcosy + 2sinzsiny) = faay(0,0) = 0
Joyy(x,y) =€ 7Y(2sinasiny — 2cosx cosy) = fay(0,0) = -2
Jyyy(z,y) =€ "Y(2cosxsiny + 2cosx cosy) = fyw(0,0) = 2
Damit ist fiir h = (h1, ho)
Ty 00)(h) = £(0.0) + 4 (h- )f(O 0)+ 4 (h- V)24(0,0) + & (- V)’ f( 0)
2 2
1 0% f df
= £(0,0) hj =—— = hjhy ——=—(0,0) + = hjhghy w——%——— (0,0
f +Z 2,Z J kaa,’]a ( + Z k laxjaxkaa:l(’ )
j=1 7,k=1 j k=1
=0+hy+ 5 (hlhg + hohy 4+ h3(—2)) + £ (h1hoha(—2) + hohiho(—2) + hohohy (—2) + h32)

= hy + hihy — h3 —

hih3 + § h3.

Schreiben wir (z,y) = h + 2° = h, so erhalten wir

Ts,00)(2,y) =y +ay —y> —ay® + 59°.



Aufgabe 3

a)

b)

Es gilt grad f(z,y) = (y + 1,2 — 2) = (0,0) genau dann, wenn (x,y) = (2, —1) ist. Somit ist
(2,—1) der einzige kritische Punkt von f. Wegen det H¢(2, —1) = det < (1) (1) ) =—-1<0ist
die Hesse-Matrix H (2, —1) indefinit, so dass f in (2, —1) einen Sattelpunkt besitzt.

Der Gradient von f lautet grad f(z,y) = (622 — 3y, —3z + 6y?). Die erste Komponente ist
= 0 genau dann, wenn y = 222 ist. In diesem Fall ergibt sich fiir die zweite Komponente
—3z + 242" = 3x(82® — 1). Die kritischen Punkte sind also (0,0) und (3, 3).

Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch H¢(x,y) = ( 13? 1_23 )

0
-3
ist (0,0) ein Sattelpunkt.

Da Hf(0,0) = _?) ) die Eigenwerte —3 und 3 besitzt, ist H¢(0,0) indefinit. Deshalb

Da Hf 55 2 ( ) die Eigenwerte 3 und 9 besitzt, ist Hf(%, %) positiv definit.

Somit hat f in ( % % ein lokales Minimum.

Wir bestimmen zunéchst die kritischen Punkte von f. Es gilt
fa(z,y) = 2%V 4 (2x + 2y + 3)6_””2_3/2(—2:6) = (—4x2? — day — 62 + 2)6_’”2_

Wegen f(z,y) = f(y,x) ergibt sich daraus f,(z,y) = fu(y, ) = (—4y* —4day —6y+2)e —a?—y?
Kritische Punkte von f sind solche mit grad f(x,y) = 0, also mit

—4x? —4dxy —6x+2=0  und —4y? —dzy—6y+2=0. (%)
Wir ziehen die erste von der zweiten Gleichung ab und erhalten
4(z* —y*) +6(x—y) =0, also (z—y)(4(z+y)+6)=0.

Dies ist gleichbedeutend mit z —y = 0 oder 4(x + y) + 6 = 0. Im ersten Fall, also fiir z = y,
folgt aus (%) die Gleichung

—82° —62+2=0, also 2°+32z-1=0.
Diese hat die zwei Losungen x1 2 = —% + (% + %)1/2, d.h. 21 = i und zo = —1.
Im zweiten Fall (fiir y = —2 — 3) wird die erste Gleichung in (*) zu
—42® —dz(—x—3) —62+2=0, also 2=0.

11)

Es gibt folglich genau zwei kritische Punkte: (=1, —1) und (g, 7).

Nur dort konnen lokale Extrema von f sein, doch ob tatséchlich Extrema vorliegen, miissen
wir noch untersuchen. Dazu betrachten wir die Hessematrix von f. Es gilt

Foa(,y) = (=87 — dy — 6)e™> ¥ — 20(—4a? — dzy — 6 + 2)e """
= (82° + 82y + 122% — 122 — 4y — 6)6*12*?/2 7

fyy(z,y) = (8y> + 8zxy? + 12y% — 4o — 12y — 6)671271’2 ’

foy(@,y) = —dze™ ™" — 2y(—4a® — day — 62+ 2)e "
= (82%y + 8zy® + 122y — 4o — dy)e > V'

- 6e 2 4e 2
T \de 2 6e72)

2

Folglich ist

_ (fea(=1 =1 fry(<1-1)

3



Wegen frz(—1,—1) = 672 > 0 und det Hp(—1,—1) = 20e~* > 0 ist diese Matrix positiv
definit. Somit besitzt f im Punkt (—1,—1) ein lokales Minimum. Weiter ist

_9671/8 _671/8
) = <_€—1/8 _96—1/8> :

Wegen fm(%,i) = —9¢ 18 < 0 und det Hf(4, 4) = 80e~1/* > 0 ist diese Matrix negativ
definit. Im Punkt (1, 1) hat f daher ein lokales Maximum.

Hy(4,

N

Aufgabe 4

Da @ abgeschlossen und beschrankt ist und f auf @ stetig ist, nimmt f nach dem Satz in 19.18
auf () Maximum und Minimum an.
Wir betrachten f zunéchst im Inneren von @, also auf (0,5) x (0,5). Es ist

20y — 4y — 4a:>

gradf(x,y): < $274$+4

Gilt grad f(x,y) = (0,0), so liefert die zweite Komponente (v — 2)? = 0, d.h. x = 2. Fiir x = 2
lautet die erste Komponente —8. Diese ist stets # 0, so dass es keine kritischen Punkte von f gibt.
Daher besitzt f keine lokalen Extremstellen in (0,5) x (0,5) und die Extrema von f werden auf
dem Rand von @ angenommen. Wir untersuchen f auf dem Rand von @Q:

x =0: f(0,y) = 4y — 2. Dies wird maximal fiir y = 5 mit f(0,5) = 18 und minimal fiir y = 0 mit
f(0,0) = —

x =5 f(5,y) = 9y — 52. Dies wird maximal fiir y = 5 mit f(5,5) = —7 und minimal fiir y = 0 mit
f(5,0) = —52.

y=0: f(z,0) = —22% — 2 =: g1(x). Wegen ¢} (z) = —4z < 0 fiir € [0,5] ist g1 auf [0, 5] monoton
fallend. Daher sind 0 und 5 die Extremstellen von g; = f(+,0) mit f(0,0) = —2 und f(5,0) = —52.
y=5: f(z,5) = 32 — 20z + 18 =: ga(x). Wegen gh(z) =62 —20=0 <= z =1 € (0,5) miissen
wir f(0,5) =18, f(12,5) = %6 und f(5,5) = —7 berticksichtigen.

Insgesamt erhalten wir

max f(x,y) =18 und min T —52.
(w)le( Y) (y)le( Y) =

Aufgabe 5

Die Funktion f ist auf der Menge B stetig. Da B abgeschlossen und beschréinkt ist, besitzt f auf B
sowohl ein Maximum als auch ein Minimum.
Wir betrachten zuerst alle Punkte im Inneren von B, in denen f differenzierbar ist. Das sind alle

7= (2,9,2) € R® mit ||7]? = 22 + %> + 2% € (0,1). Nimmt f an solch einer Stelle ein lokales
Extremum an, so muss gelten

0\ | 1 (22 — 1)z
0] =VfO) == (2 = 1)y
0 191l 22|72 + 23 — 2

Wegen 22 < 1 sind die ersten beiden Zeilen genau fiir z = y = 0 erfiillt. Mit diesen Werten von z
und y ist |7]|? = 2% und damit 2z||7]| + 23 — 2 = 2(32? — 1). Also gilt die dritte Zeile genau fiir
z =1/v/3 oder z = —1/4/3 (Beachte: * = y = z = 0 wird in diesem Fall nicht beriicksichtigt).
Daher miissen wir im Inneren die Punkte (0,0,1/4/3) und (0,0, —1/4/3) untersuchen sowie den
Nullpunkt, den wir zuvor ausgeschlossen haben:

£(0,0,0)=0,  £(0,0,—1/v3) = f(0,0,1/v/3) = 2\[

Nun bleibt noch der Rand 0B von B zu untersuchen. Dort gilt 22 + 32 + 22 = 1 und damit
f(x,y,2) = (22 — 1) =: g(2) fiir z € [~1,1]. Wir sehen sofort, dass die Funktion g fiir z = —1 oder
z = 1 ihr Maximum 0 und fiir z = 0 ihr Minimum —1 annimmt, welche damit auch die Extrema
von f auf dem Rand von B sind. Es folgt: —1 ist das Minimum von f auf B und 0 das Maximum.



Ohne die Vereinfachung kénnten wir auch folgendermafien vorgehen:

Ist h: R® = R, h(z,y, 2) := 22 + 9% + 22 — 1, definiert, so gilt 9B = {(z,y, z) € R3: h(z,y, z) = 0}.
Wir berechnen die Extrema von f auf B unter Verwendung der Multiplikatorenregel von Lagran-
ge: h ist auf R3 stetig differenzierbar, f hingegen nur auf R3\ {6}, allerdings erfiillt 0 die Neben-
bedingung h(0) = 0 nicht. Weiter gilt &' (z,y, 2) = (2¢ 2y 2z), damit ist rgh/(x,y, z) = 1 fiir alle
(z,y,z) € OB. Setzen wir L(x,y,z,A) := f(x,y,2) + Ah(z,y, 2), so gibt es nach der Multiplikato-
renregel von Lagrange fiir jeden Punkt ¢y = (z¢, y0, 20), in dem f ein Extremum auf 0B hat, ein
Ao € R mit

0 fz + Aohe (Zg — 1)330/”170” + 2 ox0
0 fy + Aoh (25 — Do/l %ol + 2Xom0
= VL(x0,v0, 20, \o0) = | °Y vl = Y .
0 ( 0, 40, %0 0) fz + Aoh QZOH’U()H + (2’8 — Zo)/”’UoH + 2020
0 h g+ yg+25—1

Dieses Gleichungssystem in xg, yg, 20, Ao muss man nun lésen. Die globalen Extrema erhélt man
durch Vergleich der Funktionswerte an den Punkten (zg, yo, 2z0), die das Gleichungssystem erfiillen.
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