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Aufgabe 1

a)

b)

Da die Exponentialfunktion exp und z + —z~% auf C\ {0} holomorph sind, ist f als Ver-
kettung holomorpher Funktionen auf C\ {0} holomorph, also auch komplex differenzierbar.
(Dort sind folglich die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (CRD) erfiillt.) Nach
der Kettenregel gilt

4671/,24

25

f(z)=e V(4277 = (= #0).
Nun zum Punkt zg = 0: Die Funktion f ist in 0 nicht einmal stetig, denn

flre™*) = e=e Tt = Ut T8 o
Folglich ist f in zg = 0 nicht komplex differenzierbar und damit erst recht nicht holomorph.

Die Funktionen u(z,y) := sinx siny und v(z,y) := —cosz cosy sind offensichtlich auf R?
stetig differenzierbar. Es gilt

ug(x,y) = cosx siny, uy(x,y) =sinx cosy,
vg(x,y) =sinx cosy, vy(x,y) = cosz siny.
Wir priifen die CRD nach: u, = v, ist immer erfiillt. u, = —v, gilt genau dann, wenn

sinz cosy = 0 ist, also wenn = = kr mit einem k € Z oder y = (m + %)w mit einem m € Z.
Genau in diesen Punkten ist f komplex differenzierbar. Da die Menge

M :={z€C: Rez = kr fiir ein k € Z oder Imz = (m + 3) fiir ein m € Z}
nicht offen ist, liegt nirgends Holomorphie vor. Fiir z = x 4+ iy € M mit z,y € R ergibt sich

(2) = up(z,y) + ivg(2,y) = cosz siny +isinz cosy = cosx siny.
———

=0,dazeM

Fiir 7,y € R gilt f(z +iy) = (z + iy)z = 2% + izy =: u(x,y) + iv(z,y). Die Funktionen
u,v: R? — R sind stetig differenzierbar mit

ug(z,y) = 2z, uy(z,y) =0, ve(2,y) =y, vy(x,y) = 2.
Wegen

uz(z,y) =vy(z,y) = 2= = x=0,
“y(xay) :—U$($,y) <~ O:—y — y:O

sind die CRD nur fiir (z,y) = (0,0) erfiillt. Deshalb liegt nur in z = 0 komplexe Differenzier-
barkeit vor. Da {0} C C nicht offen ist, ist f nirgendwo holomorph.
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d) Hierist f: C\ {0} — C. Fiir (z,y) € R?\ {(0,0)} gilt

1:—|—iy+:r—iy_(:z—|—iy)2 (m—iy)2_2x2—2y2

f(x_{—zy):xfiy z+iy  x24y? 22 +y2 a2 4y?

Wir definieren u: R?\ {(0,0)} = R, u(x,y) = 2;;;;%’2, sowie v: R2\{(0,0)} — R, v(x,y) = 0.
Dann erhalten wir fiir (x,y) # (0,0)

[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y) = u(z,y).
Offenbar sind u und v auf R? \ {(0,0)} stetig differenzierbar; die Quotientenregel liefert

(2, y) = da(z? + y?) — (222 — 2¢y%)2x _ 8y?
o (2% +y?)? (2% +y?)?
und genauso
(@) —8z2y
Uy(2,y) = —5—55 ,
y\ Y (22 + 42)?2

auBerdem gilt
vz (2, y) = vy(z,y) = 0.
Damit sind die CRD genau dann erfiillt, wenn

81> —8x2
Yy und Ty

———5=5 =0 —_—
(2% +y?)? (% +y?)?
also wenn x = 0 oder y = 0 gilt. Die Funktion f ist somit auf der imagindren und der reellen

Achse komplex differenzierbar (natiirlich mit Ausnahme des Nullpunktes, wo sie gar nicht
definiert ist). Hier lautet die Ableitung

=0,

f/(l‘ +iy) = uz(z,y) + vy (z,y) = 0.
Da {z € C\ {0} : Rez =0 oder Imz = 0} nicht offen ist, liegt Holomorphie nirgends vor.

Aufgabe 2
a) Fir die gegebene Parametrisierung gilt +/(¢) = _Z‘ei(wft)’ und es ist
F(y(t)) = eili=t) ((m0)? = g=ilm—)2iln—t) _ giln—t)

Nach Definition des (komplexen) Kurvenintegrals ergibt sich damit

w/2 /2
Ndz = / _ ei(ﬂft) _iei(ﬂft)
L FEdz= [ Paor@a= | ( )di

™ —21 /2 —1
:Z'627ri//26_2itdt:j te.tﬁ :e“’—eoz—l—lzil.
o —2i |,y 2 2

b) Die Kurve v durchlduft den Rand des Quadrates mit den Ecken 0, 1, 1 + ¢ und i, setzt sich
also zusammen aus den vier Teilkurven

nt)=t,  mt)=1+i, st)=1-t+i,  wul)=il-1),

wobei jeweils ¢ € [0, 1] gilt. Somit folgt

L —i/kF dz—Z/ka )Y (t) dt = /m )I*y

1

1 1
_ 2 2); N2 _
_/0 " dt+/0(1+t) dt+/0 (1- 1) +1)(~ )dt+/0 (1= t)%(—i)dt
1 1
:/ <t2—(1—t)2—1+i(1+t2—(1—t)2))dt:/ (2t — 24 2it)dt = —1+1i.
0 0



Aufgabe 3

Aquivalent zur Mini- bzw. Maximierung des Abstandes ist die Mini- bzw. Maximierung des Ab-

standquadrates
san=|(2) () =erre w2

Die Nebenbedingung ist durch die Kreislinie
hr,y) =2’ +y* =20+ 2+ 1= (2 - 1)+ (y+1)>=1=0

gegeben. Um die Multiplikatorenregel von Lagrange anwenden zu kénnen, muss fiir die in Frage
kommenden Punkte

!

rg B (z,y) =rg (2(x—1) 2(y+1)) =1

iiberpriift werden. Dies ist nur im kritischen Punkt (1,—1) (Kreismittelpunkt) nicht erfiillt, der
wegen h(1,—1) = —1 nicht auf der Kreislinie liegt und somit nicht Extremalkandidat ist.

Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch L(z,y,\) = f(z,y) + Ahr(z,y), und die notwendige Be-
dingung fiir Extrema lautet

2+ 1)+ 2\(z - 1) (0
grad L(z,y,\) = 2y —1)+2X(y+1) =10
(z—12+(y+1)2-1 0

Aus der ersten Gleichung folgt A # —1. Daher erhalten wir aus den ersten beiden Gleichungen

A—1 A—1
242\) =2\ -2 = — d 24+2\) =2 -2\ = -
(24 2X) =z T un y(2+ 2)) —y T

Also ist y = —x. Dies eingesetzt in die dritte Gleichung ergibt 222 — 42 + 1 = 0, also

1 1
— und damit Y12 =—T12=—1F —=.
\/’

V2 2

Folglich sind Py = (1 + J5,~1 — ) und P» = (1 — 75,1 + ) Kandidaten fiir Extrema.
Da Maximum und Minimum der stetigen Funktion f auf der abgeschlossenen und beschrankten
Menge {(z,y) € R? : h(z,y) = 0} angenommen werden und auBerdem /f(P;) = 1 + 2v/2 und

f(P) =—1+ 2/2 gilt, wird im Punkt P; der maximale Abstand 1+ 2v/2 und im Punkt P, der

minimale Abstand 1 — 2v/2 angenommen.

1’1,2 =1+

Aufgabe 4

Da die Menge S beschrankt und abgeschlossen ist, nimmt die stetige Funktion f dort ihr Minimum
und ihr Maximum an; die Existenz der globalen Extrema ist also gesichert. Definiere

W2,y 2) = (hl(x,y,z)> _ ( T+y+2 )

ha(x,y, 2) P4y 4221

Dann ist S = {(x,9,2) € R®: h(z,y,2) = (0,0)}. Zur Bestimmung der globalen Extrema von f
auf S verwenden wir die Multiplikatorenregel von Lagrange. Zunéchst iiberpriifen wir die Voraus-
setzungen: Sowohl f als auch h sind auf R? stetig differenzierbar. Wegen

, (1 1 1

gilt rg b/ (x,y, z) < 2 genau fiir z = y = z; solche Punkte kénnen jedoch nicht die Nebenbedingungen
hi(x,y,z) = 0 und ho(z,y,z) = 0 erfiillen, denn aus x +y + z = 0 folgte dann x =y = z = 0 und



damit wire 22 4 y? + 22 = 1 nicht erfiillt. Also erhalten wir séimtliche Kandidaten fiir Extremstellen
durch Anwenden der Multiplikatorenregel von Lagrange: Wir setzen

L(xvyazv)‘lv)‘Z) = f(xvyaz) + )\1h1($,y, Z) + )\ghg(x,y,Z)
=5r+y—32+ @ +y+2)+ @ +y*+22-1)

und losen dann das Gleichungssystem VL(z,y, z, A1, A2) = 0, also die fiinf Gleichungen
54+ A1+ 2 2 =0, 1+ A +2\y =0, =3+ A1 +2X2 =0,
z4+y+2=0, 24y +22-1=0.
Addition der ersten drei Gleichungen liefert
343N +20(r+y+2)=0,

wegen x+y+z = 0 also A\; = —1. Damit wird die erste Gleichung zu 442Xz = 0, was insbesondere
A2 # 0 bedeutet. Die zweite Gleichung lautet 2Aoy = 0, woraus mit Ay # 0 sofort y = 0 folgt. Aus
r+y+2z = 0 ergibt sich dann z = —x und in 22 +y?+ 22 = 1 eingesetzt folgt 222 =1, d.h. 2 = %\/5
oder z = —%\/5 Die extremwertverdéchtigen Stellen sind damit

(3v2,0,-4v2)  und  (—-3v2,0,1v2).

Die Funktionswerte dort sind f(3v/2,0,—3v2) = 4v2 bzw. f(—3v2,0,3v2) = —4v/2. Folglich
besitzt f auf der Menge S das Maximum 4v/2 und das Minimum —4+/2.
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