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Aufgabe 1

a) Fiir (z,9,2) € A gilt nach Definition der Menge = € [1,2] sowie 0 < 22 — y2, also y? < 22,
d.h. |y| < |z| = = wegen z > 0. Mit

Ao ={(z,y) eR*: z€[,2], ~x <y <z}
ldsst sich A folgendermaflen schreiben
A={(z,y,2) ER® : (z,y) € Ap, 0< z <a? —y°}.

[In der Notation von Abschnitt 21.2: By = Ao, a=1,b=2 u(z)=—z,v(z) =2, g(x,y) =0,
h(z,y) = 2% — y2.] Da der Integrand f(x,y,2) = 1 stetig ist, erhiilt man nach 21.2

vol(A)—/// d(z,y, 2) / /_x/ dzdydx—/l /_Z(xQ—yz)dydx
A

2
:/1 [:ﬂy—éyﬂizxdx:/l 223 da = [%xﬂi:l:%(m—l):&

b) 2

X

Die Menge B wird von den Koordinatenebenen und von der Ebene durch die drei Punkte
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0, %) begrenzt (sieche Skizze). Damit ist (z,y, z) € B dquivalent zu

0<z<l, 0<y<l—ux, 0<z<%(1—x—y).
Bei B handelt es sich also um
B:{(a:,y,z)eR?’:(x,y)eBo,Oéz\%(l—a:—y)},
wobei BO::{ x,y) €R2:0 <1,0<y 1—:1:}.
Da (x,y, z) — sin(z) auf B stetig ist, ergibt sich fiir das Integral nach 21.2

1-z r(l—z—y)/2
///blnzdxy, / / / sin z dz dy dx
0 Jo 0
11—z 1 9 1 11—z
= / / [— cos 7] i;ox*y)/ dydr = / / (— cos(lfgfy) + 1) dy dx
0o Jo 0 Jo

:/0 [2sin (17271 4 y] !~ dx:/01(1—x—2sin(1;f))dx

= [z - 32° - 4cos(1_Tx)]i:0 = (1—3—4cos0) +4cos(3) = —Z +4cos(2).
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Aufgabe 2

a) Seien a,b,c > 0. Um

b)

vol(E) := /// d(z,y, z)
E
e feaem s (' (4 (<)

zu berechnen, fithren wir die Substitution (z,y,z) = (au,bv, cw) durch. Die Substitutions-
funktion lautet also ®(u, v, w) = (au, bv, cw) und hat die Ableitung

fiir die Menge

& (u, v, w) =

O O

00
b 0
0 c

mit det ®(u, v, w) = abe > 0. Ist K := {(u,v,w) € R3 : u? 4+ v + w? < 1} gesetzt, so gilt
®(K) = E, denn

(u,v,w) e K <= <%>2 + (b—v)Q

cw\ 2
5 + (—) <1 < (au,bv,cw) = P(u,v,w) € E.
a

C

Daher erhalten wir mit Hilfe der Transformationsformel 21.3

/// d(xvyvz):///abcd(u,v,w):abc/// A, 0. w)
B % J

Nach Beispiel 21.2 (1) (mit 7 = 1) betrigt das Volumen von K: 3, so dass

[[] e =ase
E

folgt. Alternativ liefern Kugelkoordinaten (u,v,w) = (rcos¢ cosd,rsiny cosd, rsind) mit
r € [0,1], ¢ € [0,27], ¥ € [-F, ] fiir vol(K') ebenfalls

1 r2m p3 1 pr2r 1 47
// d(u,v,w):/ / / r2cos19d19dcpdr:/ / 2r2d<pdr:/ drr?dr = — .
A 0o Jo J- o Jo 0 3

Wir greifen auf Zylinderkoordinaten zuriick:

(ME]

T =7rcosy, y=rsinp, z=2z, d(z,y,z) =rd(r, ¢, 2) .

Fir (z,y,2) € A gilt 0 < z < 1, und die zweite A definierende Ungleichung liefert die
Bedingung 7? < (1 — 2)2. Die Menge A ist also charakterisiert durch

0<2<1, 0< <2, 0<r<1l—z.

Die Transformationsformel liefert nun

2w lz
///m —|—y22(12)dajy, // / 221z)rdrdg0dz
—277// roe2(1-2) drdz—27r/ [grﬁ]i g 21-2)" g,
0

2(1-2)771 7r(e2—1)
— | 1o 6202 g, — | _me—1
/0 3m(l=2) a2 2 ., 12



c) Sei 0 < r < R. Zur Berechnung von

//‘zd(x,y), B={(z,y) €R*: |(z,9)] € [ R, |y| <z}
B

fithren wir Polarkoordinaten ein:

()
x =gcosyp, y=opsing mito€[r,R], p € [

M:\
M:\

(Hierbei ergibt sich () durch die Bedingung |y| < x. Wiirde man ¢ € [0, 27| fordern, so miisste
man ¢ € [0, 2] U [Z7,27] wihlen und B in By = {(z,y) € R? : ||(z,y)|| € [r,R],0 < y < z}
und By = {(z,y) € R? : |(z,y)|| € [r,R],—z < y < 0} zerlegen. Dann ist [[; £ d(z,y) =
ffB1 Ld(x,y) + ff32 4 d(x,y).) Wir erhalten

sin ¢ i
// (z,9) / / cos dgdgoz%(RQ—rZ)/ tan p dp = 0.

s
4

Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich, weil der Tangens eine ungerade Funktion ist und
iiber ein zu 0 symmetrisches Intervall integriert wird.

Aufgabe 3

Eine Parametrisierung des Kegelmantels F ist gegeben durch

x T COS ¢
y| =|rsing | = g(r e mit (r, ) € [0,1] x [0, 27].
z r
Mit
cos —rsingp —rcos¢
10:G(r, ©) x 9,G(r,0)|| = ||| sing | x | recose ||| = —rsing ||| =V2r
1 0 -
und
T CoS 0 T COS p
1G(r,0) =l = ||| rsing | =[O ||| =]/| rsine ||| =V2r2=2r+1
r 1 r—1
erhilt man
o 1
-0 1z =al| N1G(r, @) — a|| 10rG(r, 0) x Dpg(r, )| d(r
g [0,1]x ozn]
= Q/ /%\/irdcpdr = 2\@7@)/1 " gy Minweis —2moln(v2 — 1)
o Jo V2r2—2r+1 o V2r2 —or +1 :
Aufgabe 4

N sei stets die Einheitsnormale auf 9K , die ins AuBere von K gerichtet ist. Fiir den FluB des
Vektorfeldes f durch die Oberfliche 0K des Kegels K nach auflen gilt

/ f-]\_fdo.
oK

Die Oberfliche 0K besteht aus dem Kegelmantel und dem Grundkreis. Wir parametrisieren zunéchst

den Kegelmantel
M= {(z,y,2) €R® : 2=2— /a2 +42, 2 >0}



durch

x T COS P
y| =|rsing | = g(r o) mit (r,¢) € [0,2] x [0, 27].
z 2—r
Dann ist '
cos @ —rsing T COS
0rg(r, @) X 0pg(r,p) = | sing | x | rcosp | = | rsing
-1 0 T

Dieser Vektor zeigt nach auflen. Weiter gilt

2—r 7 COS
f(Gr,p)) - (3,@(7", ) X Opg(r, go)) = |rsing |- | rsing | =(2—r)rcosp+ r? sin? o+ B=r)r
3—r r

= (2r — %) cos o 4 r¥sin® ¢ + (3r — r?).

Fiir den Flufl von f durch die Mantelfliche M nach auflen erhélt man

— = ar a = ) . .
[ rxa= | / 1 0) - 1, gﬁ 3 g awi}ﬁi ;‘3” 10:3(r. ) % ,i(r. 0) | (. 0)
M [0,2]%[0,2 IR
= // f(g(r, 90)) : (ar‘g(ra 90) X a@ﬁ(r, 90)) d(’l“, QO)
[0,2]%[0,27]
27
= /0 /0 ((21" —r?) cosp + r?sin® o + (3r — 1"2)) dep dr
? 3 3 2 28
R T e R e DR

FEine Parametrisierung des Grundkreises
G:= {(x,y,z) eR3 . 22+ <4, z:O}

ist gegeben durch

x 7 COS
y| = |rsing | = g(r,e) mit (r,¢) € [0,2] x [0, 27].
z 0
Dann ist
cos —rsin 0
Org(r, ) X 0pg(r,p) = | sing | x | rcosep | =0
0 0 r
Dieser Vektor zeigt nach innen. Wegen
0 0
f(g’(r, 90)) ) (_8T§(T7 90) X awg(rv 90)) = |rsineg | - 0 =-T
1 —r

ergibt sich fiir den Flufl von f durch die Grundfliche G nach aufen

/ F-Ndo= / / (G 9) - (~0u(r, ) X B,ii(r, 0)) d(r, )

[0,2] % [0,27]

27
/ / —Tdcpdr——/ 2mr dr = —A4m.



Der Fluf3 von f durch die gesamte Oberfliche 0K des Kegels K nach aufien betriagt somit

//f Ndo_//f Ndo+/ 7 Ndo-—7r—47r—§7r

Bemerkung: Alternativ kann man [ [, f - N do auch mit dem Divergenzsatz im R3 (Diesen nennt
man auch den Gaufischen Integralsatz.) berechnen:

//f-ﬁdo:// V-de:///2d(x,y,z)
0K K K

wobei wir hier dr fiir d(z,y, z) geschrieben haben. Mit Zylinderkoordinaten
T = 7 Cos , Yy = rsin g, z==z

lasst sich K charakterisieren durch
€ [0,2], v € [0,27], z€1[0,2—r],

so dass folgt

(75 fff sena=a [ [ [ ran

2—r 1
_477/ / rdzdr—47r/ (2r—r )dr—47r[ érg]g 3677.
0
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