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Losungsvorschlige zum 1. Ubungsblatt

Lésungen zu Aufgabe 1: a) Wir kénnen die Determinante direkt berechnen indem wir die Regel von

Sarrus benutzen.
det(A) = 3-(—1)-(=2)+(=2)-(=1)-242:1-1-2:(=1)-2—1:(—=1)-3—(=2)-1-(=2) = 6+4+2+4+3—4 = 15.

Alternativ wissen wir, dass sich die Determinante einer Matrix nicht verdndert, wenn wir das Vielfache
einer Spalte zu einer anderen Spalte bzw. das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile addieren.
Auf diese Weise formen wir die Matrizen nun um und verwenden zudem den Entwicklungssatz.

3 -2 2 3 9
det(A) =z, z5—2z;)det [ 1 =1 =1 =[Entw. nach z,] —3det (1 1) =-3(3-(-1)—1-2) = 15.
0 3 0

Da det(A) # 0, ist A regulér und das Gleichungssystem damit eindeutig losbar. Die Cramersche Regel
besagt, dass die Komponenten von ¥ gegeben sind durch z; = det(M;)/det(A), wobei die Matrix
M; aus der Matrix A entsteht, indem man die i-te Spalte von A durch b ersetzt. Konkret (fiir die
Berechung der Determinanten verwenden wir die Regel von Sarrus) heift das:

1 1=2 2 24+2404+241-0 7
xlzﬁdet 0O -1 —-1]= 5 =15
1 1 -2
1 312 0—242+0+434+2 5 1
2 1 —2
1 3 -2 1 —34+0+14+2-0+2 2
ry=zdet |1 —1 0] = = =
2 1 1
7/15
Also: = | 1/3
2/15

Indem man die Cramersche Regel fiir eine regulire n x n-Matrix verwendet und direkt die Entwick-
lungsformel auf die j-te Spalte anwendet, erhélt man

(L

Ajb = det 4
kT der(A) M

wobei man die Matrix Xj\k aus der Matrix A erhilt, indem man die j — te Spalte und die k-te Zeile
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streicht. Somit ist Zj\k eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix. Hier ergibt sich

1 -1 -1 3
—1 _ = _
A= 5 det ( 1 _2> =1

L1 3 2\  —10
1_ - _
A“_15det(2 —2)_ 15
L -1 (3~ -7
1r_ - -
Az = R det(2 1)— G

Insgesamt:
1 3 -2 4
Al = 'H 0 —-10 5
3 =7 1

Lésungen zu Aufgabe 2: Wir berechnen

20 2 38
BTB:Gj ;g), BBT=|2 10 -6
38 —6 82

Damit ist
det(BTB) = (14 -98) — (14 - 14) = 1176.

Wir wissen, dass sich die Determinante einer Matrix nicht verdndert, wenn wir das Vielfache einer Spalte
zu einer anderen Spalte bzw. das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile addieren. Auf diese Weise
formen wir die Matrizen nun um und verwenden zudem den Entwicklungssatz.

[Die verwendete Umformung steht jeweils in Klammern hinter dem Gleichheitszeichen.]

0 —98 98 0 —98 98
det(BBT) =(7,572,-1025) | 2 10 =6 =(z,52,-192,) {2 10 —6
38 —6 82 0 —196 196

—98 98
=[Entw. nach 5] (—2) - det (196 196) -

Fiir n x n-Matrizen gilt bekanntlich det(B) = det(BT) und wegen der Multiplikativitit der Determi-
nante damit det(BBT) = det(B” B) = (det(B))2. Hier ist aber det(BBT) # det(BT B), was aber kein
Widerspruch zur Vorlesung ist, da B keine n x n-Matrix ist.

Man kann det(BB7) = 0 auch ohne groRere Rechnungen zeigen. Die Dimensionsformel fiir n x m-Matrizen
A besagt

m = Rang A + dim Kern A.

Damit: 3 = Rang BT + dim Kern BT. Wegen Rang BT < n = 2 folgt dim Kern BT > m —n = 1. Sei
7 # 0 ein Vektor aus Kern BT, Dann ist # auch im Kern von BB”, also hat BBT einen nichttrivialen
Kern und somit ist BB nicht regulir. Insgesamt: det(BBT) = 0.



Loésungen zu Aufgabe 3: Wir verwenden vollstindige Induktion nach n € IN mit n > 2.

TA: n = 2. Fiir alle 21,22 € R gilt

1 T
det(1 x2>:m2_x1: H (x — ).

1<j<k<2
IS: Sei n € IN mit n > 2 beliebig. Es gelte
Loy v )
‘_
det [1 %3 w3 - U3 = JI e-vw) firalley,ys,....y0 € R AV).
N i R
Loyn yn oyt
Seien nun z1,x3,...,Tp+1 € R. Zur Berechnung von
1 = L x?_l at
1z S
1 a3 3 ... ng xh
det
1 z, fo ... xzfl Ty
2 n—1 n
1 zpy1r oy 0 T Tog

multiplizieren wir zuerst die vorletzte Spalte mit 1 und ziehen diese von der letzten ab. Dann multiplizie-
ren wir die vorvorletzte Spalte mit 2 und ziehen diese von der vorletzten ab, usw. Die letzte Umformung
besteht darin, das x;-fache der ersten Spalte von der zweiten Spalte abzuziehen.

Fir k =n+1,n,...,3,2 ziehen wir also nacheinander das z;-fache der (k — 1)-ten Spalte von der k-ten
Spalte ab. Im Anschluss entwickeln nach der ersten Zeile:

1 oz 23 ot 1 0 0 0
1 9 B S 1 x9—x 2 — 1170 o xl -yt
1 a3 2wt al 1 x3—x 3 — x173 cal —may!
det | . . . . . . = det
1 =z, x2 ant o gn 1 =z, —x 2 — 11, cooal —xpanTl
n—1 2 n—1
1 Zpyr w54 Tpil Thiq 1 Zpp1— 21 Tpp — T1Tpgr -0 Ty — 1T,
n—1
Ty — T1 xo(xo — 21) coe o xy H(me — 1)
n—1
T3 — X1 x3(xs — 1) oo xg T (g — 1)
=1-det
-1
Ty — T1 Tn(Tn — 1) vl ay, — 1)
n—1
Tyl =21 Tup1(Tngr —21) oo Ty (Tng1 — 71)

Nun kénnen wir aus der ersten Zeile dieser Matrix den Faktor (x5 — 1) herausziehen, aus der zweiten
Zeile (x5 — x1) etc. und aus der letzten Zeile den Faktor (2,41 — 21):

1 zs ... ;v’;*l
1 x3 ... a:g_l
=(x2 —z1)(x3 — 1) ... (Tn — 1) (Tpt1 — x1) - det :
= [1 (zi—-=1) 1 oz, ... and
1<i<nt1 1 xppr .- CCZ:L}

Diese n x n Matrix ist wiederum eine Vandermonde-Matrix. Geméfs Induktionsvoraussetzung mit y.,,, =



Tpmg1 (fir m=1,2,...,n) gilt

n—1
1z ... oz .
e
1 z3 R 4
det | = ot = J] @a—ep)= [ (@-w).
1, a1 1<j<k<n 2<i<I<n+1
n—1
1 zppr o0 2,
Zusammen ergibt sich
1 3 oAttt o
2 n—1 n
1 2z Ty ... Ty X x5
1 3 3 ... oxyt o al
det | .. o : Sl= I @y ]I @ez)= ][ (@-w).
: : : : ‘ 1<i<nt1 2<i<i<n+1 1<i<i<n+1
1 =z, x2 L antt g
2 T 1 n
Lo @ppr @540 -0 ZTpyn Tpg

Losungen zu Aufgabe 4: Wir wissen, dass sich die Determinante einer Matrix nicht verdndert, wenn
wir das Vielfache einer Spalte zu einer anderen Spalte bzw. das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile
addieren. Auf diese Weise formen wir die Matrizen nun um und verwenden zudem den Entwicklungssatz.
Wir starten mit Umformungen in Zeile 4, denn diese enthilt die meisten Nullen.

[Die verwendete Umformung steht jeweils in Klammern hinter dem Gleichheitszeichen.]

-2 2 2

3 -1 -3 4 2z
det(C’) = [S3—S3+2S55] det -6 3 7 9 —[Entw. nach Z4] 1-det 3 -3 4
0 1 0 0 679
0 2 1 9 1
=[S1—51+52] det (1) _73 ;1‘ ~—[Entw. nach Sq] 1-det (_3 4) = (2 ' 4) - (_3 : 1) =11

Losungen zu Aufgabe 5: Wir wissen, dass sich die Determinante einer Matrix nicht verdndert, wenn
wir das Vielfache einer Spalte zu einer anderen Spalte bzw. das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile
addieren. Auf diese Weise formen wir die Matrizen nun um und verwenden zudem den Entwicklungssatz.

[Die verwendete Umformung steht jeweils in Klammern hinter dem Gleichheitszeichen.]

det(D) =[Z1—=21—Z4] det

0

1

0

1
1
—[Entw. nach Z] 1-det (O
1

:[Entw.nacth]l' (1 Ot4> =a—4—-1=a-5.

Man sieht: det D # 0 <= « # 5. Daher ist D genau fiir « € C\ {5} regular.

=[54—5,—5,) det

_ -0 O
_ o = O

0 0
0 1
1 1
1

[ N e
QNN
W ==

—_

10
1 =[S3—S5—51] det |0 1
11

=)

a —

-2 2
Losungen zu Aufgabe 6: FirZ=| 1 |undy=1[ 0 | gilt
1 -2
-2-0 -2
Ixy=1[2-4|=|-2|,

0—-2 -2



ExgH)y=(-2)1[1])=-2-(-2)+(-2)-1+(-2)-1=0

[dieses Ergebnis war zu erwarten, weil stets & x ¢ sowohl orthogonal auf # als auch orthogonal auf ¥
steht]. Fiir den Winkel ¢, den die Vektoren # und § einschliefen, gilt

(@y)  —2-2+1-0+1-(-2) _6 5§ 3
CoSp = 55— = = =4/ =X
IZ 7 VA+1+1-vV4+4 V68 3 5

Hieraus folgt ¢ = %”. Der Flédcheninhalt des von Z und ¢ aufgespannten Parallelogramms lautet

& x 5l = /(=27 + (=22 + (—2)° = VA + 4+ 4 = 2v3.



