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Hohere Mathematik 11

fiir die Fachrichtungen Elektrotechnik und Informationstechnik
Losungsvorschlige zum 4. Ubungsblatt

Loésungen zu Aufgabe 1

a) Auf R%\ {(0,0)} ist die Funktion f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Im Punkt
(0,0) ist f auch stetig: Mit Hilfe von |zy| < %(z® + y?) [Diese Ungleichung folgt aus der
binomischen Formel: 0 < (z +y)? = 22 4+ 2zy + y*> = —2y < 3 (22 +y?) sowie 0 < (z —y)? =
x? —2zy +y? = xy < 3(2® + y?)] ergibt sich fiir (z,y) # (0,0)

|zy|

1 ..
If(z,y)| = 22 4 42 lyl gﬁ‘yléo fiir (z,y) = (0,0),

also gilt lim, ) 0,0y f(z,9) = 0= f(0,0), d.h. f ist stetig in (0,0).
Alternativ: Es gelte (2, yn) — (0,0) mit (x,,y,) # (0,0) fir alle n € N. Dann gibt es 7, > 0
und ¢, € [0,27) mit (zn, Yn) = (7 COS @n, Ty sin p,,). Es folgt

(17, cOs @ ) (T, sin 0y, )
T, COS Pp )2 + (1 sin @y, )?

f(@n,yn) = f(rn cos pn, m, singy,) = (

3 -2
o COS ©y, Sin ) n—00
=D ('OTT; P _ Ty COS ©p, SN2 @, —— 0,
n

weil 7, — 0 strebt und die Folge (cos @, sin? ¢,,) beschrinkt ist.

b) Die Funktion g ist nicht stetig in (0,0), denn es gilt

1/n* 1 nooo 1
g(1/n* 1/n) = 1/n4/fl/n4 =5 5 #0=9(0,0).

Sei nun ¢ € R fest gewihlt. Im Fall cosp = 0 ist g(rcose,rsing) =0 — 0 = ¢(0,0) fiir
r — 0. Im Fall cosp # 0 ergibt sich

3 cos psin? ¢ rcospsin?p 0 0

7 CcosS @, rsinp) = - = .
9( % SO) r2 cos? 0+ r4 Sll’l4 @ cos2 o+ r2 Sln4 © cos? "2 +0

c) Wegen h(z,z) =1— 1% 0= h(0,0) fir x — 0 ist die Funktion A in (0,0) nicht stetig.
Sei  # 0. Dann gilt

Wz, y) = 229 _ y? y—0 0 _
’ 2224+ (x—y)? Y2+ (1 —y/z)? 0+1

Folglich existiert lim, ,o(limy—o h(x,y)) = lim;00 = 0 = h(0,0). Wegen h(z,y) = h(y,x)
fiir alle (z,y) € R? existiert auch der andere iterierte Limes und hat den gleichen Wert.
Loésungen zu Aufgabe 2

Eine Funktion f lésst sich in (0,0) stetig fortsetzen, wenn der Grenzwert ¢ := lim, ,y_(0,0) f (7, )

existiert. Die stetige Fortsetzung fvon f ist dann gegeben durch

[ Sy i @) £ (0,0)
f(@y) = { c fiir (z,y) = (0,0)
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a) Diesmal ist f(z,y) nur fiir y # 0 definiert. Wir betrachten daher eine Folge (x,yx) in R? mit
yr # 0 fiir alle £ € N und (xg, yx) — (0,0) fiir £ — oo. Dann ergibt sich fiir jedes k € N
1
1- COS($ky]€) Tk - M , Tk 7& 07

flog,yp) = —— = TrYk

Yk 0, zp=0.

Wegen x,yy £2% 0 und (1 —cost)/t 29 0 (Man beachte cost = 1 — 3t2 + ¢4 — 4.
Alternativ kann man (cost — 1)/t als Differenzenquotient von g(t) := cost in 0 auffassen.
Wegen ¢'(t) = —sint erhélt man dann lim ,o(1 — cost)/t = —¢’(0) = 0. Mit Hilfe der
Regel von de 'Hospital kénnte man diesen Grenzwert natiirlich auch berechnen.) erhélt man
1_%(;:3”“) — 0 und damit f(xg,yx) — 0 fir & — oo, d.h. f(z,y) konvergiert gegen 0 fiir

(z,y) — (0,0). Die stetige Fortsetzung f~von f in (0,0) ist deshalb gegeben durch

~ | flay) firy#0
fmw—{ 0 fiir (e.y) = (0.0)

b) Wegen
2% + 97 < o’ + [yl < max{|zl, [yl} - [o® + max{|], [y} - [y[* = max{|z], [y[} - (2" +5?)
erhalten wir fiir (z,y) # (0,0)

max{|z|, [y|} - (z* + )
2 + 92

(z,)—(0,0)

[f(z,y)| < 0,

= max{|x|,[y|}

d.h. lim, 4)—(0,0) f(z,y) = 0, also ist die stetige Fortsetzung von f in (0,0) gegeben durch

[ Syt (o) £ 0,0
f(x’y)_{ 0 fir (z,9) = (0,0)

Alternativ: Es gelte (zg,yr) # (0,0) und (xg,yx) — (0,0). Dann gibt es rp > 0 und ¢ € R
mit (zg,yx) = (rk cos @k, T sin pg); dies ist die Darstellung der Folge in Polarkoordinaten.
Dabei gilt 72 = 72(cos?py, + sin®pr) = 22 + 42, also 1% = ||(xk, yk)|| — 0. Somit hat man

3 .3 3 in3
T3 COS° YL + 77 SIN° P . k— 00
k k 3 3
f(@r, ye) = 5 = 13, (cos’ g, + sin’pp) —— 0
k

wegen der Beschrénktheit von Sinus und Cosinus. Folglich ist lim, 0,0y f(7,y) = 0.

Loésungen zu Aufgabe 3

_ @, -t) furte[-1,0) . ... [ (1,-1) firte (-1,0)
a) Wegen 7(t) = (¢ [t]) = { 1) firtefn1] SO = 000 firte(0,1)
und fiir die Lénge der Kurve  ergibt sich
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b) Fiir y(t) = (sin®(3t) cost,sin®(§¢) sint) =: ((t),y(t)) ergibt sich

T (t) = 3sin2(%t) cos(3t)% cost — sin3(%t) sin ¢

= sin2(%t) (cos(3t) cost — sin(3t)sin(t)) = sin2(%t) cos(5t),

1

und genauso y/(t) = sin?(1t) sin( %t). Folglich ist die Liange der Kurve ~

3

67 67 6m
/0 15(2)| dt = i \/(az’(t))2+(y’(t))2dt:/0 \/Sin4(%t)0082(%t)+Sin4(%t)sin2(%t)dt

61 1 61 61 1 61 67
:/0 sin®(3t) dt = 3 (/0 sin®(5t) dt—i—/o cos?(1t) dt) = 2/0 Ldt = = =3m.

y y

-1

Bemerkung: Die Kurve wird bei der gegebenen Parametrisierung zweimal durchlaufen und
zwar entgegen dem Uhrzeigersinn.

Loésungen zu Aufgabe 4

Eine Funktion f ldsst sich in (0,0) stetig fortsetzen, wenn der Grenzwert ¢ := lim(, y)_(0,0) f(,¥)

existiert. Die stetige Fortsetzung fvon f ist dann gegeben durch

[ Sy i ) £ (0,0)
fay) = { c fir (z,y) = (0,0)

a) Fir (z,y) # (0,0) gilt

b)

f(x y)_ 3’)2+y2 ‘ /:E2+y2+1—|—1_(x2+y2)( /.’L'2+y2+1+1)
V211 (2141 (22 +y2+1) -1
=vVa+y?+1+1,

und damit ergibt sich unmittelbar

Flayy) E22O0 e e 1 =2,

Also lasst sich f stetig in (0, 0) fortsetzen mit

fy 2 [ FE @) £ 00)
’ 2 fiir (z,y) = (0,0)
Fiir x # 0 gilt
f(z 0)—0ﬂ>0 und flz,x) = 7 a0 lim t =1
Y T er? t>0et —1

d.h. bei unterschiedlicher Anndherung an den Nullpunkt erhilt man verschiedene Werte.
Folglich existiert der Grenzwert lim, .y, (0,0) f(, y) nicht, so dass sich f nicht stetig in (0,0)
fortsetzen lésst.



Losungen zu Aufgabe 5
a) Wir verwenden hier v statt . Es gilt 4(¢) = (1 — cost,sint) und damit

15> = (1 — cost)? +sin®t = 1 — 2cost + cos®t +sin®t = 2 — 2 cost

=2(1 — cos(3t + 1)) = 2(1 — cos?(1t) + sin®(1t)) = 4sin?(1t).

Definitionsgemaéf ist also

27 27 27
L(vy) = / 15| dt = / 2|sin(5t)| dt = 2/ sin(3t) dt = —4 cos(%t)‘?io = 8.
0 0 0

Bemerkung: Diese Kurve heifit Zykloide. Sie ist die Bahn, die ein Kreispunkt beim Abrollen
eines Kreises auf einer Geraden beschreibt.

b) Wir verwenden hier r statt z. Hier befinden wir uns in der komplexen Zahlenebene C, welche
wir als R? auffassen. Wegen e = cosp + isiny ist die Kurve 7(p) = (¢cose,psing),
¢ € [0,27], in R? gemeint.

Wegen 7/() = (cos p — psin g, sin ¢ + ¢ cos ) ergibt sich

17 ()17 = (cos o — wsing)? + (sinp + @ cos p)?
= cos? @ — 2p cos psin @ 4+ p?sin? ¢ + sin? @ 4 2 cos psin g + @2 cos®
=1 + gpz

und damit

2m 2m 2w
. . 1+ @24+ +/14¢?
1) = [ F@lde= [ Vit Rap= [CVIEEIVIES
0 0 0
1/2#( 1+§02 > 1 2 1 902
2Jo \V1+¢? 2Jo \V1+¢2 /1+¢2

1 2 Arsinh 2
:§<Arsinh<p+g0\/1+cp2) :$+W\/1+4ﬂ'2.
=0

Y
ﬂ'Ak
—w/\ ™ 2w
‘ T
gl

Bemerkung: Diese Kurve heifit Archimedische Spirale.



Losungen zu Aufgabe 6
a) Wir verwenden hier v statt 7. Fiir —1 <t < 1 gilt

1/V1—12
1
—t/V/1—¢2

Y(t) =

Fiir tg € (—1,1) ist daher

arcsin tg 1/4/ 1 —t2

(to) + M(to) = to +A A ER,

iz \lvia)

eine Parameterdarstellung der Tangente im Punkt (o).

b) Fiir ¢t € [-1, 1] haben wir

/rw ar= [ |3

Folglich hat die Kurve v die Linge L(y) = s(1) = v27. Wegen

5 dr = V2 arcsin 7" V2 (arcsint + 7).

% g = arcsint, also  t=t(s) =sin(3v2s— %) = —cos(2v25s)
lautet eine Darstellung von v beziiglich der Bogenlidnge (oder natiirliche Parametrisierung)
1 s
5\[ )
F(s) =~(t(s)) = | — cos( V2s) |, s€[0,v27].
sin( f )



