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Hohere Mathematik 11
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Losungsvorschlige zum 5. Ubungsblatt

Lésungen zu Aufgabe 1: Der Tangentenvektor im Punkt ~(¢) lautet

—e"tcos(t) — e tsin(t)
A(t) = [ —e "sin(t) + et cos(t)

et

Fiir die Bogenliénge (in Abangigkeit von t € [0,00)) ergibt sich

s(t) = / [|7(T)||dr = / V(—e=7 cos(1) — e~Tsin(7))2 + (—e~7sin(7) + e~ cos(7))2 + e~27dr
0 0

= /\/ge_TdT =V3(1—e7),
0

also gilt fiir die Linge der Kurve L(v) = s(00) = v/3. Wegen t = t(s) = In (1 — %) ! ist die Darstellung

beziiglich der Bogenlinge (bzw. die natiirliche Parametrisierung) gegeben durch

) (s €[0,v3)).

Lésungen zu Aufgabe 2: a) Bei der Funktion f ergibt sich fiir eine Richtung v = (vy,ve) € R?\
{(0,0)} wegen £(0,0) =0

g (07()) — lim f((O,O) + t’l)) — f(0,0) — lim M .
O t—=0 t 10 n

Ist v so gewihlt, dass v1ve > 0 gilt, dann hat man tv; -tvg > 0 fiir alle ¢ # 0 und damit nach Definition
von f

8f . t’Ul
%(0,0) = }1})%7 =77 .

Ist dagegen vyvs < 0, so erhdlt man tvy - tvg < 0 fir alle ¢ # 0, also
tvy + tug

of :
%(0,0) —%gr(l)f =v; +vs.

Fiir die Funktion f existieren folglich alle Richtungsableitungen im Punkt (0, 0).

b) Wir bestimmen zunéchst f'(zg,yo). Da f in (20, yo) differenzierbar ist, gilt

f'(zo, yo)u = % (w0,y0) = —1 und f(@o,y0)v = % f(xo,y0) = 2.

http://www.math.kit.edu/ianal/lehre/hm2etec2016s/


http://www.kit.edu/index.php
http://www.math.kit.edu/iana/
mailto:peer.kunstmann@kit.edu
mailto:jens.babutzka@kit.edu
http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm2etec2016s/

Setzen wir abkiirzend o := f;(xo,yo) und B := fy (20, yo), so ist f'(xo,y0) = (a B), also f'(xo,yo)u =
a+ 28 und f'(xg,yo)v = —a + B. Obige Gleichungen liefern daher

a+28=-1 und —a+p4=2.

HieSralis erhiilt man durch Addieren 35 =1, also 8 = % und damit o = f%. Folglich ist f'(xo,y0) =
(

—3 3) und aufgrund der Differenzierbarkeit von f in ,(:co,yo) ergibt sich

5 o) = v = (-3 ) (1) =4

wlot

Wie wir aus der Vorlesung wissen, ist die gesuchte Richtung h gegeben durch

b grad f(zo, yo) _ 1 (—5)
lgrad f(zo,%0)l v26 \ 1)~

Lésungen zu Aufgabe 3: a) Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig; wir
miissen also nur noch die Stetigkeit in (0, 0) nachweisen: Wegen

I2*y2
$2+y2

2=y’ _ Pty

=1
(E2+y2 - 1‘2+y2

gilt | f(z,y)| < |zy| und damit folgt f(x,y) — 0= f(0,0) fiir (x,y) — (0,0).
b) Fiir (z,y) # (0,0) ist

Folzy) =y 2 —y? + oy 2z(2? + y?) — (22 — y?)2x
z\ T, 22 + 42 (22 + y2)2
Y@ =)@yt eyt aty ety P
(22 + y2)2 (22 + y2)2 (22 + y2)2 )

und wegen f(z,y) = —f(y,x) ergibt sich daraus

f(x,y—l—h)—f(a?,y) —f(y—l—h,x)—i-f(y,x)

folwv) = i, h = i "
. fly+hz)— fly,z) yie + dyPa® — 2b
hliﬁ) h f%(y’x) (y2+x2)2

Fiir (x,y) # (0,0) gilt also

_(folwy)y -1 wly + 4oy’ — P
grad f(z,y) = <fy(x,y)> BRCCEDR (x5 —4ay? — xy4> :

Fiir die partiellen Ableitungen von f im Nullpunkt erhalten wir

£(0.0) = lim {OFRO=F0.0 _\ 0-0_
h—0 h Py
und £(0,04 R) — £(0,0) 0—0
, 04+ h) - f0.0) . 0-0
fy(O, 0) = }lzlg%] h = %135 == 0

Somit ist grad f(0,0) = (0, 0).

c¢) Es ist
oY iy o0 0) = £,(0,0) . fy(RO) 1 R -0-0
Fay(0,0) = 55, (0:0) = Jim 222 = Jim 25 = lim 2 e =
sowie
) B _ 5

Oy Ox h—0 h o ko %}1}1}) h(0+h2)2
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Losungen zu Aufgabe 4: a) Sei f: R® — R?, f(z,9,2) = (asyzzSezyQ'zs, x26y+sinx) =: (fi(z,y, 2), fo(x,y, 2)).

Wie wir wissen, gilt
1 xty + x> — o0
grad f(z,y) = m (x5 . 4x3y2 _ my4
auf R2\ {(0,0)}. Dort existieren also die partiellen Ableitungen erster Ordnung und sind stetig, d.h. f
ist dort stetig partiell differenzierbar. Aus der Vorlesung wissen wir, dass dies die Differenzierbarkeit
von f impliziert. Die Ableitung ist

T
f(z,y) = (grad f(z,y)) = oy +4a?y® —y®  2® —dady? — ayt).

R

Weiter ist bekannt: grad f(0,0) = (0,0). Fiir (z,y) # (0,0) sei z := max{|z|, |y|}. Es gilt

|ty + 4z — o) - 25 4425 4 25
(2 + 42)2 = (22)2
Damit folgt fz(z,y) — 0 = £;(0,0) fiir (z,y) — (0,0). Genauso sieht man ein, dass f, in (0,0)

stetig ist. Also ist f in (0,0) stetig partiell differenzierbar und damit differenzierbar, und es gilt
1/(0,0) = (0 0).

Die Funktion f kann nicht zweimal stetig differenzierbar sein, denn sonst miissten f,, und f;, nach
dem Satz von Schwarz {ibereinstimmen, was aber nach c) nicht der Fall ist.

| fa(z,y)| = = 6z = 6 max{|z|, |y|} .

Da die partiellen Ableitungen von f

(f1)e(@,,2) = y?2%™ = a6V 2 227 = 223 (1 + ay2%)e™
)yl 2) = 2023 (1 1 =)V
(f1)=(2,y, 2) = 32222 (1 + 2y22%)e™ %
(f2)z(z,y,2) = 22€Y + cos z,
(fo)y(z,y, 2 )*z ev,
)z(@,y,2) =

auf R? stetig sind, ist f stetig partiell differenzierbar und damit auch differenzierbar. Fiir die Ableitung
von f ergibt sich

! _ (fl)m(xayaz) (fl)y(xayaz) (fl)z(xayaz)
f (x7y’Z) B ((f2)z(xvyvz) (fQ)y(xayaz) (f2)2(x7y’z)>

B <y223(1 + :ryzz?’)ewzz’3 2zyz3(1 + xy223)e”2z3 3zy?22(1 + xy223)e””y2z3>

2xeY + cosx x2eY 0

f:R%2 = R3 f(z,y) = (yew + zsinhy, y* + 32%siny, 4y — x3)
Auch hier sind sdmtliche partiellen Ableitungen von f stetig, so dass f differenzierbar ist mit
ye® +sinhy  e* 4+ xcoshy
fx,y) = 62 sin y 4y +3x%cosy |, (x,y) € RZ
—3z2 4

f:(0,00) X (=7, ) x (—=7/2,7/2) = R3, f(r,¢,0) = (r cosg cosf, r sinp cosf, rsinb)
Wiederum ist f stetig partiell differenzierbar und damit differenzierbar. Die Ableitung von f lautet

cosp cosf —r sinp cosf —rcosp sinf

f'(r,p,0) = | sinp cos rcospcos —rsinpsing |, (r,0,0) € (0,00)x(—m,7)x(—7/2,7/2).
sin 0 0 r cos @

Bemerkung: Es gilt det f'(r, p,0) = r? cos§ (— Kugelkoordinaten).
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f:Rx(0,00) x R2 = R, f(w,z,y,2) =Y

Wegen 2¥ = e¥!"% gilt f,.(w,z,y,2) = V" %y /2 und f,(w,z,y,2) = V" Inz. Folglich ist

f(w,z,y,2)=(0 yz¥~! 2¥lnz 0), (w,z,y,2) € Rx (0,00) x R

Lésungen zu Aufgabe 5: a) Die Funktion f ist auf R?\ {(0,0)} als Komposition stetiger Funktionen

stetig; es bleibt noch der Nullpunkt zu priifen. Ist (z,y) # (0,0) und z := max{|z|, |y|}, so gilt
y’ — %y
xr2 + y2
und damit folgt f(z,y) — 0= f(0,0) fir (z,y) — (0,0).

v’ + eyl _ 2+ 2P
x2 +y2 - 22

[f(z,y) = = 2z = 2max{lz|, [y[},

Fiir (z,y) # (0,0) gilt
fo(ey) = @A) ~ 0P —aty)ow | —day?
z\T,Y) = (1’2 +y2)2 - (£E2 +y2)2 )
fylzy) = (By” —2?)(@® +y*) — (y° — 2%y)2y _ —zt + 42?y? + ¢
o @+ 77 EE

Auf R?\ {(0,0)} haben wir also

_ (fa(my)\ 1 —dxy?
grad f(z,y) = (ﬁ,(m,y)) = m <—x4 —|—4x2y2 +y4> .

Nun noch zum Nullpunkt: Definitionsgeméf gilt

h.0) — _
£.(0,0) = Tim fO+h0)~f0,0) . 0-0_,
h—0 h h—0
und F(0,0+ 1) — £(0,0) £(0, ) 1 B -0
- f(0,04h) = £(0,0) . fOR) . 1 h-0_
14(0,0) = limy h =i Ty o
Somit ist f auch in (0, 0) partiell differenzierbar mit
fa:(070)> (0)
rad f(0,0) = = .
500 = (£0.) = (3
Wegen
—4a* z—0
—-734 +0 + 0 x—0
ist weder f, noch f, im Punkt (0,0) stetig.
Es sei v = (v1,v2) # (0,0) eine beliebige Richtung. Dann gilt
hv) — hvy, b
ﬁ (0,0) — hm f((()?O) + ’U) f(o?o) — hm f( ,Ul’ UZ)
v h—0 h h—0 h
1 3_ 2 3,3 _ 13,2 3 _ 2 3 _ 2
PN O3 TN T OSMNE B B
h—0h  (hvy)? + (hog)? h—0  h3(vi 4 v3) h—0 Vi + V3 vy + v3

Dies soll nun mit

(wrads0.0) 0= (7) - (22) =vs

= vy <= V5 —vivy = vp(v? +v3) = 20iv, =0.

verglichen werden. Es gilt

V5 — vivg
v} + v3

Gleichheit gilt also genau dann, wenn v; = 0 oder vy = 0 ist.
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Nicht fiir alle Richtungen v gilt die Glelchung (0 0) = (grad £(0,0)) - v. Folglich kann die Funktion
f in (0,0) nicht differenzierbar sein, denn sonst miisste die Gleichung fiir alle Richtungen gelten. Da
die partiellen Ableitungen von f auf R?\ {(0,0)} stetig sind, ist f auf R?\ {(0,0)} stetig partiell
differenzierbar, also auch differenzierbar mit

1

Fllwy) = (grad f(a,y) " = 55— (—day®  —a* + 422y +y).
(22 +y?)

Lésungen zu Aufgabe 6: a) Fiir die partiellen Ableitungen von f im Punkt (0,0) gilt

_ +25in(|t|~1) —
£2(0,0) = Jim LEO SO0 i Tsinl7) =0 oy 411y = o,
t—0 t t—0 t t—=0
weil sin(|t|~1) beschrénkt ist, und aufgrund von f(z,y) = f(y,z) ist f,(0,0) = f,(0,0) = 0.

Die Funktion f: R? — R ist genau dann differenzierbar in (0,0), wenn es eine lineare Abbildung
A:R? = R!, also A € R'*2, gibt mit

|f(h1, ha) — £(0,0) — A(}2)] (FH=(8) 0
1) = ()

Wegen f;(0,0) = 0 und f,(0,0) =0ist A = (0 0) unser Kandidat fiir die Ableitung von f in (0,0).
In der Tat ist (x) fiir dieses A erfiillt, denn es gilt f(0,0) =0 und A( Z; ) = 0 sowie

(%)

|f h1,h2 1 (h) ( ) 0

h2 26in —— =
[y VRt Wuhz = G sin iy

Fiir die partielle Ableitung von f nach z ergibt sich im Fall (z,y) # (0,0)
folw,y) = 2wsin(a® +y?) 712 + (2® + ¢?) cos(a® +¢°) V2 (—3)(2® +47) 7?20
= 2z sin(x? + y2)_1/2 —x(z? + yz)_1/2 cos(z? + y2)_1/2 :
Damit hat man fiir x # 0
folx,0) = 2z sin(|z| 1) — x|z| ! cos(|z|71).

Ist zp = ﬁ, k € IN, gesetzt, so strebt z; — 0 fiir & — oo, allerdings konvergiert f.(xg,0) =
2% sin(km) — cos(km) = —(—1)* fiir K — oo nicht. Folglich ist f, in (0,0) nicht stetig. Aus Symme-
triegriinden (f(z,y) = f(y,z) fiir alle (z,y) € R?) gilt dies auch fiir f,.

Bemerkung: Die Funktion f ist ein Beispiel fiir eine Funktion, die differenzierbar ist, jedoch nicht stetig

partiell differenzierbar ist. Wenn man also weifs, dass eine Funktion nicht stetig partiell differenzierbar
ist, dann kann man keine Aussage iiber Differenzierbarkeit treffen.



