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Losungsvorschlige zum 6. Ubungsblatt

Losungen zu Aufgabe 1: Wir beginnen mit dem Fall % + g < 1. Es ist

Wegen %—l—% < list %"‘—i—ﬂ < ¢ und damit konvergiert f(y%/7,y) nicht gegen 0 fiir y — 0. Dementsprechend
kann f(0,0) = 0 keine stetige Fortsetzung in (0,0) sein.

Sei nun % + % > 1. Wir beginnen mit den Fillen a oder 8 = 0, wobei wir nur « = 0 betrachten (5 =0
geht analog). Dann 8 > § und wir erhalten

Foal = 2 <y 50 (fi (o) - (0,0))

|z + [yl
Nun seien o, 8 > 0. Wir wihlen £ > 0 so klein, dass 2 + 2 +e2(2 — 1) > 1 ist und setzen p = 2 + ¢ und
4 ¥ A «

q = ;5. Dann gelten (nachrechnen!)

1 1

—+-=1, ap>-~, pg>6.
p q

Die letzte Ungleichung folgt aus der Ungleichung, welche e erfiillt. Die Youngsche Ungleichung liefert nun

1 |x|*P 1 y|Ba
eyl < 21 yl

< - - — 0 (fir (z,y) — (0,0)).
pler il Fafap 0 i en) = 0.0

Losungen zu Aufgabe 2: Klar: In beiden Fillen sind die Funktionen stetig differenzierbar (sogar C'*°).

a) Es gilt f'(z,y) = (266 —sin(y) ggS(COS(y)))

Damit ist f/(z,y) regulir < det f'(z,y) #0 < x # 0 und y ¢ 7Z.

Wenn f/(z,y) regulér ist, so liefert der Umkehrsatz lokale Invertierbarkeit. Sei nun @ = (0, y) gegeben,
wobei y € R beliebig. Wegen (0 +eey) = f(U—eeq) fiir alle € > 0 ist f auf jeder offenen Umgebung,
welche ¢ enthilt nicht injektiv und damit auch nicht lokal invertierbar an diesen Stellen.

Die Funktion sin(cos(y)) nimmt aufgrund ihrer 27-Periodizitdt und Stetigkeit ihr Maximum und Mi-
nimum an. An diesen Stellen ist notwendigerweise die Ableitung gleich 0. Im Intervall I = (—m, 7]
gibt es aber nur zwei Stellen an denen, die Ableitung gleich 0 ist, ndmlich y; = 0 und yo = 7. Die
Funktionswerte sind sin(1) und sin(—1) und damit globales Maximum /Minimum. Sei nun ¢ = (z, z)
wobei z € 7Z und x € R. Sei nun U eine offene Umgebung, welche f(¥) enthdlt. In U gibt es also
Punkte, an welchen die zweite Komponente betragsméfig grofer als |sin(1)] = |sin(—1)| ist. Dieser
Punkte kénnen aber nicht im Wertebereich von f liegen und damit kann f nicht lokal invertierbar
sein.
2
b) Wir haben ¢'(z,y) = <el$ 3g
dann wenn e®3y? # 0, d.h. genau dann wenn y # 0. Das heifit, wann immer y # 0 ist, ist g an der

). Es ist ¢'(z,y) reguldr genau dann wenn det ¢'(x,y) # 0, also genau
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Stelle (z,y) lokal invertierbar (Umkehrsatz). Wir untersuchen nun den Fall y = 0. Wir bemerken, dass
der Term 33 auftaucht, der fiir die Nullstelle der Ableitung bei 0 verantwortlich ist. Da diese Funktion
als Funktion von R — R (global) invertierbar bzw. bijektiv ist, besteht Hoffnung das die (zumindest
lokale) Invertierbarkeit gilt. Tatsachlich kann man sogar die globale Invertierbarkeit zeigen. Dazu sollte
man sich zunéchst klar machen, wie g(R?) aussieht. Klar ist, dass die zweite Komponente von g nur
Werte >0 aufweist. In der ersten Komponente sind hingegen alle Werte méglich, da y> alle Werte
annimmt. Wir zeigen nun, dass g: R? — R x (0, 00) bijektiv ist. Sei (v1,v2) € R x (0,00) Es gilt

x+y3=v1,6$=v2®$=1n(v2),y=m7

also ist h: R x (0,00) — R? gegeben durch h(z,y) = (3 a:ln—(gir)l(y)) die Umkehrfunktion zu g (was
man auch leicht direkt tiberpriifen kann).

Losungen zu Aufgabe 3: Offe_psichtlich besitzen alle drei Funktionen stetige partielle Ableitungen und
sind damit differenzierbar. Fiir f mit den Komponentenfunktionen f;(z,y) := 2% und fo(x,y) := y? gilt
daher

7 _(Difi(z,y) Da2fi(z,y)\ _ (22 0
i) = <D1f2($,y) D2f2(ffay)> B (0 2y> ’
und ebenso ergibt sich

) _ (ycos(zy) xcos(zy) =, _ (€ cosy —eTsiny
g'(z,y) = ( ety Tty und h'(z,y) = coshx 0 '

Mit Hilfe der Kettenregel kommen wir dann auf

7 = > 2 292 2 2,2
o Py =7 (fe) e = (T TR (T 5)

22y% cos(2?y?) 222y cos(z?y?)
= 2$6x2+y2 2yem2+y2 .

Fiir die Funktion % o g erhilt man

(ho @) (x,y) =h'(g(z.y) g (x,y)

s @Y) cos(er 1Y) —esn@) sin(e? )\ (ycos(zy) xcos(zy)
cosh(sin(zy)) 0 e*ty er Ty ’

und Ausmultiplizieren liefert fiir (ko §)’(z,y) die (2,2)-Matrix

_ ((ycos(zy) cos(e™t¥) — =¥ sin(e®t¥))esin(=¥)  (z cos(zy) cos(e™¥) — ™Y sin(e?HV)) esin(zy)
B y cos(zy) cosh(sin(zy)) x cos(xy) cosh(sin(zy))

Wegen Y
go f(z,y) = 3(f(z,y) = §@* y°) = (sin(z®y?), e” ) = (wr(z,y), uz(z,y))

erhalten wir

(go f)/(x y) = Diui(z,y) Dour(z,y)) _ 2xy? coi(xi@ﬁ) 2$2ycoi(m22y2)
g ’ D1U2($,y) D2u2((E7y) Qe +y dew +y .

Auflerdem ist
hog(z,y) = h(F(z,y)) = h(sin(zy), ") = (e cos(e ), sinh(sin(zy))) =: (vi(,y), v2(2,y))

und fiir die Ableitung ergibt sich

N _ (Divi(z,y) Davi(z,y)
(hog)(z,y) = (Divi(x7y) Dzvg(x,y))

_ ([ (ycos(zy) cos(e™¥) — e®+¥ sin(e™+¥))esn(@¥) (2 cos(zy) cos(e®¥) — eV sin(e?+V))esin(@y)
- y cos(zy) cosh(sin(zy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))



Lésungen zu Aufgabe 4: Im folgenden schreiben wir nur f, bzw. f, anstelle von D, f bzw. D, f. Ebenso
kiirzen wir partielle Ableitungen hoherer Ordnung ab, z.B. f,, = (fz), anstatt Dy D1 f := Da(D1 f), etc.

a) Fiir r > 0 und ¢ € (0, 27) gilt
v(r, ¢) = u(rcos ¢, rsin @) = u(g(r,¢)) = (uo g)(r,v)
mit g: (0,00) x (0,27) — R2, g(r,¢) = (rcos ¢, rsin¢). Anwendung der Kettenregel ergibt

6) = 0 05 .0) = (o) wy(atn) (Gongy o).

Wegen v'(r, ¢) = (vr(r,§) ve(r, ¢)) erhdlt man fiir die partiellen Ableitungen von v

vp (1, @) = cos @ uy (1 cos ¢, 7 sin @) + sin ¢ u, (r cos ¢, rsin @),
Vg (T, ¢) = —7sin @ uy(r cos @, rsin @) + 1 cos ¢ uy, (r cos ¢, sin @).

b) Nach einer dhnlichen Rechnung wie in a) sieht man
Vpr (1, @) = 08 @ (Ugy (7 COS b, 7SN P) COS P + Ugy (1 COS ¢, 7 5in P) sin P)
+ sin ¢ (uw (rcos ¢, rsin @) cos @ + wy,(r cos ¢, rsin ¢) sin qb)
© €082 P Ugy (T COS G, 7510 @) + 25in ¢ cOS Ugy (r cOS @, 7 sin @) + sin? ¢ Uyy (7 cOs @, 7 sin @)
sowie
Vg (T, @) = —1 cOs ¢ uy (1 cos @, 7 sin @)
— 78I ¢ (Ugy (r cos ¢, 7 sin @) (—rsin @) + gy (7 cos ¢, rsin @) 7 cos ¢)
— rsin ¢ uy, (1 cos ¢, rsin @)
+ 1 cos ¢ (uyg (r cos @, 7sin @) (—rsin @) + wy, (1 cos ¢, rsin @) r cos @)
® —7 €08 @ Uy (T COS ¢, T 8in @) — 7 5in @ uy (7 cos @, rsin @)
+ 72 5in% ¢ Uy (1 cOS @, 7510 @) — 272 sin ¢ cos @ Ugy (1 COS @, 7 sIn P)
+ 7% cos? ¢y, (r cos ¢, rsin ¢).
[Zu (*): Nach dem Satz von Schwarz gilt fiir die zweimal stetig differenzierbare Funktion u: tgzy = uys.]
Daher ist

0? 10 102 1 1
o7 (10 150 (10 + 50 (100) = vnnlr0) + L 0r(r,8) + 5 00u (1)

or
= (sin® ¢ + cos® @) (ugy (r cos @, rsin @) + uy, (r cos ¢, 7 sin ¢))
= Au(rcos ¢, rsing) = Au(z,y)

mit = rcos ¢ und y = rsin ¢.

Lésungen zu Aufgabe 5: a) Der Umkehrsatz liefert die Behauptung, wenn folgende Bedingungen er-

fiillt sind: Die Funktion g muss stetig differenzierbar sein, es muss ¢g(In2, %) = (0, 2) gelten, und die
Matrix ¢’(In2, %) muss regulér sein. Uberpriifen wir diese Voraussetzungen: Die stetige Differenzier-
barkeit ist offensichtlich. Weiter ist

=y _ (cosh(In2) cos 5\ _ 0 (0
9(In2,3) = (sinh(ln 2) sin g) - (sinh(ln 2)) N <3/4> ’
denn sinh(In2) = $(e™? —e~2) = 1(2 — 1) = 3. SchlieRlich gilt

’(x )= sinhx cosy —coshx siny
9 Y) = \ coshz siny  sinhz cosy )’



und damit ist (In2)
/ _ 0 —cosh(In 2
g(In2,3) = (cosh(ln 2) 0 >

regulér, denn cosh(In2) = 3(2+ 1) = 2 # 0.
Nach dem Umkehrsatz gilt

(g1)’<0,i>=<g'<g1(0&)))*:(gfang,g»—l:(5(/)4 %/4)‘ :<_2/5 4(/)5)

Die Funktion g ist iiberall stetig differenzierbar und fiir alle (z,y) € R? ist
det ¢'(z,y) = (sinhz cosy)? + (coshz siny)?.

Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinhx cosy = 0 und cosh x siny = 0 gilt. Fiir z > 0
ist dies gleichbedeutend mit cosy = 0 und siny = 0, kann also nie eintreten. Folglich ist fiir > 0 die
Matrix ¢'(x,y) stets reguldr. Der Umkehrsatz liefert nun die lokale Invertierbarkeit.

Die Funktion g ist aber nicht injektiv wegen g(x,y + 27) = g(z, y).



