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Lösungsvorschläge zum 7. Übungsblatt

Lösungen zu Aufgabe 1: Die behauptete Au�ösbarkeit folgt mit dem Satz über implizit de�nierte
Funktionen, wenn wir

f(0,−2, 1) = 0 und
∂f

∂z
(0,−2, 1) 6= 0

für die stetig di�erenzierbare Funktion f : R3 → R, f(x, y, z) := z3 + 7z2 − 3xyz + x5 + y3, überprüft
haben. Es gilt f(0,−2, 1) = 1 + 7 + (−2)3 = 0 und

∂f

∂z
(x, y, z) = 3z2 + 14z − 3xy, also

∂f

∂z
(0,−2, 1) = 3 + 14 = 17 6= 0,

womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Für die Ableitung gilt

g′(x, y) = −
(∂f
∂z

(x, y, g(x, y))
)−1 ∂f

∂(x, y)
(x, y, g(x, y))

= − 1

3g(x, y)2 + 14g(x, y)− 3xy

(
−3yg(x, y) + 5x4 −3xg(x, y) + 3y2

)
.

Lösungen zu Aufgabe 2: Für die Funktion f : R2 → R, f(x, y) = cos(x) sin(y) ex−y, gilt

f(x, y) = ex−y cosx sin y ⇒ f(0, 0) = 0
fx(x, y) = ex−y(cosx sin y − sinx sin y) ⇒ fx(0, 0) = 0
fy(x, y) = ex−y(cosx cos y − cosx sin y) ⇒ fy(0, 0) = 1
fxx(x, y) = ex−y(−2 sinx sin y) ⇒ fxx(0, 0) = 0
fxy(x, y) = ex−y(sinx sin y − sinx cos y − cosx sin y + cosx cos y) ⇒ fxy(0, 0) = 1
fyy(x, y) = ex−y(−2 cosx cos y) ⇒ fyy(0, 0) = −2
fxxx(x, y) = ex−y(−2 cosx sin y − 2 sinx sin y) ⇒ fxxx(0, 0) = 0
fxxy(x, y) = ex−y(−2 sinx cos y + 2 sinx sin y) ⇒ fxxy(0, 0) = 0
fxyy(x, y) = ex−y(2 sinx sin y − 2 cosx cos y) ⇒ fxyy(0, 0) = −2
fyyy(x, y) = ex−y(2 cosx sin y + 2 cosx cos y) ⇒ fyyy(0, 0) = 2

Damit ist für h = (h1, h2)

T3,(0,0)(h) = f(0, 0) + 1
1! (h · ∇)f(0, 0) +

1
2! (h · ∇)

2f(0, 0) + 1
3! (h · ∇)

3f(0, 0)

= f(0, 0) +

2∑
j=1

hj
∂f

∂xj
(0, 0) +

1

2

2∑
j,k=1

hjhk
∂2f

∂xj ∂xk
(0, 0) +

1

6

2∑
j,k,l=1

hjhkhl
∂3f

∂xj ∂xk ∂xl
(0, 0)

= 0 + h2 +
1
2

(
h1h2 + h2h1 + h2

2(−2)
)
+ 1

6

(
h1h2h2(−2) + h2h1h2(−2) + h2h2h1(−2) + h3

22
)

= h2 + h1h2 − h2
2 − h1h

2
2 +

1
3 h

3
2.

Schreiben wir (x, y) = h+ x0 = h, so erhalten wir

T3,(0,0)(x, y) = y + xy − y2 − xy2 + 1
3 y

3.
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Lösungen zu Aufgabe 3: a) Die behauptete Auflösbarkeit folgt mit dem Satz über implizit de�nierte
Funktionen, wenn wir

f(0, 0,−2) = 0 und
∂f

∂z
(0, 0,−2) 6= 0

für die stetig di�erenzierbare Funktion f : R3 → R, f(x, y, z) := z3 + 2z2 − 3xyz + x3 − y3, überprüft
haben. Es gilt f(0, 0,−2) = (−2)3 + 2(−2)2 = 0 und

∂f

∂z
(x, y, z) = 3z2 + 4z − 3xy , also

∂f

∂z
(0, 0,−2) = 3(−2)2 + 4(−2) = 4 6= 0 ,

womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Für die Ableitung gilt

g′(x, y) = −
(
∂f

∂z

(
x, y, g(x, y)

))−1 ∂f

∂(x, y)

(
x, y, g(x, y)

)
= − 1

3g(x, y)2 + 4g(x, y)− 3xy

(
−3yg(x, y) + 3x2 −3xg(x, y)− 3y2

)
.

b) Wir müssen zeigen, dass in der Nähe von (0, 0, 1, 1) durch die Gleichung

f(x, y, u, v) = ~0 , mit f(x, y, u, v) :=

(
x2 + y2 − u2 + v2

x2 + 2y2 − 3u2 + 4v2 − 1

)
implizite Funktionen u und v de�niert werden. O�enbar ist f : R4 → R2 stetig di�erenzierbar; zudem
sieht man sofort, dass f(0, 0, 1, 1) = ~0 gilt; die ersten zwei Voraussetzungen des Satzes über implizit
de�nierte Funktionen sind also erfüllt. Jetzt müssen wir nur noch prüfen, ob die Matrix ∂f

∂(u,v) (0, 0, 1, 1)

regulär ist. Wegen

f ′(x, y, u, v) =

(
2x 2y −2u 2v
2x 4y −6u 8v

)
ist

∂f

∂(u, v)
(x, y, u, v) =

(
−2u 2v
−6u 8v

)
und damit ∂f

∂(u,v) (0, 0, 1, 1) = (−2 2
−6 8 ). Diese Matrix ist tatsächlich regulär, denn det(−2 2

−6 8 ) = −4 6= 0.

Also gibt es zwei o�ene Mengen U, V ⊆ R2 mit (0, 0) ∈ U , (1, 1) ∈ V und eine stetig di�erenzierbare
Funktion g : U → V mit f(x, y, u, v) = ~0 ⇔ (u, v) = g(x, y). Wir setzen ũ(x, y) = g1(x, y) und
ṽ(x, y) = g2(x, y). Es gilt

g′(x, y) = −
( ∂f

∂(u, v)
(x, y, g(x, y))

)−1 ∂f

∂(x, y)
(x, y, g(x, y))

Wegen g(0, 0) = (1, 1) gilt damit

g′(0, 0) = −
(
−2 2
−6 8

)−1
·
(
0 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
,

d.h. alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von ũ, ṽ verschwinden.

Lösungen zu Aufgabe 4: Das zweite Taylorpolynom von f in x0 = (1,−1, 0) ist gegeben durch

T2,x0(h) = f(x0) +∇f(x0) · h+ 1
2h

THf (x
0)h .

Für die Funktion f : R3 → R, f(x, y, z) = xez − y2, ergibt sich

fx(x, y, z) = ez , fy(x, y, z) = −2y , fz(x, y, z) = xez .

Damit erhalten wir fx(1,−1, 0) = 1, fy(1,−1, 0) = 2 und fz(1,−1, 0) = 1. Weiter gilt

fxx = 0 , fxy = 0 , fxz = ez , fyy = −2 , fyz = 0 , fzz = xez .

Insgesamt ergibt sich

f(x0) = 0 , ∇f(x0) =

1
2
1

 , Hf (x
0) =

0 0 1
0 −2 0
1 0 1

 .



Folglich ist

T2,x0(h1, h2, h3) = 0 + h1 + 2h2 + h3 +
1
2

(
−2h2

2 + h2
3 + 2h1h3

)
= h1 + 2h2 + h3 − h2

2 +
1
2h

2
3 + h1h3 .

Schreibt man h = (x, y, z)− x0 = (x− 1, y + 1, z), so erhält man

(x− 1) + 2(y + 1) + z − (y + 1)2 + 1
2z

2 + (x− 1)z .

Lösungen zu Aufgabe 5: Es ist g ∈ C1(R2,R2) und

g′(u, v) =

(
1 f ′(v)

f ′(u) 1

)
.

Also ist det g′(u, v) = 1 − f ′(u)f ′(v) > 0 für alle (u, v) ∈ R2, denn |f ′(x)| < 1 für alle x ∈ R nach
Voraussetzung. Der Umkehrsatz liefert nun die Behauptung.


