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Losungsvorschlige zum 7. Ubungsblatt

Loésungen zu Aufgabe 1: Die behauptete Auflosbarkeit folgt mit dem Satz iiber implizit definierte
Funktionen, wenn wir

£(0,-2,1)=0 und %(07—2, 1)#£0

fiir die stetig differenzierbare Funktion f: R® — R, f(x,y,2) := 2% + 72% — 3zyz + 2° + 3, {iberpriift
haben. Es gilt f(0,-2,1) =1+ 7+ (=2)® =0 und

of
0z
womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Fiir die Ableitung gilt

g’(%y) = —(%($7y,g($,y)))_l a(ify) (x,y,g(x,y))

1
- —3yg(z,y) + 52 —3xg(x,y) + 3y?).
3g9(x,y)? + 14g(z,y) — 3zy (=3yg(z,y) 9(z,y) + 3y°)

0
(z,y,2) =322 + 14z — 3zy, also a—JZc(O, —2,1)=3+14=17+#0,

Loésungen zu Aufgabe 2: Fiir die Funktion f: R? — R, f(x,y) = cos(z) sin(y) e*~Y, gilt

f(z,y) =e* Ycosxsiny = f(0,0) = 0
fu(z,y) =e* Y(cosxsiny — sinzsiny) = f(0,0) = 0
fy(z,y) = e" Y(cosz cosy — cosxsiny) = fy(0,0) = 1
forlw,y) = e V(~2sinasing) = 0,0 = 0
foy(z,y) =€ Y(sinxsiny —sinzcosy —coszsiny +cosxcosy) = f(0,0) = 1
Jyy(z,y)  =e*"Y(—2cosxcosy) = fuuy(0,0) = -2
foza(z,y) = e Y(—2coszsiny — 2sinxsiny) = f222(0,0) = 0
Jaay(z,y) =€ Y(—2sinxzcosy + 2sinxsiny) = fzay(0,0) = 0
Jayy(x,y) =€ Y(2sinzsiny — 2cosx cosy) = fayy(0,0) = -2
fyyy(z,y) =e€*"Y(2coszsiny + 2cosxz cosy) = fuy(0,0) = 2
Damit ist fiir h = (hq, ha)

Ts,(0,0)(h) = £(0,0) + 55 (h - V) £(0,0) + 5 (h V)2 £(0, ) + 31 (h-V)£(0,0)

2 12 9 f

£(0,0) Zja (0,0) Zhhka o (0,0)+62hjhkhlm(o,0)

j=1 ],k 1 jk,i=1
=0+ hy + L (hiha + hahy + h3(=2)) + & (hihoho(—2) + hohiha(—2) + hohahi (—2) + h32)
=h2+h1h2—h%—h1h2 %h%

Schreiben wir (z,y) = h + 2° = h, so erhalten wir

Ty 0,0)(xy) =y +ay —y> —ay® + 19>

http://www.math.kit.edu/ianal/lehre/hm2etec2016s/


http://www.kit.edu/index.php
http://www.math.kit.edu/iana/
mailto:peer.kunstmann@kit.edu
mailto:jens.babutzka@kit.edu
http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm2etec2016s/

Lésungen zu Aufgabe 3: a) Die behauptete Auflosbarkeit folgt mit dem Satz tiber implizit definierte
Funktionen, wenn wir

of
0z
fiir die stetig differenzierbare Funktion f: R® — R, f(z,y,2) := 23 + 222 — 3zyz + 23 — y3, {iberpriift
haben. Es gilt f(0,0,—2) = (—2)3 4+ 2(—2)? = 0 und

£(0,0,—2) =0  und (0,0, —2) # 0

of (z,y,2) = 32° + 4z — 3y, also of (0,0,-2) =3(—=2)> +4(-2)=4#0,
0z 0z
womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Fiir die Ableitung gilt
of -t of
! _ —_—
g'(w,y) = (62 (w,y,g(wvy))> e.7) (z.y,9(z,))

1
= —3yg(z,y) + 32 —3zg(x,y) — 3y?) .
39(z,y)? +4g(z,y) — 3zy ( )

b) Wir miissen zeigen, dass in der Nihe von (0,0,1,1) durch die Gleichung

. . 22 +y? —u? 402
f(@,y,u,0) =0, it f(z,y,u,v) = <x2+2y2—3u2+4v2—1

implizite Funktionen v und v definiert werden. Offenbar ist f: R* — R? stetig differenzierbar; zudem
sieht man sofort, dass f(0,0,1,1) = 0 gilt; die ersten zwei Voraussetzungen des Satzes {iber implizit
definierte Funktionen sind also erfiillt. Jetzt miissen wir nur noch priifen, ob die Matrix % (0,0,1,1)
reguldr ist. Wegen

, (22 2y —2u 2v . of _(—2u 2v
f(x,y,u,v)—(% 4y —6u 8v> ist B, 0) (@ y,u0) = _g, g0

und damit % (0,0,1,1) = (“22). Diese Matrix ist tatséichlich regulir, denn det( 2 32) = —4 # 0.
Also gibt es zwei offene Mengen U,V C R? mit (0,0) € U, (1,1) € V und eine stetig differenzierbare
Funktion g: U — V mit f(z,y,u,v) = 0 & (u,v) = g(z,y). Wir setzen u(z,y) = g¢1(x,y) und

v(x,y) = g2(z,y). Es gilt

@) = (s 0990 0)) G (gl )

U, v)

Wegen ¢(0,0) = (1,1) gilt damit

~1
p _ -2 2 0 0y (0 O
9(0’0>__(6 8) '(0 0) - (0 0)’

d.h. alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von u, v verschwinden.

Lésungen zu Aufgabe 4: Das zweite Taylorpolynom von f in 2° = (1, —1,0) ist gegeben durch
Ty z0(h) = f(2°) + Vf(a°) - h+ $h"Hp(z%)h.
Fiir die Funktion f: R® — R, f(x,y,2) = ze* — y?, ergibt sich
fa(z,y,2) =€ fylw,y,2) = =2y, [f(z,y,2) = we”.
Damit erhalten wir f;(1,—1,0) =1, f,(1,—1,0) = 2 und f,(1,—1,0) = 1. Weiter gilt
Joz =0, foy =0, faz=€", [fyu=-2, f2=0, f[foo=uze.

Insgesamt ergibt sich

1 0 0 1
f@® =0, Vi) =|2], Hi@")=|0 -2 0
1 1 0 1



Folglich ist
Ty 0 (h1, ho, hs) = 0+ hy + 2hy + hg + 3 (—2h3 + h3 + 2h1hs) = hy + 2hs + hg — h3 + Sh3 + hahs.

Schreibt man h = (x,y,2) — 2 = (z — 1,y + 1, 2), so erhélt man

(z—1)+2y+1)+2z2—(y+1)°>+ 32+ (z—1)z.
Lésungen zu Aufgabe 5: Es ist g € C'(R?,R?) und

o (1,0) = (f’%u) f’;v)) '

Also ist det ¢’ (u,v) = 1 — f'(u)f'(v) > 0 fiir alle (u,v) € R?, denn |f'(x)| < 1 fiir alle z € R nach
Voraussetzung. Der Umkehrsatz liefert nun die Behauptung.



