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Loésungen zu Aufgabe 1

Wir zeigen zunichst, dass ¢ ein Potential f besitzt. Da R? einfach zusammenhingend ist, geniigt

es zu zeigen das rot (¥) = 0 ist. Unter Beachtung von 8, (arctan (y)) = ﬁ gilt
1 1
TP T TH2 0
(rot(?)(z,y,2)=| 0-0 |=1]0
1-1 0

Wir suchen nun ein Potential f mit Vf = ¥, also 0, f(z,y,2) = y, d.h. f(z,y,2) = zy + g(y, 2).
Es gilt 0y f(x,y,2) = x + 0yg(y, 2), also g(y, z) = zarctan(y) + h(z). SchlieBlich ist 0, f(z,y,z) =
arctan(y) + h'(z), d.h. h’ = 0 und h ist konstant (das Potential ist wie eine Stammfunktion nicht
eindeutig, Konstante kénnen addiert werden; wir wihlen h = 0). Insgesamt haben wir f(x,y,z) =
xy + z arctan(y). Damit héingt das Kurvenintegral nur von dem Anfangs- und Endpunkt ab und es
gilt

7-ds= f(v(1)) — f((0)) = £(1,1,1) — £(0,0,0) = 1 + arctan(1) — 0 = 1 + %

Losungen zu Aufgabe 2

Offenbar ist der Integrand jeweils eine stetige Funktion; wir kénnen daher die Integrale mit Hilfe
von Satz 1 in 20.5 berechnen.

1
// :cy+y d(z,y) // zy + y? dyda:—/ [ﬁcy +%y3]y:0dx

[0,1]x[0,1]

a) Es gilt

b) Diesmal ergibt sich
// cosh(2z + y) d(z,y) / / cosh(2z + y) dy dx = / [Sinh(2x + y)]?;:o dz
[~1,01%[0,2] -

0
= /_1 (sinh(?x +2)— sinh(2m)) dr = [% cosh(2x + 2) — % COSh(Qx)](il

= (4 cosh2 — § cosh0) — (5 cosh0 —  cosh(—2)) = cosh2 — 1.

Rechnet man den hyperbolischen Cosinus noch aus, so erhélt man % (e 4+ e~2) — 1.
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Lésungen zu Aufgabe 3

a) Wir bestimmen die Schnittpunkte der beiden Kurven y = ixz —1und y = 2—2z. Dazu miissen
wir die Losungen der Gleichung }LxQ —1=2—u,also 22 + 4z — 12 = 0 bestimmen. Dies sind
= —6 und z2 = 2 (siehe auch Skizze). Fiir den Flicheninhalt von B ergibt sich

// wir= [ [T o= [ vy 4 s

= [~e® —ta? 4+ 32)° = -2-2+6- (1818 18) = &

b) Hier schneiden wir die Kurven z = y? und = = 4 — y2. Dies liefert die Gleichung 3? = 4 — 32,
also y? = 2. Wegen y > 0 interessiert nur die Losung y = v/2 (siehe Skizze). Es gilt

//d(x,y):/oﬁ/;_y2 da:dy:/oﬁ((él—yQ)—yz) dy = [4y—2y%))% = 4v2-22V2 = 8V2.
B

Loésungen zu Aufgabe 4

Die Menge G := { (z,y,2) € R? : 2,5,z > 0} ist einfach zusammenhingend und die Funktion ¥ ist
darauf stetig differenzierbar. (Sdmtliche partiellen Ableitungen von ¥ sind auf G stetig!) Daher gilt:
¥ ist genau dann ein Potentialfeld, wenn die Vertréaglichkeitsbedingung aus Satz 2 in 20.4 erfiillt
ist, wenn also rot @ = 0. Es gilt

821)3 - 831}2 1-b
rot 0(x,y,2) = | O3v1 —dvs | = | =3 —¢
811)2 — 821)1 1—a
Wir lesen ab: ¥/ ist genau dann ein Potentialfeld, wenn ¢ = 1, b = 1 und ¢ = —3 gilt.
In diesem Falle kénnen wir von
T+y—3z
Uz, y,2) = x+2y+2
=3z +y+4z

ein Potential g: G — R bestimmen. Da 0,g(x,y, z) =  + y — 3z gelten soll, ergibt sich
g(x,y,2) = §2° + 2y — 3wz + c(y, 2)

mit einer gewissen Funktion c. Es folgt 0,g(z,y, 2) = 4+ Jyc(y, z), und dies soll = = + 2y + 2 sein.
Das bedeutet dyc(z,y) = 2y + 2, also c(y, 2) = y> +yz +d(z) mit einer gewissen Funktion d. Somit:

g(z,y,2) = %a:Q +ay—3zz+y?+yz+ d(z).

Hieraus folgt d,9(x,y,2) = =3z + y + d'(2), und damit ergibt sich die Forderung d'(z) = 4z. Wir
wihlen d(z) = 222 und haben damit das Potential

g(xvyaz):%x2+xy—3:cz+y2+yz+222.
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Lésungen zu Aufgabe 5

a) Die Funktionen sind stetig differenzierbar und auf ganz R? definiert. Da R3 einfach zusam-
menh#ngend ist, gilt: Es handelt sich genau dann um ein Potentialfeld, wenn die Vertraglich-
keitsbedingung aus Satz 2 in 20.4 erfiillt ist. (Im R3 ist dies d@quivalent dazu, dass die Rotation
verschwindet.) Schreibe ¥ =: (vy, ve, v3). Wegen

Oovs(z,y,2) =2y + 32222 , O3va(x,y, 2) = 32222 # Oyv3(z, vy, 2)

ist ¥ kein Potentialfeld, d.h. es gibt kein C'-Skalarfeld f: R? — R mit ¥ = Vf.

Fiir W =: (w1, wg, w3) hingegen gilt
8211)3 = 62 = 83102 5 83’(1)1 =2z = 81w3 s 81’(02 =0= 82’[1)1 .

Somit ist @ ein Potentialfeld, besitzt also ein Potential f: R3 — R. Fiir dieses Potential muss
O f(z,y, 2) = 22 gelten. Integrieren beziiglich z liefert: Es ist

fla,y,2) = 2% + cly, 2)

mit einer gewissen Funktion ¢ : R?> — R. (Die , Integrationskonstante“ kann also noch von y
und z abhingen.) Es folgt 0, f(z,y,2) = 0yc(y, z), und dies soll = e* sein. Daher haben wir
c(y, z) = ye® 4+ d(z) mit einer gewissen Funktion d : R — R. Wir wissen also

fla,y,2) = 22w +ye* +d(2),

und hieraus folgt 9, f(z,y, 2) = 222 + ye* + d'(z). Damit dies gleich der dritten Komponente
von @ wird, muss d’ = 0 gelten. Wir wihlen d = 0 und haben ein Potential von :

f(@,y,2) = 2°0 + ye* .

b) Bei ¥ miissen wir das Kurvenintegral nach Definition ausrechnen:

2
/17~d§—/ 17(7(7:))-1(15)&—/ ot || 1 |dt=[-L2+1%]; =2,
¥ 0 0 t? 0

Bei @ dagegen kénnen wir auf das oben berechnete Potential f zuriickgreifen:
[ @5 = £(3(0) = £((0)) = F(0.1.0) = F(1,0.0) =1 -0 = 1.
.

Lésungen zu Aufgabe 6

Da der Integrand jeweils eine stetige Funktion ist, kann man die Integrationsreihenfolge nach Satz 2
in 20.5 vertauschen.

a) Es gilt

1 1 1 T 1 T 1
/ / e da dy = / / e*” dydx = / / dy e d = / ze® dy = [%er]é = % .
0 Jy 0o Jo 0o Jo 0

Bemerkung: Hier ist das innere Integral fyl e** dx nicht explizit berechenbar. Fiir die Bestim-
mung eines iterierten Integrals kann also die Integrationsreihenfolge wesentlich sein.



1 py?+1
/ / 2y dady = //nyd(fC,y)ﬂL//wad(:v,y)
0 Y B1 Bo

1 rz 2 1
:/ / 22y dy dx + 22y dy dx

b) Wir spalten den Integrationsbereich B in zwei Teile B;, By auf (siehe Skizze) und erhalten

= [ me + [-4et +52°) o = o+ (24 5+ 8- D) = 55
Y} 6a) Y4 6b)
1+ 1+
B
B By |
1 @ 1 S x
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