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Lösungsvorschläge zum 11. Übungsblatt

Lösungen zu Aufgabe 1: Zunächst berechnen wir
∫
γ
~v · d~s direkt mittels der De�nition des Kurvenin-

tegrals:
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De�niere die regulären Kurven

γ1 : [0, 1]→ R2 , γ1(t) = (t, 0) ,

γ2 : [1, 2]→ R2 , γ2(t) = (2− t, t− 1) ,

γ3 : [2, 3]→ R2 , γ3(t) = (0, 3− t) .

Dann haben γ1, γ2, γ3 die in der Skizze gekennzeichneten Träger und es gilt γ1(1) = (1, 0) = γ2(1)
sowie γ2(2) = (0, 1) = γ3(2). Der positiv durchlaufene Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten (0, 0), (1, 0)
und (0, 1) ist gegeben durch γ := γ1 + γ2 + γ3 (im Sinne von Bemerkung 20.1 (d)). Deshalb ist∫

γ

~v · d~s =
∫
γ1

~v · d~s+
∫
γ2

~v · d~s+
∫
γ3

~v · d~s .

Für die drei Kurvenintegrale auf der rechten Seite ergibt sich

∫
γ1

~v · d~s =
1∫

0

~v(γ1(t)) · γ̇1(t) dt =
1∫

0

(
t2 + t · 0
t2 · 0− 0

)
·
(
1
0

)
dt =

1∫
0

t2 dt =
1

3
,

∫
γ2

~v · d~s =
2∫

1

(
(2− t)2 + (2− t)(t− 1)
(2− t)2(t− 1)− (t− 1)2

)
·
(
−1
1

)
dt =

2∫
1

(
2− t

t3 − 6t2 + 10t− 5

)
·
(
−1
1

)
dt

=

2∫
1

(
t3 − 6t2 + 11t− 7

)
dt =

[1
4
t4 − 2t3 +

11

2
t2 − 7t

]2
1
= −3

4

und ∫
γ3

~v · d~s =
3∫

2

(
0

−(3− t)2
)
·
(

0
−1

)
dt =

3∫
2

(3− t)2 dt =
[
−1

3
(3− t)3

]3
2
=

1

3
.
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Zusammen folgt ∫
γ

~v · d~s = 1

3
− 3

4
+

1

3
= − 1

12
.

Unter Verwendung des Gauÿschen Integralsatzes in der Ebene lässt sich das Kurvenintegral folgender-
maÿen ausrechnen:

G ⊂ R2 sei das Innere des Dreiecks mit den Eckpunkten (0, 0), (1, 0), (0, 1). Dann ist G o�en und konvex
und somit ein Gebiet. Auÿerdem seien v1(x, y) := x2 +xy sowie v2(x, y) := x2y− y2 gesetzt. O�enbar ist
~v = (v1, v2) auf R2 stetig di�erenzierbar, so dass die Voraussetzungen des Gauÿschen Integralsatzes 20.6
erfüllt sind. Dieser liefert∫

γ

~v · d~s =
∫∫
G

(
∂1v2(x, y)− ∂2v1(x, y)

)
d(x, y) =

∫∫
G

(2xy − x) d(x, y) .

Da der Integrand stetig ist, gilt nach Satz 2 in 20.5

=

1∫
0

1−x∫
0

(2xy − x) dy dx =

1∫
0

[
xy2 − xy

]1−x
y=0

dx

=

1∫
0

(
x(1− x)2 − x(1− x)

)
dx =

1∫
0

(
x3 − x2

)
dx =

1

4
− 1

3
= − 1

12
.

Lösungen zu Aufgabe 2:

Der positiv orientierte Rand von G ist gegeben durch ∂G = γ1+γ2+γ3, wobei die Kurvenstücke γ1, γ2, γ3
folgendermaÿen parametrisiert seien

γ1 : ~r1(τ) =

(
τ cosα
τ sinα

)
, 0 ≤ τ ≤ r(α),

γ2 : ~r2(t) =

(
r(t) cos t
r(t) sin t

)
, α ≤ t ≤ β,

γ3 : ~r3(τ) =

(
(r(β)− τ) cosβ
(r(β)− τ) sinβ

)
, 0 ≤ τ ≤ r(β).

Ist ~v(x, y) := (−y, x) gesetzt, so erhält man nach 37.1 der Vorlesung für den Flächeninhalt von G

I(G) =
1

2

∮
∂G

~v · d~s = 1

2

(∫
γ1

~v · d~s+
∫
γ2

~v · d~s+
∫
γ3

~v · d~s
)
.



Es gilt

∫
γ1

~v · d~s =
r(α)∫
0

~v(~r1(τ)) · ~r1 ′(τ) dτ =

r(α)∫
0

(
−τ sinα
τ cosα

)
·
(
cosα
sinα

)
dτ =

r(α)∫
0

0 dτ = 0 ,

∫
γ3

~v · d~s =
r(β)∫
0

~v(~r3(τ)) · ~r3 ′(τ) dτ =

r(β)∫
0

(
−(r(β)− τ) sinβ
(r(β)− τ) cosβ

)
·
(
− cosβ
− sinβ

)
dτ =

r(β)∫
0

0 dτ = 0 .

Wegen

~v(~r2(t)) · ~r2 ′(t) =
(
−r(t) sin t
r(t) cos t

)
·
(
r′(t) cos t− r(t) sin t
r′(t) sin t+ r(t) cos t

)
= r2(t) (sin2 t+ cos2 t) = r2(t)

für alle t ∈ [α, β] ergibt sich ∫
γ2

~v · d~s =
β∫
α

r2(t) dt

und somit die behauptete Formel für den Flächeninhalt von G

I(G) =
1

2

β∫
α

r2(t) dt .

Lösungen zu Aufgabe 3: Setzen wir ~v(x, y) := (v1(x, y), v2(x, y)) mit v1(x, y) := −x2y und v2(x, y) :=
xy, dann ist ~v auf R2 stetig di�erenzierbar und es gilt ∂1v2(x, y) − ∂2v1(x, y) = y + x2. Der Gauÿsche
Integralsatz liefert∫∫

G

(x2 + y) d(x, y) =

∫∫
G

(∂1v2(x, y)− ∂2v1(x, y)) d(x, y) =
∮
∂G

~v · d~s .

Der positiv orientierte Rand ∂G der o�enen Einheitskreisscheibe G ist gegeben durch die reguläre Kurve
γ(t) = (cos t, sin t) mit 0 ≤ t ≤ 2π. Folglich ergibt sich

∫∫
G

(x2 + y) d(x, y) =

2π∫
0

~v(γ(t)) · γ̇(t) dt =
2π∫
0

(
− cos2 t sin t
cos t sin t

)
·
(
− sin t
cos t

)
dt

=

2π∫
0

(
cos2 t sin2 t+ sin t cos2 t

)
dt

(∗)
=

2π∫
0

(
1
4 sin

2(2t) + sin t cos2 t
)
dt

= 1
4

2π∫
0

sin2(2t) dt−
[
1
3 cos

3 t
]2π
t=0

(∗∗)
= 1

8

4π∫
0

sin2(u) du

= 1
8

(
1
2

4π∫
0

sin2(u) du+ 1
2

4π∫
0

sin2(u) du

)

(∗∗∗)
= 1

8

(
1
2

4π∫
0

sin2(u) du+ 1
2

4π∫
0

cos2(u) du

)

= 1
8

(
1
2

4π∫
0

1 du

)
= 1

8 ·
4π
2 = π

4 .

Hierbei verwendeten wir in (∗) das Additionstheorem des Sinus 2 sin t cos t = sin(2t) , in (∗∗) die Sub-
stitution u = 2t und in (∗ ∗ ∗) die Identität

∫ 4π

0
sin2 t dt =

∫ 4π

0
cos2 t dt.



Lösungen zu Aufgabe 4:

Klar: ~v ∈ C1(R2,R2) und der Satz von Gauÿ ist auf G anwendbar Zunächst direkte Rechnung: Wir
parametrisieren ∂G durch die beiden regulären Kurven γ1(t) = (t, t2), t ∈ [−2, 2] und γ2(t) = (2−t, 4), t ∈
[0, 4]. Also gilt (Erläuterungen zur Rechnung nachfolgend)

∮
∂G

~v · d~s =
2∫
−2

(
et − t2

sin(t2) + t

)
·
(
1
2t

)
dt+

4∫
0

(
e2−t − 4

sin(4) + 2− t

)
·
(
−1
0

)
dt

=

2∫
−2

et − t2 + 2t sin(t2) + 2t2dt+

4∫
0

4− e2−tdt

= e2 − e−2 + 8/3− (−8)/3 + 16 + e−2 − e2 = 48/3 + 16/3 = 64/3

Die Funktion 2t sin(t2) ist punktsymmetrisch zum Ursprung, daher ist das Integral von −2 bis 2 gleich 0.

Jetzt machen wir die Rechnung unter Verwendung des Satzes von Gauÿ: Es ist ∂xvy − ∂yvx = 1+ 1 = 2.
Es gilt∮

∂G

~v · d~s =
∫∫
G

(∂xvy − ∂yvx)(x, y)d(x, y)

=

∫∫
G

2d(x, y) =

2∫
−2

4∫
x2

2dydx =

2∫
−2

8− 2x2dx = 32− 4/3 · 23 = 96/3− 32/3 = 64/3

Lösungen zu Aufgabe 5:

Zunächst wieder die direkte Rechnung: Wir parametrisieren ∂G durch γ1(t) = (t, 0), t ∈ [−π/2, π/2] und

γ2(t) = (−t, cos(t)), t ∈ [−π/2, π/2]. Die Normalenvektoren sind gegeben durch N1(γ1(t)) =

(
0
−1

)
und



N2(γ2(t)) =
1

||γ′
2(t)||

(
− sin(t)

1

)
. Damit (Erläuterungen zur Rechnung nachfolgend):

∮
∂G

~f ~Nds =

π/2∫
−π/2

(
t
−t2

)
·
(

0
−1

)
dt+

π/2∫
−π/2

(
−t− cos(t)2

cos(t)− t2
)
·
(
− sin(t)

1

)
dt

=

π/2∫
−π/2

t sin(t) + cos(t)2 sin(t) + cos(t)dt

= [−t cos(t)]t=π/2t=−π/2 −
π/2∫
−π/2

− cos(t)dt+

π/2∫
−π/2

cos(t)dt

= 0 + [2 sin(t)]
t=π/2
t=−π/2 = 4

Beachte: Bei Wegintegralen von skalarwertigen Funktionen kommt |γ′(t)| ins Spiel und es ist N2(γ2(t)) ·

|γ′2(t)| =
(
− sin(t)

1

)
Auÿerdem wurde in der Rechnung partielle Integration benutzt. Zudem ist die

Funktion sin(t) cos(t2) punktsymmetrisch zum Ursprung, daher ist das Integral von −π/2 bis π/2 gleich
0.

Jetzt verwenden wir den Divergenzsatz von Gauÿ. Es ist div~v(x, y) = ∂xvx + ∂yvy = 1 + 1 = 2. Damit

∮
∂G

~f ~Nds =

∫∫
G

div~v(x, y)d(x, y) =

π/2∫
−π/2

cos x∫
0

2dydx

= 2

π/2∫
−π/2

cos(x)dx

= [2 sin(x)]
π/2
−π/2 = 4


