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Losungsvorschlige zum 11. Ubungsblatt

Loésungen zu Aufgabe 1: Zunéchst berechnen wir f,y U+ d§ direkt mittels der Definition des Kurvenin-
tegrals:
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Definiere die reguldren Kurven
m:[0,1] = R, () = (¢,0),
V2 [132] _>R27 72({;) = (Q_t,t_l),
v3:[2,3] = R?, 43(t) = (0,3 —1).
Dann haben 71,7v2,7v3 die in der Skizze gekennzeichneten Trager und es gilt v1(1) = (1,0) = ~2(1)

1
sowie v2(2) = (0, 1) = v3(2). Der positiv durchlaufene Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten (0, 0), (1,0)
und (0,1) ist gegeben durch v := 7 + 72 + v3 (im Sinne von Bemerkung 20.1 (d)). Deshalb ist

/ﬁ-ds*z/ﬁ-d§+/ﬁ-d§+/ﬁ-d§.
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Fiir die drei Kurvenintegrale auf der rechten Seite ergibt sich
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/77'd§=/U(vl(t))-%(t)dﬁ/(ttjt)t'g) : (é) dt=/t2dt= %
/U. == (((22—_?5?22(:—(21)_—1&)((7:—_11)» ' <_11> "= 1/2 <t3 - 6; J:tmt - 5) . (_11> «
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(F =62+ 11t = T)dt = | T =26 + — 2 = 71|
und

/U.dg’:j((got)2> . (01> dt:z/s(S—t)th: {—%(3—:&)3}2:%.
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Zusammen folgt
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Unter Verwendung des Gaufischen Integralsatzes in der Ebene ldsst sich das Kurvenintegral folgender-
mafien ausrechnen:

G C R? sei das Innere des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Dann ist G offen und konvex
und somit ein Gebiet. AuRerdem seien vy (x,y) := 22 + 2y sowie v (z,y) := 22y — y? gesetzt. Offenbar ist
7 = (v1,v9) auf R? stetig differenzierbar, so dass die Voraussetzungen des Gaufschen Integralsatzes 20.6
erfiillt sind. Dieser liefert

/ﬁ ds = //(5‘1U2(x,y) — Oyv1(,y)) d(z,y) = //(2:ry —z)d(z,y).
v G G
Da der Integrand stetig ist, gilt nach Satz 2 in 20.5
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Losungen zu Aufgabe 2

Der positiv orientierte Rand von G ist gegeben durch G = =1 +72 +y3, wobei die Kurvenstiicke 71, vz, 73
folgendermafien parametrisiert seien

e i) = (T}, o< T <ria)
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0= () @<t<8

.=y ((r(B) —T)cosB
s T?’(T)_<(7'(ﬁ)—7')sin5>’ 0<7<r(f).

Ist ¥(z,y) := (—y,x) gesetzt, so erhdlt man nach 37.1 der Vorlesung fiir den Flicheninhalt von G
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/v-ds_ / (7 (7)) -7 () dr = / <TCOSQ> <Sina> dr = / 0dr =0,
0 0 0
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r(8) r(8) . r(8)
Jds= [y mi@ar= [ (GO0 (Z ) = [ oar=o.
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Wegen

sy = () (Pt ) = ot =

fiir alle t € [, B] ergibt sich

/U-d§: /ﬁr%)dt
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und somit die behauptete Formel fiir den Flacheninhalt von G

B
/rQ(t) dt .

Lésungen zu Aufgabe 3: Setzen wir 7(z,y) := (v1(x,9), v2(z,y)) mit v1(z,y) := —22y und va(z, y) :=
ry, dann ist ¥ auf R? stetig differenzierbar und es gilt 01ve(z,y) — G2v1(z,y) = y + 22, Der Gaulsche
Integralsatz liefert

[[@ v i = [[@osten) - 001w ) = f5-a5.
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Der positiv orientierte Rand G der offenen Einheitskreisscheibe G ist gegeben durch die regulare Kurve
~(t) = (cost,sint) mit 0 < ¢t < 2x. Folglich ergibt sich

[ v - 76@@)) (1) dt - /(t L) (o) a
G 0 0
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= /(0052 t sin” ¢ + sin ¢ cos? t) dt w /(% sin®(2t) + sint cos® t) dt
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Hierbei verwendeten wir in () das Additionstheorem des Sinus 2 sint cost = sin(2t), in (x*) die Sub-
stitution u = 2¢ und in (x * ) die Identitét f047r sin®tdt = 047r cos? t dt.



Loésungen zu Aufgabe 4:

Klar: ¥ € C'(R? R?) und der Satz von Gauk ist auf G anwendbar Zunichst direkte Rechnung: Wir
parametrisieren G durch die beiden reguléiren Kurven v, (t) = (¢,t?), t € [—2,2] und y2(t) = (2—t,4), t €
[0,4]. Also gilt (Erlduterungen zur Rechnung nachfolgend)

oo (i) (o [ (st ) ()

2 4
= /et — 1% 4 2tsin(t?) 4 2t3dt + / 4 — e tat
—2 0
=e?—e?48/3-(-8)/3+16+e 2 —e? =48/3416/3 =64/3
Die Funktion 2t sin(¢?) ist punktsymmetrisch zum Ursprung, daher ist das Integral von —2 bis 2 gleich 0.

Jetzt machen wir die Rechnung unter Verwendung des Satzes von Gauff: Es ist 0,vy — Oyv, =1+ 1= 2.
Es gilt

]{ 7-ds= / / (0zvy — Oyvg) (@, y)d(z, y)

oG

G
2 4 2
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Losungen zu Aufgabe 5:

Zunichst wieder die direkte Rechnung: Wir parametrisieren 0G durch v, (t) = (¢,0), t € [-7/2,7/2] und

Y2(t) = (—t,cos(t)),t € [-m7/2,7/2]. Die Normalenvektoren sind gegeben durch Nj(y1(t)) = (_01) und



No(y2(t)) = m <_ 511n(t)>' Damit (Erlduterungen zur Rechnung nachfolgend):

/2 /2

free= J Gy () | ) ()
/2
:7//2 tsin(t) + cos(t)? sin(t) 4 cos(t)dt
/2 /2
I tcos(H)=T2 B
[—tcos(t)],Z" 742 cos(t)dt +7T//2 cos(t)dt

=0+ [2sin(t)]; =77, =4

Beachte: Bei Wegintegralen von skalarwertigen Funktionen kommt |y/(¢)| ins Spiel und es ist Na(y2(t)) -
|78 = (_ 511n(t)) Auferdem wurde in der Rechnung partielle Integration benutzt. Zudem ist die

Funktion sin(t) cos(t?) punktsymmetrisch zum Ursprung, daher ist das Integral von —/2 bis m/2 gleich
0.

Jetzt verwenden wir den Divergenzsatz von Gauk. Es ist div d(z,y) = 0,v, + 0yvy = 14+ 1 = 2. Damit

m/2 cosx

ffﬁds://divﬁ(x,y)d(x,y) = / / 2dydx
aG G —x/2 0
/2
=2 / cos(z)dx
—n/2

= [2sin())"/?, = 4



