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Losungsvorschlige zum 12. Ubungsblatt

Lésungen zu Aufgabe 1: a) Seien a,b,c > 0. Um

vol(E) := /// d(x,y,2)
E

p-femnent: (2 +(2)'+ ()1}

zu berechnen, fiihren wir die Substitution (z,y,z) = (au,bv,cw) durch. Die Substitutionsfunktion
lautet also ®(u, v, w) = (au, bv, cw) und hat die Ableitung

fiir die Menge

& (u,v,w) =

o o e

0 0
b 0
0 ¢

mit det &' (u, v, w) = abe > 0. Ist K := {(u,v,w) € R®: u? +v? + w? < 1} gesetzt, so gilt P(K) = E,
denn

ek = (3 (3

Daher erhalten wir mit Hilfe der Transformationsformel 21.3

// d(x,y,z):///abcd(u,v,w):abc// d(u, v, w).
E K K

Nach Beispiel 21.2 (1) (mit r = 1) betréigt das Volumen von K: 3, so dass

/// d(z,y, z) :abcz%7T
E

folgt. Alternativ liefern Kugelkoordinaten (u, v, w) = (rcos ¢ cos®d, rsin ¢ cos?d, rsind) mit r € [0, 1],
¢ € [0,27], ¥ € [-F, 5] fiir vol(K) ebenfalls

cw\ 2
+ (—) <1 <= (au,bv,cw)=®(u,v,w) € E.
c

1 2w

1
4
r2cosﬁd19d¢dr://2r2d¢dr:/47rr2dr:?W.
00 0
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b) Sei 0 < r < R. Zur Berechnung von

[[ Y@, B={@yer: j@ulelnn) bl <)

k“‘x I3

[NE

fiilhren wir Polarkoordinaten ein:

()
r=pcosp, y=psing mitperR], ¢ € [-F, T
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(Hierbei ergibt sich (x) durch die Bedingung |y| < z. Wiirde man ¢ € [0,2n] fordern, so miisste
man ¢ € [0, %] U [Zr,2n] wihlen und B in By = {(z,y) € R? : |(z,y)| € [r, ] 0 <y <z}und
By = {(z, y)EIR2 [(@,9)|| € [, R], —z <y < 0} zerlegen. Dann ist [[ 5 2 d(x,y) = [[5 Ld(z,y)+

[, £ d(z,y).) Wir erhalten

[ 2~ | -

i
4

tan ¢ dp = 0.

\M:{

INE]

Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich, weil der Tangens eine ungerade Funktion ist und iiber ein
zu 0 symmetrisches Intervall integriert wird.

Lésungen zu Aufgabe 2: a) Wir setzen in die Ungleichung, die G definiert, Polarkoordinaten ein, also

b)

x=rcos¢pund y =rsing mit r > 0 und 0 < ¢ < 27:
(12 cos? ¢ + 12 sin? ¢)? < 3r? cos? ¢ + 412 sin® ¢.

Wegen cos? ¢ + sin® ¢ = 1 bedeutet das r* < r2(3 + sin? ¢). Dies ist genau dann erfiillt, wenn r # 0
und 72 < 3 + sin? ¢. Der Rand von G besteht folglich aus dem Punkt (0,0) und der durch die

Parametrisierung
A(t) == <;((’3 Zf;;) (0<t<2m),  wobei r(t):=V3+sin’t,

gegebenen Kurve.

Die Leibnizsche Sektorformel liefert fiir den Flicheninhalt von G
27 27
A(G) = %/rz(t)dt = %/(3+sin2t)d 16m+m)=21m.
0 0

Lésungen zu Aufgabe 3: a) Wie wir aus der Vorlesung wissen, gilt fiir jedes zweimal stetig differen-

zierbare Vektorfeld w die Gleichung

V- (Vxw)=0, also div(rot @) = 0.
Daraus kénnen wir folgern: Ist ¥ = V x @, so muss V - ¢ = 0 (also div ¢ = 0) gelten.
Fiir die gegebene Funktion ¥ =: (v1,va,v3) gilt

divt' = 01v1 + Gove + 9303 =0+0+0=0,

die Bedingung aus a) ist also erfiillt.

Geméfs Hinweis suchen wir jetzt ein Vektorpotential der Form & = (w1, ws,0). Es ist

a:c w1 _8zw2
Vxw=[0y| x|w] = 0w
8z 0 8xw2 — 8yw1

Damit V x @ = ¢ erfiillt ist, muss insbesondere —0,ws = v1 = y — z gelten. Somit ist
wa(z,y,2) = —yz + %22 + c(z,y)
mit einer gewissen Funktion ¢: R? — R. Ferner soll 9,w; = v, = 2z — = gelten; folglich ist
wy(z,y,2) = %zz —xz+d(z,y)

mit einer gewissen Funktion d: R? — R. Damit ergibt sich

azw2(x7ya Z) - aywl(irvya Z) = 8936(%,:1/) - 8yd($7y) .



Die Funktionen ¢ und d miissen nun so gewéhlt werden, dass dyc(z,y) — Oyd(x,y) = v3 = x — y gilt.
Fiir 0yc(x,y) = x und dyd(z,y) = y ist dies der Fall; beispielsweise konnen wir ¢(z,y) = 3z? und
d(z,y) = 1y* wahlen. Ein Vektorpotential von @ ist dann

1,2
527 —xz + y

- _ 1.2 4
W(r,y,2) = | —yz+ 3 OZ +§

Lésungen zu Aufgabe 4: a) Fiir (z,y,z) € A gilt nach Definition der Menge x € [1,2] sowie 0 <
x? —y?, also y? < 2%, d.h. |y| < |z| = = wegen z > 0. Mit

Ao ={(z,y) eR*: z€[,2], —x <y <z}
ldsst sich A folgendermafien schreiben
A={(z,y,2) R’ ¢ (z,y) € A, 0 <z <a® —y?}.

[In der Notation von Abschnitt 21.2: By = Ag,a = 1,b = 2, u(z) = —z, v(z) = z, g(x,y) = 0,
h(z,y) = 2% — 32 ]

Da der Integrand f(x,y,z) = 1 stetig ist, erhélt man nach 21.2

2 a:x—y

Vol(A)z// d(z,y, 2) // / dzdydx—//x — %) dy dx
2

2
z/xy—gy y__xd :/%x3dac: [%x4]x=1:%(16—1):5.
1 1

X

Die Menge B wird von den Koordinatenebenen und von der Ebene durch die drei Punkte (1,0,0),
(0,1,0) und (0,0, 3) begrenzt (siehe Skizze). Damit ist (z,y, z) € B Aquivalent zu

0<z<1l, 0<y<l-z, 0<z<j(l-z-y).



Bei B handelt es sich also um

B:{(‘T,yaz)eRg : (xay)GBOa nggé(lfxfy)}a
wobei BO::{(x,y)ERQ:O§x§1, Ogygl—x}.

Da (z,y, z) + sin(z) auf B stetig ist, ergibt sich fiir das Integral nach 21.2

z(1—z—y)/

11—

///sinzd(x,y,z)z// / sin z dz dy dx

B 0 0

P 1

[— cosz]i:)x /
0

= /1(1 —x—2sin(1;“’)) dz

x

O\H o _

COS

o7
O\T

=3Y) +1) dyde

[2sin(=572) +

2l
= [z — 32" —deos(357)]

Losungen zu Aufgabe 5: Seien R > r > 0. Geometrische Uberlegungen fihren auf

A:{(x,y)E]R2 : r2§x2+y2§R2,xZO,y20}
= {(pcos¢,psing) : r<p< R O0<¢$<Z}

=(1-3—4cos0) +4cos(3) =—% +4cos(3).

Nun seien R > 0 und @ > 0. Die Bedingung 2 > 0 bedeutet cos ¢ > 0, also ¢ € [0, 5] oder ¢ € [%w 27r]

Zusétzlich muss wegen y > ax die Ungleichung sin¢ > acos¢ gelten. Diese ist fiir kein ¢ € [27

erfiillt. Auf [0, 7] gilt sin¢ > acos¢ fiir ¢ = 7 und ¢ € [0, %) mit tan¢ = 22“‘1’ > a, also ¢ =

s ¢

¢ > arctana € ( 5)- Somit ergibt sich

Losungen zu Aufgabe 6: Wir berechnen zunichst die Volumina der beiden Mengen: Die Menge

B={(z,y) €eR*: 2 +y* < R*, >0,y > az}
:{(pcos¢,psin¢) :0<p<R,arctana < ¢ < g}

M={(z,y,2) ER®: a?+ Ly +2° <1}

w\w

2]

oder



ist ein Ellipsoid, und es gilt M = ®(K) fiir
K :={(u,v,w) e R®: v +v* +w? <1}, ®(u, v, w) = (4u, V8v,w).

Aus der Vorlesung ist bekannt: vol(K) = 7. Wegen

0 0
det @' (u, v, w) = det V8 0| =4v/8=8V2
1

0

O O =~

liefert die Transformationsformel also
vol(M):///M(m,y,z):///1.|8ﬁ|d(u,v,w):8\f2vol(f<)= 2. /5n
3(K) K
[vgl. Aufgabe 1 a) mit a = 4, b = v/8 = 2¢/2, ¢ = 1]. Fiir die neue Marzipankartoffel ergibt sich

V3 V3 V3—xZ/3—y2
VOI(M) = / / / 1dzdydx
VBB I EE

V3 V3
= / / 2v/3 — 224/3 — y2dy dzx
N BV

V3

o [ vamma)( [ vamva) <o [ ima):
BV V3 MV

mit der Substitution x = \/§t, dr = +/3dt folgt
1 2 L 2
= 2(/ V3 —3t2. \/§dt> = 18(/ V1 —t2dt> ,
1 “1

und die Substitution ¢ = sin7, dt = cos T dr liefert

w/2 9 /2 9
:18</ \/1—Sin2TCOSTdT> :18(/ COS2TdT) .

—m/2 —m/2

Wegen f:/iQ cos?7dr =3 [T cos? 7dr = folgt vol(M) = Im2.

Nun gilt es noch festzustellen, ob der Quotient vol(M)/vol(M) grofer oder kleiner als das Preisverhéltnis

0,97 ist. Statt zum neumodischen Taschenrechner zu greifen, zeigen wir vol(M)/vol(M) < 0,97 allein
durch Verwendung der Abschiitzungen 7 < 3,2 und v/2 > 1,4:

(M 2 2 27-32 2 1
vol( )_ 2™ 77T< 73, :77:1_*:1_3<1—i:0,97.
vol(M) ~ 3257~ 642 64-14 28 28 84 100

Also: Wir kaufen die bewahrte Marzipankartoffel, da wir auf diese Weise pro Geldeinheit mehr Volumen
bekommen.






