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Lösungsvorschläge zum 13. Übungsblatt

Lösungen zu Aufgabe 1: a) Wir ersetzen

xy
z

 =

r cosφ sin θr sinφ sin θ
r cos θ

, wobei r ≥ 0, φ ∈ [0, 2π], θ ∈ [0, π].

Damit werden die Bedingungen aus C zu r2 ≤ 2, cosφ sin θ < 0, sinφ sin θ ≥ 0 und cos θ ≤ 0. Die
letzte Ungleichung bedeutet θ ∈ [π/2, π] und dort ist sin θ ≥ 0. Daher muss cosφ < 0, sinφ ≥ 0 und
sin θ > 0 sein. Das führt auf θ ∈ [π/2, π) und φ ∈ (π/2, π]. Zudem ist ~0 /∈ C, d.h. r 6= 0. Insgesamt:{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 2, x < 0, y ≥ 0, z ≤ 0
}

=
{(
r cosφ sin θ, r sinφ sin θ, r cos θ

)
: r ∈ (0,

√
2], φ ∈ (π2 , π], θ ∈ [π/2, π)

}
.

b) De�niere K = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1}. Dann müssen wir

m :=

∫∫∫
B

ρ(x, y, z) d(x, y, z) =

∫∫∫
K

1

1 + x2 + y2 + z2
d(x, y, z)

berechnen. Hierzu benutzen wir Kugelkoordinaten

x = r cosφ sinϑ, y = r sinφ sinϑ, z = r cosϑ mit r ∈ [0, 1], φ ∈ [0, 2π], ϑ ∈ [0, π].

Die Transformationsformel liefert

m =

1∫
0

π∫
0

2π∫
0

1

1 + r2
r2 sinϑ dφ dϑ dr

= 2π

1∫
0

π∫
0

r2

1 + r2
sinϑ dϑ dr

= 4π

1∫
0

r2

1 + r2
dr = 4π

1∫
0

(
1− 1

1 + r2

)
dr

= 4π
(
1− [arctan r]1r=0

)
= 4π

(
1− (π4 − 0)

)
= 4π − π2.

Lösungen zu Aufgabe 2: Wir bestimmen zunächst, welcher Teil FZ von F innerhalb von Z liegt:

~g(u, v) ∈ Z ⇐⇒ (u+ v)2 + (u− v)2 ≤ 4 ⇐⇒ 2u2 + 2v2 ≤ 4 .

Die Fläche FZ ist also durch ~g(u, v) mit (u, v) ∈ U := { (u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ 2 } gegeben. De�nitions-
gemäÿ ist dann

A(FZ) =
∫∫
FZ

do =

∫∫
U

‖∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v)‖ d(u, v) .

Hier haben wir

∂u~g(u, v) =

 1
1
2v

 , ∂v~g(u, v) =

 1
−1
2u

 , also ∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v) =

2u+ 2v
2v − 2u
−2

 .
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Damit gilt

A(FZ) =
∫∫
U

√
(2u+ 2v)2 + (2v − 2u)2 + 4 d(u, v) =

∫∫
U

√
8(u2 + v2) + 4 d(u, v) .

Wir gehen zu Polarkoordinaten über: u = r cosφ, v = r sinφ, d(u, v) = r d(r, φ), mit 0 ≤ r ≤
√
2 und

0 ≤ φ ≤ 2π:

A(FZ) =

√
2∫

0

2π∫
0

2

√
2(r2 cos2 φ+ r2 sin2 φ) + 1 · r dφ dr = 4π

√
2∫

0

r
√
2r2 + 1 dr

= 2
3π
[
(2r2 + 1)3/2

]√2

r=0
= 2

3π
(
53/2 − 1

)
= 2

3π
(
5
√
5− 1

)
.

Lösungen zu Aufgabe 3: Wir benutzen Kugelkoordinaten. Dann:

S = {

r cosφ sin θr sinφ sin θ
r cos θ

 | r = 4, θ ∈ [0, π/2), φ ∈ [0, 2π]} = {~g(φ, θ) | θ ∈ [0, π/2), φ ∈ [0, 2π]},

wobei ~g(φ, θ) =

4 cosφ sin θ
4 sinφ sin θ

4 cos θ

. Das vektorielle Ober�ächenelement ist also gegeben durch

d~σ = ∂φ~g(φ, θ)× ∂θ~g(φ, θ)d(φ, θ) = −16

cosφ sin2 θ
sinφ sin2 θ
sin θ cos θ

 d(φ, θ)

a) Es ist rot ~F (x, y, z) =

4yz
0
1

 und damit (Integrationsreihenfolge ist egal)

I =

∫∫
S

rot ~F · d~σ = −16
2π∫
0

π/2∫
0

64 sin3 θ cos θ sinφ cosφ+ sin θ cos θdθdφ

= −16 ·
π/2∫
0

2π∫
0

64 sin3 θ cos θ sinφ cosφdφdθ − 16

2π∫
0

π/2∫
0

sin θ cos θdθdφ

= −16 ·
π/2∫
0

[32 sin3 θ cos θ sin2 φ]2πφ=0dθ − 32π[1/2 sin2 θ]
π/2
θ=0

= −16π

b) Es ist

∂S = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 16, z = 0}.

∂S wird zum Beispiel parametrisiert durch γ1(t) = (4 cos t, 4 sin t, 0), t ∈ [0, 2π]. Die entscheidende
Frage ist aber: passen die Orientierungen zusammen, so wie es der Satz von Stokes fordert? Dazu
betrachten wir die Charakterisierung von S via Kugelkoordinanten von oben. Die Menge ∂S entspricht
dem Fall θ = π/2.



Da die Menge G (s. Bild), welche für die Parametrisierung von S verantwortlich ist, und diese Menge
links von γ̃ liegen soll, folgt γ̃ = (2π − t, π/2), t ∈ [0, 2π]. Damit die Orientierungen zusammenpas-

sen parametrisieren wir also ∂S durch γ(t) = g(γ̃(t)), t ∈ [0, 2π], also γ(t) =

4 cos(2π − t)
4 sin(2π − t)

0

 = 4 cos t
−4 sin t

0

 , t ∈ [0, 2π]. Damit:

I =

∮
∂S

~F · d~s =
2π∫
0

8 cos t+ 4 sin t
0
0

 ·
−4 sin t−4 cos t

0

 dt =

2π∫
0

−32 sin t cos t− 16 sin2 t dt

Hinweis
= −[16 sin2 t]2πt=0 − 16π = −16π

Beachte: Mit einer anderen Parametrisierungen könnte man auch +16π statt −16π als Ergebnis er-
halten (in beiden Fällen).

Lösungen zu Aufgabe 4: Eine Parametrisierung des Kegelmantels F ist gegeben durchxy
z

 =

r cosφr sinφ
r

 =: ~g(r, φ) mit (r, φ) ∈ [0, 1]× [0, 2π].

Mit ∥∥∂r~g(r, φ)× ∂φ~g(r, φ)∥∥ =
∥∥cosφ

sinφ
1

×
−r sinφr cosφ

0

∥∥ =
∥∥−r cosφ−r sinφ

r

∥∥ =
√
2 r

und

‖~g(r, φ)− ~a‖ =
∥∥r cosφr sinφ

r

−
0
0
1

∥∥ =
∥∥r cosφr sinφ

r − 1

∥∥ =
√

2r2 − 2r + 1

erhält man

U(~a) = ρ

∫∫
F

1

‖~x− ~a‖
do = ρ

∫∫
[0,1]×[0,2π]

1

‖~g(r, φ)− ~a‖
∥∥∂r~g(r, φ)× ∂φ~g(r, φ)∥∥ d(r, φ)

= ρ

1∫
0

2π∫
0

1√
2r2 − 2r + 1

√
2 r dφ dr = 2

√
2π ρ

1∫
0

r√
2r2 − 2r + 1

dr
Hinweis
= −2πρ ln(

√
2− 1).

Lösungen zu Aufgabe 5: Die Fläche F =
{
(x, y, f(x, y)) : (x, y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1

}
liegt in expliziter

Darstellung vor mit f(x, y) = x2+y2 bzw. in Parameterdarstellung F = {~g(x, y) : (x, y) ∈ R2, x2+y2 ≤
1} mit

~g(x, y) =

 x
y

f(x, y)

 .

Wir setzen B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}. Dann ist

A(F) =
∫∫
F

do =

∫∫
B

‖∂x~g(x, y)× ∂y~g(x, y)‖ d(x, y) =
∫∫
B

‖

 1
0

∂xf(x, y)

×
 0

1
∂yf(x, y)

 ‖ d(x, y)
=

∫∫
B

‖

−∂xf(x, y)−∂yf(x, y)
1

 ‖ d(x, y) = ∫∫
B

√
(∂xf(x, y))2 + (∂yf(x, y))2 + 1 d(x, y)

=

∫∫
B

√
4x2 + 4y2 + 1 d(x, y).



Mit Polarkoordinaten ergibt sich

A(F) =
∫∫

[0,1]×[0,2π]

√
4r2 + 1 r d(r, φ) = 2π

1∫
0

√
4r2 + 1 r dr = 2π

[
1
12 (4r

2 + 1)3/2
]1
0
= π

6 (5
3/2 − 1).

Lösungen zu Aufgabe 6: Eine Parametrisierung der Fläche F ist gegeben durch

~g(u, v) =

 u
v

v2 − u2

 , (u, v) ∈ U := { (x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 3 } .

Der Stokessche Integralsatz liefert∫
∂F

~v · d~s =
∫∫
F

(
∇× ~v

)
· d~o =

∫∫
U

(
∇× ~v

)(
~g(u, v)

)
·
(
∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v)

)
d(u, v) .

Nun ist

∂u~g(u, v) =

 1
0
−2u

 , ∂v~g(u, v) =

 0
1
2v

 , also ∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v) =

 2u
−2v
1

 ,

und es gilt

∇× ~v =

∂1∂2
∂3

×
v1v2
v3

 =

∂2v3 − ∂3v2∂3v1 − ∂1v3
∂1v2 − ∂2v1

 =

1− (−3)
1− (−2)
9− (−5)

 =

 4
3
14

 .

Folglich ergibt sich

∫
∂F

~v · d~s =
∫∫
U

 4
3
14

 ·
 2u
−2v
1

 d(u, v) =

∫∫
U

(8u− 6v + 14) d(u, v) ;

und mit Polarkoordinaten (U ist die Kreisscheibe um (0, 0) mit Radius
√
3 ) erhält man unter Berück-

sichtigung von
∫ 2π

0
cosφdφ =

∫ 2π

0
sinφdφ = 0:

=

√
3∫

0

2π∫
0

(8r cosφ− 6r sinφ+ 14) r dφ dr =

√
3∫

0

28πr dr

= 28π
[
1
2r

2
]√3

r=0
= 28π · 32 = 42π .


