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Losungsvorschlige zum 13. Ubungsblatt

x 7 cos ¢ sin 6
Lésungen zu Aufgabe 1: a) Wir ersetzen [y | = | rsin¢gsiné |, wobei r > 0,¢ € [0,27],0 € [0, 7.
z rcosf

Damit werden die Bedingungen aus C zu 72 < 2, cos¢sinf < 0, sin¢sin® > 0 und cosf < 0. Die
letzte Ungleichung bedeutet § € [7/2, 7] und dort ist siné > 0. Daher muss cos¢ < 0, sin¢ > 0 und
sinf > 0 sein. Das fiithrt auf 6 € [7/2,7) und ¢ € (7/2,7]|. Zudem ist 0 ¢ C, d.h. r # 0. Insgesamt:

{(m,y,z)e]R?’ : x2+y2+22§2,m<0,y207z§0}
= {(rcos¢ sind, rsing sinf, rcosf) : r € (0,v2], ¢ € (3,7, 0 € [r/2,7)}.

b) Definiere K = {(x,y,2) € R®: 22 + y? 4+ 2? < 1}. Dann miissen wir

me= [ et = [ vt

berechnen. Hierzu benutzen wir Kugelkoordinaten
T =rcos¢sind, y=rsingsingd, z=rcosv mit r € [0,1], ¢ € [0,27], ¢ € [0,7].

Die Transformationsformel liefert

1 7 27
m:/// S r?sind d¢ dd) dr
0 0 O
1 =
:27r//1 sin 9 dv dr
0 0

=47

2 ! 1
0 0

— larctanr],_g) = 4w (1 — (F —0)) = 47 — 7°.

Loésungen zu Aufgabe 2: Wir bestimmen zunéchst, welcher Teil F; von F innerhalb von Z liegt:
Ju,v)€Z = (u4+v)*+u—-0v)*<4 = 2*+202<4.

Die Fliche Fz ist also durch g(u,v) mit (u,v) € U := { (u,v) € R? : u? + v? < 2} gegeben. Definitions-
gemif ist dann
A(F7) = //do: // 102, ) X B, v)]| d(u,v)
Fz U

Hier haben wir

1 1 2u + 2v
Ougu,v) =111, Owglu,v)=1-1], also 9,G(u,v) x d,g(u,v) = | 2v —2u
2v 2u -2
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Damit gilt

A(Fz) /\/2u—|—2v (2v —2u)?2 +4 d(u,v) = /\/ 8(u? +v2) +4 d(u,v).

Wir gehen zu Polarkoordinaten iiber: v = rcos¢, v = rsing, d(u,v) = rd(r,$), mit 0 < r < /2 und
0< ¢ <2m

V2 2

:// \/2 2cos2 ¢+ r2sin® ¢) + 1 - rd¢dr—47r/ V2r2 + 1dr

0 0
= Zr[(2r? + 1322 = 2r (592 — 1) = Zx(5V5 - 1).

Loésungen zu Aufgabe 3: Wir benutzen Kugelkoordinaten. Dann:

7 cos ¢ sin 6
S={|rsingsing | |r=4,0€0,7/2), 6 € 0,2} = {7, 0) | 0 € [0,7/2), 6 € 0,27},
rcosf
4 cos ¢sin @
wobei §(¢,0) = | 4sin¢siné |. Das vektorielle Oberflichenelement ist also gegeben durch
4 cosd
cos ¢ sin’ 0
43 = 94(6,6) x 03 (,6)d(9,0) = 16 | sindsin® 0 | d(6,6)
sin 6 cos 0
= dyz
a) Esist rot F(z,y,z) = | 0 | und damit (Integrationsreihenfolge ist egal)
1

on ™/2

I://rotf-d&’:—m//64sin39cosﬁsin¢cos¢+sin0cos€d0d¢>
0 0

/2 21 27 /2

=—-16- / /64Sin3ﬁcosﬁsin¢cos odopdl — 16/ / sin @ cos Odfd¢p
0 0 0
w/2

= —16- /[32 sin® 6 cos 0 sin” ¢|30d6 — 327[1/2sin H]W/z
0

= —167
b) Es ist
08 = {(z,y,2) € R?® | 2® + y? + 2* = 16, 2 = 0}.
0S wird zum Beispiel parametrisiert durch ~(t) = (4 cost,4sint,0), ¢ € [0,2x]. Die entscheidende
Frage ist aber: passen die Orientierungen zusammen, so wie es der Satz von Stokes fordert? Dazu

betrachten wir die Charakterisierung von S via Kugelkoordinanten von oben. Die Menge 0.5 entspricht
dem Fall 6 = 7/2.

6 ~
e

=2




Da die Menge G (s. Bild), welche fiir die Parametrisierung von S verantwortlich ist, und diese Menge
links von ¥ liegen soll, folgt ¥ = (2r — t,7/2), t € [0, 2x]. Damit die Orientierungen zusammenpas-

4dcos(2m —t)
sen parametrisieren wir also 9S durch v(t) = g(¥(¢¥)), ¢ € [0,27], also v(t) = [ 4sin(2r —¢t) | =
0

4cost
—4sint |, t € [0,27]. Damit:

0

2 [8cost + 4sint —4sint 2
IfjéF dsf/ 0 | —4cost dt:/f?)ZSintcostf16sin2tdt
s 0 0 0 0
Hwels 116 sin? )27, — 167 = —167

Beachte: Mit einer anderen Parametrisierungen kénnte man auch +167 statt —167 als Ergebnis er-
halten (in beiden Féllen).

Loésungen zu Aufgabe 4: Eine Parametrisierung des Kegelmantels F ist gegeben durch

x 7 COS ¢
y| = |rsing | = g(r,¢) mit (r,¢) € [0, 1] x [0, 27].
z r
Mit
cos ¢ —rsin ¢ —7cos ¢
0-G(r,¢) x 0sG(r,d)|| = ||| sing | x | rcos¢ ||| =|| —rsing ||| =v2r
1 0 r
und
7 COS ¢ 0 7 COS ¢
IG(r,¢) —all = ||| rsing | — [0 || =] rsmqﬁ | =var2—2r+1
r 1 r—1
erhélt man
1
Ua) = org( 0 d(r
@=r [f maio=r || fa=alodne ool
F 01]><027r]

1 27

1
_p//\/2r2—2r+1
00

V2rdpdr = 2\/§7Tp/ dy e —2mpln(v/2 — 1).

r
Vor2 —2r+1
0

Losungen zu Aufgabe 5: Die Fliche F = {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € R?, 22 +y? < 1} liegt in expliziter
Darstellung vor mit f(x,y) = 22 +y? bzw. in Parameterdarstellung F = {g(z,y) : (x,y) € R?, 2% +y* <
1} mit

g(xvy) = Y
f(z,y)
Wir setzen B = {(z,y) € R?: 2% + y? < 1}. Dann ist
1 0
= do = ||az§(x7y) X ayg(xay)“d(xay) = H 0 X 1 ||d(:v,y)
J // Postn) Lot
/ /1 iy f ) = [ [ Jouf @) + @t @) + L)
B

= / Vaz? 4+ 4y? + 1d(z, y).
B



Mit Polarkoordinaten ergibt sich

1
A(F) = // Var2 + 1rd(r, ¢) :27r/\/4r2+1rd7":27r[% (4r2+1)3/2]é = I(5%2 - 1).

[0,1]x[0,27] 0

Losungen zu Aufgabe 6: Eine Parametrisierung der Flache F ist gegeben durch
g(u,v) = v . (u,v) €U :={(x,y) e R*: 2® +9? < 3}.

Der Stokessche Integralsatz liefert

/ 7. ds= / / (V x 7) - do = / / (V8 (s 0) - (0uiilu,v) x Byl v)) d(u,v)
U

OF F
Nun ist
1 0 2u
Ougu,v) =1 0 [, Owglu,v)=1{11], also  9,g(u,v) X 9yG(u,v) = | —2v |,
—2u 2v 1
und es gilt
31 U1 821)3 — 83’02 1-— (—3) 4
V X 1= (92 X () = 831)1 — 811}3 = 1-— (72) = 3
83 V3 81112 — 821)1 9— (—5) 14

Folglich ergibt sich
4 2u
/17-d§'=// 3] —2v d(u,v)://(Su—6v+14)d(u,v);
oF v \14 1 U

und mit Polarkoordinaten (U ist die Kreisscheibe um (0,0) mit Radius v/3) erhélt man unter Beriick-
sichtigung von fo% cos ¢ dp = fo% sin ¢ d¢ = 0:

V3 2r V3
://(8rcosd>—6rsin(b—|—14)7'd¢)dr:/287rrdr
00 0

=287 [Lr2]Y® — o873 = 421,



