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Losungsvorschlige zum 14. Ubungsblatt

Lésungen zu Aufgabe 1: a) Die Oberfliche F des Zylinders Z besteht aus drei Teilen, ndmlich aus
der Bodenfliche F7, der Mantelfliche 75 und der oberen Deckfliche F3.

Die Bodenfliche F; koénnen wir durch die Parametrisierung g(u,v) := (ucosv,usinv,0) mit (u,v) €
U :=[0,1] x [0, 27] darstellen. Es gilt

COS v —usinv 0 0
Oug(u,v) X 0yg(u,v) = | sinv | x | ucosv | = 0 =10
0 0 wecos? v+ usin? v u

Es ergibt sich N = (0,0, —1) als #ufere Einheitsnormale. (Man teilt 0, (u, v) x 9,§(u,v) durch die
Norm |0y g(u,v) x 0yg(u,v)|| und wéhlt dann noch das Vorzeichen so, dass der Vektor nach aufien
weist.) Also ist [[ . ¥+ Ndo =0, denn

(#(g(u,v))) - (N(F(u,v))) = v3(§(u, ) (=1) = 0.

Die Mantelfliche F, wird durch §(u,v) := (cosu, sinu,v) mit (u,v) € U := [0, 27] x [0,1] parametri-
siert. Wir erhalten

—sinu 0 CoS U
Oug(u,v) X OpG(u,v) = | cosu | x | 0| = | sinu
0 1 0
Dies ist auch schon die duRere Einheitsnormale N. Wegen
cos®u cosu
(0(g(u,v))) - (N(G(u,v))) = [ cos?usinu | - | sinu | =cos* u+ cos®u sin? u = cos? u
veos?u 0

folgt

1 2
//11 Ndo—//cos U ||0ug(u, v) X Opg(u,v)|| d(u,v) = //cos2udvdu:/cos2udu:7r.
0

=cos2u-+sinZu=1

Es bleibt noch die Deckfliche F3: Die Parametrisierung §(u,v) := (ucosv,usinv, 1) mit (u,v) € U :
[0,1] x [0, 27] liefert 0, g(u,v) X Oyg(u,v) = (0,0,u). Es ist N = (0,0,1) und damit

(17(57(“7 U))) : (N(!j(ua U))) =v3 (g(u, v)) =u?cos?v.
Somit erhalten wir

2

1
//v Ndo—//u cos? v [|0uG(u, v) x 0yG(u,v)| d(u,v) //u3c052vdvdu
00

=lu|=u, dau >0

1 27
= /u3du /cos2vdv Ziﬂ'.
0 0
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Insgesamt ergibt sich schlieflich

//UN i// Ndo=0+m+ir=2r.

b) Nach dem Gaufsschen Integralsatz bzw. dem Divergenzsatz ist

//17~Ndo:///(V~17)d(:1:,y,z).
F Z

Nun gilt (V-0) (2, y, 2) = 0 (2) 40, (2*y)+0,(2?z) = 3z*+2?+2? = 5% und mit Zylinderkoordinaten
x =rcos¢,y=rsing, z =z, wobei r € [0,1], ¢ € [0,27], z € [0, 1], folgt

//11 Ndo—///5x d(x,y, 2 [m[o/i]/x[m (rcos )2 rd(r, b, z)
1 27
[
27

1 1 27
/5r3 cos® pdzdpdr = // 513 cos? ¢ do dr
0 0
1
) /ngr /cosz¢d</) :%77.
0 0
Losungen zu Aufgabe 2: Zur Berechnung von

// V- vd(z,y, 2)
1%

verwenden wir Kugelkoordinaten

x=rcos¢ cost, y=rsing cosv, z=rsind mit 0<r<1,0<¢<2m, 0<9< 7.

Damit ergibt sich

/V/v.ad(x,y, ///2+3z (2,9, 2) =2 /// ey +3/// (54,2

=1 %rr , da V Halbkugel

2

/ 2sin® 912 cos ¥ dop dr- d)
0
1

QO o~

z
f7r+3/

[N o\
—_

:§7T+67T /r4sin219 cos ¥ dr did
0 0
A 1 Bl
= 37r+671'</7"4d7") (/sinzﬂ cosﬂdﬂ)
0 0

54,6 1%

3" 75 3 15
Die Oberfliche 0V von V setzt sich zusammen aus F; und F», wobei F; die Kugelschalenhilfte und F»
die Grundkreisscheibe sind. Als Parametrisierungen nehmen wir

4 6
= §7T+ gﬂ'[é sin 19}

cos ¢ cos v
— {Gi(6.9): pc 020, 9 € [0,5]}  mit Gi(6,0) = [ sing cosd

sin



(Kugelkoordinaten der Kugel um (0,0,0) mit Radius » = 1) und

7 COS @
]:2 = {§2(T7 ¢) SRS [07 1}7 ¢ S [07271—}} mit 52(T7 (b) = rsingb
0

(Polarkoordinaten der Kreisscheibe um (0,0) mit Radius 1 in der xy-Ebene z = 0). Setze

—sin ¢ cos ¥ — cos ¢ sin ¢ cos ¢ cos? ¥
i1 (¢, 9) := 0G1(p, V) x DyG1(p, V) = | cosp cos? | x | —sing sind | = [ sing cos?d | .
0 cosv cos ¥ sinv

Da die dritte Komponente von 71 (¢, ) nichtnegativ ist, zeigt 7i1(¢,9) nach aufen. (Achtung: 7 (¢, V)
ist nicht normiert!) Fiir den Normaleneinheitsvektor an F3 nach aufen ergibt sich

. 0
No=10 |.
-1
Aufgrund von

// TR // 0) - RO i 0,9) 6, )

[0,27] x [
2r 3 [cos ) (cos ¢ + sin @) cos ¢ cos? ¥
:// cos 9 ( smgbfcosgzﬁ sin ¢ cos? ¥ | d¥deo
sin® ¥ cos ¥ sin v

o O
3

cos3 ¥ cos ¢ (cos ¢ + sin ¢) + cos> ¥ sin ¢ (sin ¢ — cos @) + sin? ¥ cos 19) d¥ do

o\[:\‘, o

(cos® ¥ +sin® ¥ cos V) d¥dg = 27 | (cos (1 — sin® ) + sin® ¥ cos ) dv

O\NH o \MH
O\MH

—on(1 -1+ h) =B

[=RVF

—

sind — % sin® 9 + % sin® 19}

und

/ / 7 Nydo= / / (G 8) - Na(Ga(r, @) |8,5a(r, 6) X Oiin(r, &) d(r. &)

[0,1] % [0,27]
(cos ¢ + sin @) 0
// ( sm¢cos¢) (0) 10,52 (r, &) X Dsiin(r; &) d(r, &)
[0,1] x[0,27] -1
- / / 010,32(r. 6) X Boalr, &) d(r, ) = 0
(0,1 %[0,27]

erhalten wir

// Ndo= // mdo—i—//v Nydo= 20

Fazit: Es ist

8/V/a.N :fwf///v Fd(e,y, )



