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4. Übungsblatt

Aufgaben 1-3 werden in der Übung besprochen, Aufgaben 4-6 im Tutorium.

Aufgabe 1: Die Funktionen f , g und h sind für (x, y) 6= (0, 0) durch

f(x, y) :=
xy2

x2 + y2
, g(x, y) :=

xy2

x2 + y4
, h(x, y) :=

x2y2

x2y2 + (x− y)2

gegeben, und es sei f(0, 0) := g(0, 0) := h(0, 0) := 0. Zeigen Sie:

a) Die Funktion f : R2 → R ist stetig.

b) Die Funktion g ist in (0, 0) nicht stetig, aber g ist im Nullpunkt �längs jeder Geraden stetig�, d.h. für
jedes feste ϕ ∈ R gilt g(r cosϕ, r sinϕ)→ g(0, 0) für r → 0.

c) Die Funktion h ist in (0, 0) nicht stetig, aber die Grenzwerte

lim
x→0

(
lim
y→0

h(x, y)
)

und lim
y→0

(
lim
x→0

h(x, y)
)

existieren und stimmen mit h(0, 0) überein.

Aufgabe 2: Untersuchen Sie jeweils, ob sich die Funktion f in (0, 0) stetig fortsetzen lässt. Bestimmen
Sie gegebenenfalls die stetige Fortsetzung.

a) f(x, y) =
1− cos(xy)

y
, y 6= 0

b) f(x, y) =
x3 + y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

Aufgabe 3: Skizzieren Sie die folgenden Kurven und berechnen Sie deren Längen.

a) γ(t) =
(
t, |t|

)
(t ∈ [−1, 1])

b) γ(t) =
(
sin3( 13 t) cos t, sin

3( 13 t) sin t
)

(t ∈ [0, 6π])

Hinweise zur Bestimmung von
∫
‖γ̇(t)‖ dt: b) Benutzen Sie das Additionstheorem für Cosinus.

Aufgabe 4: Untersuchen Sie jeweils, ob f(x, y) für (x, y) → (0, 0) konvergiert, und bestimmen Sie
gegebenenfalls den Grenzwert.

i) f(x, y) =
x2 + y2√

x2 + y2 + 1− 1

ii) f(x, y) =
xy

ex2 − 1
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Aufgabe 5: Skizzieren Sie die folgenden Kurven und berechnen Sie deren Längen.

a) ~r : [0, 2π]→ R2, t 7→ ~r(t) :=
(
t− sin t, 1− cos t

)
b) z : [0, 2π]→ C, ϕ 7→ z(ϕ) := ϕeiϕ

Hinweis zur Bestimmung von
∫
‖~r ′(t)‖ dt: a) Schreiben Sie cos t = cos( 12 t+

1
2 t) und verwenden Sie das

Additionstheorem für Cosinus. b) Es gilt
∫√

1 + ϕ2 dϕ = 1
2 (Arsinhϕ+ ϕ

√
1 + ϕ2).

Aufgabe 6: Die Kurve ~r : [−1, 1]→ R3 ist gegeben durch

~r(t) =

Arcsin t
t√

1− t2

 .

a) Sei t0 ∈ (−1, 1). Geben Sie eine Parameterdarstellung der Tangente in ~r(t0) an.

b) Berechnen Sie die Länge der Kurve ~r und bestimmen Sie die Darstellung von ~r bezüglich der Bogen-
länge.


