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Aufgabe 1

a) Die Summe A+C ist nicht definiert, weil die Spaltenanzahl von A und C nicht iibereinstimmt.
Auch das Produkt CB ist undefiniert, denn bei Matrizenprodukten muss die Anzahl der
Spalten des ersten Faktors gleich der Anzahl der Zeilen des zweiten Faktors sein. Alle anderen
Ausdriicke kénnen wir berechnen:

32 2

A+B=| 1 0 3-i
24i 7 -3
1 —i 3 2 3 -1 8+3i 12+2 —11—i

BA=|[1 -1 2 0 1 1—i|l=[6+2 7+3i —8+i
0 3 0o/ \2+i 4 -3 0 3 3—3i
32 2 i 0 445 6

(A+B)C=| 1 0 3—i||1 —i|]=|6-i 6—2

2+i 7 -3)\2 2 %  —6—Ti

Bemerkung: Insbesondere gilt AB # BA, d.h. Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ.

b) Seid= (" 1) Firr— i ho) o pase gy
O 2 l21 122

IA— lin h2) (0 1\ _ (0 lin+ 200
lor la) \O 2 0 o1 +2lp)"
Also ist LA gleich der Nullmatrix genau dann, wenn l11 + 2l12 = 0 und 1 + 2l92 = 0 gelten.
Dies sind zwei (homogene) lineare Gleichungssysteme. Die erweiterte Matrix zu l11 + 2l12 = 0

(1 2‘0) bzw. kurz (1 2)

liegt bereits in Zeilennormalform vor, so dass man direkt mit dem (—1)-Ergénzungstrick die
Losung ablesen kann

111 o 0 2 o 2s g
<l12) = (0> + s (_1> = <—s) , s € R beliebig.

Analog erhilt man fiir die Losung von la1 4+ 2les = 0

<121> - (2t>  teR belicbig,

Folglich gilt LA = 0 genau fiir Matrizen der Form

2s —s 2 -1 0 0 -
L_<2t —t>_8<0 0)+t<2 _1>, s,t € R beliebig.
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Aufgabe 2

a) Mit Zeilenumformungen erhalten wir
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Zeilen
permutieren

) berechnet.

SO~

1 1 0
5 5 1
12 15 3
-2 0 0

Wir sehen, dass A regulir ist, und haben zugleich A= = (

Fiir die Matrix B ergibt sich

-100 -1j1 -1 O
1 0
0 1
0 —

0
0
0

|

Z4~)Z473Z3
IV —Z1—Zo

J

-1(1 0 0 O
0 0Jj0 1 0O
1 0 1
3 1 0

-1 1 0
0 1
0 O
0 0

|

-1 _

Also ist B reguliar mit B

Da A und B regulir sind, gilt:

)

10
1
3

-9

|

49
5
15
—45

42
)
12
—38

(AB)'=B'A7! = (

-2

1 5 12

1 5 15
1
0

|



Hier verwendeten wir das folgende Resultat: Ist D € K"*", so ist auch D7 regulir und es gilt
(DT)—I — (D_I)T.

In der Tat ergibt sich mit den Rechenreglen fiir das Transponieren von Matrizen

D YD =D Y =1T=1, wd DYDY =D 'D)YT =17 =1,.

b) Da A und AB regulér sind, erhalten wir jeweils die eindeutig bestimmten Losungen

1 0 1 -7

IR s U I IV B I e O N
r=A o | =13 bzw. x = (AB) o | =13
0 -2 0 7

Aufgabe 3

Wiederholung des Gram-Schmidt-Verfahrens:
In einem K-Vektorraum V' mit Skalarprodukt (-,-): V' x V' — K seien n linear unabhéngige Vek-

toren x1,...,T, gegeben. Wir wollen ein Orthonormalsystem w1, ..., u, € V so konstruieren, dass
lin{wui,...,uj} =lin{xy,...,z;} firalle j =1,...,n gilt.

Wir bestimmen zunéchst nur ein Orthogonalsystem vy, . .., v, mit der Eigenschaft lin{vy,...,v;} =
lin{zy,...,z;} fir alle j = 1,...,n. (Bei einem Orthogonalsystem wird nur verlangt, dass die

Vektoren orthogonal zueinander sind, nicht aber, dass sie Norm 1 haben.) Die Forderung lin{v, } =
lin{z1} kénnen wir erfiillen, indem wir v; := 1 setzen. Dann geht unser Verfahren rekursiv weiter:
Haben wir fiir ein gewisses j € {1,...,n— 1} ein Orthogonalsystem vy, ..., v; mit lin{v,...,v;} =
lin{z1,...,z;} gefunden, so ist die Frage, wie wir v, definieren sollen. Setzen wir

J
Vjt1 = Tj41 + Z ALVk

k=1
mit gewissen A\, € K, so ist die Forderung lin{vy, ... ,vj41} = lin{z, ..., 241} erfiillt. Damit dieses
vj41 zusdtzlich orthogonal zu allen v; mit ¢ € {1,...,} ist, muss

J
0= (vj41,v5) = (Tjq1,vi) + Z>%<’Ukavi> = (@j11,vi) + X (v, v5)
k=1

fiir alle s € {1,...,7} gelten. Folglich wihlen wir

s i _<33j+1,vz'> _ _<$j+1avi>
i =
iy Ul [
Vi, v [[os |
Fassen wir zusammen: Die Vektoren v, ..., v, werden rekursiv definiert durch
J
. . <517j+17 Uk> .
vl =T, vj+1.::1:j+1—272@k Gj=1,....n—=1).
2
Man beachte: Die Vektoren z1, ..., x, sind nach Voraussetzung linear unabhéngig; daher gilt 1 # 0

und x4 ¢ lin{zy,...,z;} =lin{vy,...,v;} fir j =1,...,n — 1, und damit folgt v; # 0 fiir alle j.
Somit ist die Division durch |Jv;||? méglich.

Setzen wir nun noch wu; := v;/||v;|| (j = 1,...,n), so haben wir ein Orthonormalsystem mit den
geforderten Eigenschaften bestimmt.

a) Die gegebenen Vektoren z1,x2,x3 sind linear unabhéngig. Um das zu sehen, kann man die
Vektoren zeilenweise in eine Matrix schreiben und diese auf Zeilenstufenform bringen:

1 0 1 10 1\ , ., a, (10 1
2 2 Lo B2 g 9 9 2 0 2% -2
5 3i 1) BB\ 3i 4 00 —1



b)

Fiihre nun das Gram-Schmidt-Verfahren durch:

1 1
v = =10 Uy = o i 0
1:=x1 = : = =
X Tl ~ V2 \5
Wegen
2 1
(zo,v1)=(|20],{0])=2-T+2i-0+0-1=2
0 1
erhalten wir
(w2,v1) AR L s 1 (1
Vg 1= Ty — 5 U1 = 20| —=10] =122 |, ug 1= =— | 2
HUIH 0 2 1 -1 HUQH \E -1

(Beachte: Es gilt |jva|| = (|12 4 |2i|? + |—1[>)"/? = V/6.) Fiir die Berechnung von v3 brauchen
wir die Skalarprodukte

5 1
(z3,v1)=(|3i],[0])=5-T+3i-0+1-1=6,
1 1
5 1
(wgva) = (|3i |, | 20 |)=5-T+3i-2i+1-(-1)=5-6i°—1=10.
1 ~1
Damit ergibt sich dann
2 5 1 1 1
3, | 6 10 [
v3:x3—2<3vg>vk— | —= 0] —— 20 | =z —2],
= ol 1 21 6\-1) 3\4
V3 1 1
U3 1= —— = —= | —1
losll - v3 1\ _4

Fazit: w1, us, us ist ein Orthonormalsystem mit den gewiinschten Eigenschaften.

Wir wollen das Verfahren von Gram-Schmidt benutzen. Dazu priifen wir zuerst die gegebenen
Vektoren y1,y2,y3 auf lineare Unabhéngigkeit:

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
5 1 1 1 | 22254010 ¢ —4 ¢ | 282 g 6 4 6
3 —3 1 —3) B7HEBA \g ¢ 4 _—¢ 00 0 0

Somit sind y1, ¥2, y3 linear abhéngig, insbesondere kénnen wir an der Zeilenstufenform ablesen,
dass ys3 eine Linearkombination von y; und y, ist (dies ist moglich, da bei den Zeilenumfor-
mungen keine Zeilen vertauscht wurden). Infolgedessen gilt lin{y1, y2,y3} = lin{y1, y2}.

Wir sehen auflerdem, dass y; und g9 linear unabhéngig sind.

Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von lin{y;,y»} fithren wir nun das Verfahren von
Gram-Schmidt durch:

1
U1 U1 1 1 -1

v = ) u = = = — = —
1 W 1 1] TT1ir1ir1 2yl B 1
-1



Weiter ist (y2,v1) =5 —1+1—1 =4 und wir erhalten

5 1 4 4 2

V2 1= Y2 — (b2, v1) v ! — é -1 = 2 ug = 2 _ 71 2 = i 1
(v, 01) Ll 4] 1 0]’ leoll — V22 [0] VG [0

1 —1 2 2 1

Folglich bilden w1, us eine Orthonormalbasis von lin{yi, y2} = lin{y1, y2,y3}.

Aufgabe 4

a) Die beiden gegebenen Vektoren haben Norm 1 und sind orthogonal zueinander. Nach a)
miissen wir die beiden Vektoren zu einer Orthonormalbasis des C3 ergéinzen. Dazu bestimmen
wir zunéichst einen Vektor z = (z1, 29, 23) € C3 mit

i/v?2 1/2
(z,| -1/v2|)=0 und (z | —i/2 |)=0.
0 (1—14)/2

Komponentenweise geschrieben und mit v/2 bzw. 2 durchmultipliziert bedeutet das
—4z1 —29=0 und z1+iz+ (14+14)z3 =0.

Die erste Gleichung kénnen wir mit z; = 1 und 2o = —i erfiillen. Die zweite Gleichung liefert
dann 2 + (1 +14)z3 =0, also 23 = —2/(1 + 1) = —1 + i. Den so gefundenen Vektor

Z1 1
z= |z | = —1
z3 —141
miissen wir noch normieren, also durch seine Norm ||z|| = /12 + (—i)i + (=1 +4)(—=1 — i) =

vV1+1+2 =2 teilen. Wir ergéinzen daher den Vektor

1
—1
-1+

1

Bemerkung: Der zu ergénzende Vektor ist nicht eindeutig bestimmt, man kann ihn mit belie-
bigen Konstanten ¢ € C, fiir die |c¢| = 1 gilt, multiplizieren.

b) Im folgenden sei A € C™*" eine unitére Matrix.
i) Sei z € C". Dann gilt

|Az|? = (Az,Az) = (A" Az, z) = (z,2) = 21
=In

Alternativ: (Az, Az) = (Az)T Az = (Az)T Az = 2TA" Az =32T(A" A)z =272 = (2,2).

=I
ii) Sei A € C so, dass es einen Vektor z € C" \ {0} gibt mit Az = Az. [Ein solches A heif}t
Eigenwert von A und z ein zugehdériger Eigenvektor]. Mit Hilfe von i) erhélt man dann

121 = (2, 2) = (Az, Az) = (A2, A2) = Mz, Az) = A\(z,2) = |A[*{2,2) = [\?|]2||*.

Division mit ||z||? # 0 (wegen z € C™\ {0}) ergibt [A\]? = 1, also |A| = 1.
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