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Aufgabe 1
-2 2
Firz=|( 1 Jundy=| 0 | gilt
1 -2
-2-0 -2
zxy=|2-4|=1-2],
0—-2 -2
-2 -2
wxpa=([ 2], [ 1 ])=-2 2+ 21+ (2 1=0
-2 1

[dieses Ergebnis war zu erwarten, weil stets z X y sowohl orthogonal auf z als auch orthogonal auf
y steht]. Fiir den Winkel 6, den die Vektoren x und y einschliefien, gilt

g (wy) _ —2:241-041-(=2) 6 \F V3
cosf = = _ _ b _ .

2l iyl VA+1+1-v410+4 6-3 8§~ 2
Hieraus folgt 0 = %ﬂ. Der Flacheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms lautet

-2
lexyll =1 { 2] 1l = V22 + (-22 + (~2% = VA + 4+ 4 = 2V53.
-2

Aufgabe 2

Zunichst zur Matrix A: Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x 4(A) = det(A — Al3). Dieses lautet

22 — )\ —2 —4 18— —18+ A 0
det 4 16 — A\ —4 :[Z1~>Z17Z2] det 4 16 — A —4
2 -1 16 — A 2 —1 16 — A
0 —18+ A 0
20 — A —4
=51 sty det (20X 16X —4 | =muwnz) (18— A)det ( L e A)
1 —1 16 — A

= (18 = N)((20 = A\)(16 — \) +4) = (18 — A) (A\* — 36A + 324) = —(\ — 18)°.

Wegen y4(\) = 0 <= X\ = 18 besitzt die Matrix A nur den Eigenwert 18; dieser hat die algebraische
Vielfachheit 3. Der zugehérige Eigenraum E4(18) ist die Menge aller x € C3 mit Ax = 18z bzw.
(A —181I3)x = 0, also genau Kern(A — 1813). Zur Berechnung des Kerns von

4 -2 -4
A—-18I3=(4 -2 —4
2 -1 =2
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verwenden wir Zeilenumformungen

4 -2 —4 4 -2 —4 P 1 -1/2 -1
— 1 141
4 -2 4| 222200 00 0 Llo oo o0
2 —1 —2) #7524 \0 0 0 0o 0 0
und lesen mit Hilfe des (—1)-Ergédnzungstricks ab
—1/2 ~1 1\ /1
Es(18) =Kern(A—18I3) ={s| —1 | +¢t| 0 | |s,te€C}=1ln(|[2],(0]).

0 -1 0 1

Der Eigenwert 18 hat die geometrische Vielfachheit 2, weil der Eigenraum FE 4(18) zweidimensional
ist. Jetzt zur Matrix B: Wir berechnen das zugehorige charakteristische Polynom

1-A 1 0 0 1 —A(1-))
xB(A\) = det(B — A\3) = det 2 A 2| =mzsa+a-nz det | 00 —A 22X
—1 0 _)\ [ Zo—Zo+273 ] —1 O _)\

T (1A _g(i ;@) S (2o 221 N) = (A2 2)(1- A).

Wegen xp(A) = 0 <= X € {1,v/2,—/2} hat die Matrix B die drei Eigenwerte \; = 1, Ay = v/2
und A3 = —/2. Diese haben jeweils die algebraische Vielfachheit 1.
Wir bestimmen nun den Eigenraum Eg(1) zu A\; = 1, also die Menge aller x € C3 mit (B—1I3)z = 0:

0 1 0 -1 0 -1 101
B-I=|2 -1 2| 2225 10 1 0| 222210 1 0
-1 0 -1 e 0o 1 o) 7T N0 0 0

Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab

Ep(1) =lin(| 0 |).
-1

Der Eigenwert 1 besitzt die geometrische Vielfachheit 1, weil der zugehorige Eigenraum eindimen-
sional ist.

Schliefllich miissen wir noch die zu den beiden Eigenwerten Ao 3 = ++/2 gehorenden Eigenriume
bestimmen. Analoges Vorgehen wie eben ergibt

—V2 V2
Ep(vV2)=1lin(|v2-2]) und Ep(—V2) =lin(| —v2-2).
1 1

Die geometrische Vielfachheit von v/2 bzw. —v/2 betrigt jeweils 1. Die Matrix B ist diagonalisierbar,
weil fiir jeden Eigenwert von B geometrische und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen.
Aufgabe 3

a) Wir berechnen zunichst die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume von A. Fiir das
charakteristische Polynom von A ergibt sich

2—A 1 1 2—A 1 1
xXA(A) = det(A — \I3) = det 1 2-Xx 1 =(Z3—75—2,) det 1 2= 1
1 1 2—A 0 A—=1 1=
2-x 1 2 N
=[S3—S2+S3] det 1 2—X 3-2A =[Entw. Z3] —()\ - 1) det < 1 3 _ A)
0 A—1 0

=-A-D(2-NB-XN)—2)=-A=1)(N =5 +4)= —(A—1))(A — 4).



b)

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von y 4, also 1, 4. Die zugehotrigen Eigenrdume

lauten
1 11 1 1
Eas(l)=Kern(A—I3)=Kern |1 1 1) =lin({-11],{ 0 ]),
1 11 0 -1
-2 1 1 1
Ea(4)=Kern(A—4I3)=Kern | 1 -2 1 | =ln(|1]).
1 1 -2 1

Da A € R3*3 symmetrisch ist, ist A diagonalisierbar. Aus dem gleichen Grund gibt es eine
orthogonale Matrix S € R3*3 so, dass S~'AS Diagonalgestalt hat. Um ein solches S zu
bestimmen, muss man eine Orthonormalbasis des R aus Eigenvektoren von A angeben.

Setze
1 1
v = | 1] € Ex(4) sowie ve = | =1 ] € E4(1).
1 0

Da A € R3*3 symmetrisch ist, stehen Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal
aufeinander, also gilt v; L vy. Ist

1
V3 1= V] X Vg = 1
-2

definiert, so sind v3 Lv; und v3 Lvs. Wegen vy, ve,v3 € R?\ {0} folgt, dass die Vektoren
v1, V2, v3 linear unabhiingig sind und somit eine Basis des R? bilden. Aufgrund von vy € E(4),
dim F4(4) =1 und dim E4(1) = 2 ergibt sich E4(1) = lin(vg, v3).

Folglich ist eine Orthonormalbasis des R aus Eigenvektoren von A gegeben durch m V1,
1

1
—= Vg, — v3, also durch
Toall 27 Tws]] ©3

Deshalb ist die Matrix

11 1
V3 V2 V6
g— | L -1 L
e V2 V6
1 0 _2
V3 V6
orthogonal und es gilt
11 1
V3 V3 V3 4 0 0
st=5"=|5 -5 O sowie  ST'AS=(0 1 0
41 2 0 01
V6 V6 V6

Das lineare Gleichungssystem Ax = 2x hat die triviale Losung x = 0. Wiirde Ax = 2z fiir ein
x € R3\ {0} gelten, dann wiire 2 ein Eigenwert von A, was aber nach a) nicht der Fall ist.
Folglich ist = 0 die einzige Losung von Az = 2x.

4 0 0
Ist D:= [0 1 0] gesetzt, so gilt gemiB a): ST*AS = D bzw. A= SDS™! (x).
0 01

Hieraus folgt A*¥ = SD*S~! fiir jedes k € N. Beweis durch Induktion:



TA: Al = SD1S~1 gilt nach (x).
IS: Sei k € N beliebig. Es gelte A¥ = SD*S~! (IV). Dann folgt:

AL = Aqk DY) (§ps—1y(SDFSY) = SD(ST1S) DRSS! = SDFFIS,
480 0
Fiir jedes k € N erhiilt man DF = [ 0 1 0] und somit
0 01
1 1 1 4k 4k 4k 4k4o 4k 1 4k1
V3 V2 V6 V3 V3 V3 3 3 3
Ak — gpkg-1— | L _— 1 L 11 0 _ 4k -1 4k42  4F—1
V3 V2 V6 NG NG) 3 3 3
L 0 -2 1 1L 2 aF—1  4F—1  4F42
V3 V6 V6 V6 V6 3 3 3
Aufgabe 4
Es gilt
A —« 0 0
0 a-X 0 0 A0 0
det(A — AIy) = det 5 1 a_ ) o | TEntw.z) (a—=XN)det| 2 a—X 2
0 2 0 - 0 0 =

-X 2
=Entw.ze] (@ — A)(=A) det (O‘ 0 _A> = (= A)*\2

Fall 1: @ = 0. Dann ist A = 0 einziger Eigenwert von A mit der algebraischen Vielfachheit 4. Fiir
den zugehorigen Eigenraum E4(0) ergibt sich

0000 1 0 01 0 1

0000 01 00 . 0 0
E4(0) = Kern(A — 014) = Kern 5 10 2| Kern 0000l lin( o ).

02 00 0 0 0O 0 -1

Also ist dim E4(0) = 2 # 4 und somit ist A in diesem Fall nicht diagonalisierbar.

Fall 2: o # 0. Dann sind A\; = 0 und Ay = « jeweils FEigenwerte von A mit der algebraischen
Vielfachheit 2. Um dim E4(0) zu ermitteln, konnte man wie im vorigen Fall F4(0) explizit angeben
und die Dimension ablesen. Alternativ schlieflen wir aus

0 —a 0 0 0000
dim Bild(A — 014) =rg(A —014) =g 9 (-f 2 3 =18 3 8 2 (2) =2
0 2 0 0 01 00

mit der Dimensionsformel dim £4(0) = dim Kern(A—01I;) = dim C*—dim Bild(A—01l;) = 4—2 = 2.
Somit stimmt fiir den Eigenwert 0 geometrische und algebraische Vielfachheit iiberein.
Ferner ist

—-a —a 0 0 110 0
dim Bild(A — aly) = rg(A — aly) =g 8 (1) 8 (2) g g (1) 8 (2)
0 2 0 —a 020 —a
1 1 0 0 1 1.0 0
_ |00 0 0of__fo 0 0 o | |3 fiir o 7 4,
“¥lo 10 2| 7%lo 10 2 [T)2 fira=q
0 2 0 —a 0 0 0 4-a



Wworaus

3 fir a #4, 1 fir a # 4,
dim Ey(a) =4 — =
2 fira=4 2 fira=4
folgt. Also ist nur fiir « = 4 geometrische und algebraische Vielfachheit des Eigenwerts « identisch.

Fazit: A ist genau fiir « = 4 diagonalisierbar.

Aufgabe 5
Wir berechnen das charakteristische Polynom von A: x(\) = det(A — A\l4)

3— A 1 -1 1 3—A 1 -1 1
1 3—A 1 -1 1 3—A 1 -1
At 3o 1 T[22 Y 0 aa 4o o
1 -1 1 3-2x 0 A—4 0 4-)
31)\ 23)\ _11 —11 342 -
=[Sy+8+5,] det B B =[Entw.zy] 4—A)-det| 1 2—-Xx 1
0 4—X 4—X 0 A\ 421
0 0 0 4— X\
3—A 3 -1
3—A 3
:[52%5275'3} (4 — /\) -det 1—A 1 :[Entw.Zg} (4 — /\)2 -det ( 1 1— )\)

1
0 0 4-2)
) = (4 =22\ —4)\) = A\ —4)%.

=(A-N*(B-N1-A) -

Die Matrix A besitzt also die zwei Eigenwerte A1 = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und Ao = 4
(mit algebraischer Vielfachheit 3). Wir bestimmen nun die Eigenrdume:
Fiir Ay = 0 miissen wir das lineare Gleichungssystem (A — 0I4)z = 0, also Ax = 0 losen:

3 1 -1 1 0 -8 —4 4 0 0 4 4
1 3 1 -1 zi=2,-32, 1 3 1 -1\ zi=z1+225 1 3 1 -1
—1 1 3 1 Z3— 73+ 722 0 4 4 0 Zy— 74+ 73 0 4 4 0
1 -1 1 3) %742 \g —4 0 4 004 4
Wihlen wir x4 € C beliebig, so folgt aus der ersten/letzten Zeile x5 = —xy4, aus der dritten xo = x4
und aus der zweiten dann x; = —x4. Wir haben also den eindimensionalen Eigenraum
— 14 -1
T4 . . 1
EA(0) ={ . | 24 € C} =lin(eq), wobei ¢ 1= 1
x4 _
Ty 1
Jetzt zu Ay = 4:
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1
. 1 -1 1 —1 Zo—Zo+71 0 0 0 0 Z1\——271 0 0 0 0
e I N Zsszs-z1 | 0 0 0 0 "lo 0o 0 o
1 -1 1 -1) #7%4t2 \g 0 0 0 0 0 0 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab
-1 1 -1
. -1 0 0
E4(4) =lin(co, c3,¢4) =g e=] s a=|
0 0 -1



Die Matrix A ist als reelle, symmetrische Matrix diagonalisierbar (Alternativ konnte man mit den
geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte argumentieren). Da ¢; eine Basis
von E4(0) und ¢, ¢3, ¢4 eine Basis von E4(4) ist, gilt fiir die Matrix S mit den Spalten ¢y, ¢2, c3, ¢4

0000
e |0 400
STAS=10 0 4 0
000 4

Da A € R*** symmetrisch ist, gibt es sogar eine orthogonale Matrix P € R**4 mit

0 00O
0400
T —
PrAP = 00 40
00 0 4
Bemerkung: Um ein solches P anzugeben, bestimmen wir jeweils eine Orthonormalbasis der Ei-
-1
. . . . 1 111
genrdume. Eine Orthonormalbasis von F4(0) ist z.B. gegeben durch by := W =3 1
C1 -
1
Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von E4(4) verwenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren:
-1
b 1 1 | -1
D = 5 C) = ——=
ezl V2| 0
0
1 -1 1
0 -1 1 |-1 11-1
v3 1= cg — (c3,b2)by = 1 _572 o | =32
0 0 0
1
b 1 1 [ -1
3 = (VU3 = —=
s V6 | —2
0
-1 -1 1 -1
0 1 1 |-1 -1 1 | -1 1( 1
Vg = Cq — <C4,b2>b2 — <C4,b3>b3 = 0 — ﬁ . 72 0 — % . % 9 = § .
-1 0 0 -3
-1
b 1 1 1
== ——=
P el T 2vB | 1
-3

Somit bildet by, b, by eine Orthonormalbasis von E4(4).
Besitzt die Matrix P die Spalten by, by, b3, by, dann ist P orthogonal (d.h. P~! = PT) und es gilt

PTAP =

o O O O
S O = O

O = O O
- O O O



Aufgabe 6

a)

b)

5 0 0
i) Setze zum Beispiel A:= [0 5 0| € R3*3. Wegen
00 5

det(A—Mz)=det[ 0 5-X 0 |=6-1*20 < I=5

ist 5 der einzige Eigenwert von A.

a 0 0 O

. . 0 b 0O . . .

ii) Setze zum Beispiel B := 00 ¢ 0 mit paarweise verschiedenen a,b, c,d € R.
0 0 0 d

Dann sind a, b, ¢, d die Eigenwerte der Diagonalmatrix B. Nach Voraussetzung sind diese
reell und paarweise verschieden.

iii) Esist xoc(A\) = =N +5X3 —4x = - A(A2 = 1)(A2 —4) = - XA+ DA = 1) (A +2)(\A —2).
Wegen yco(A) =0<= X €{0,-1,1,—-2,2} sind 0, —1, 1, —2,2 die Eigenwerte von C.

0 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
Somit hat zum Beispiel C:= [0 0 1 0 0| € R>*5 die geforderte Eigenschaft.
0 0 0 -2 0
0 0 0 0 2

Sei A € C™™ und A ein Eigenwert von A, d.h. es gibt x € C" \ {0} mit Az = A\z. Dann gilt
(A2 +51,)x = A%x + 51,0 = A(Az) 4+ 52 = A(\x) + 5z = Mz + 52 = Mz + 52 = (A2 +5)x,

d.h. A\? + 5 ist ein Eigenwert von A% 4 5I,, und « ein zugehériger Eigenvektor.

Bemerkung: Ist = ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so gilt A™x = \"x fiir jedes n € N.
Dies bestétigen wir mit vollstdndiger Induktion nach n € N:

IA (n =1): Az = Az gilt nach Voraussetzung.
IS: Sei n € N beliebig. Es gelte A”x = A"z (IV). Dann folgt:

Ay = A(Az) Y AO) = NP Ar = A"z = A

Damit ergibt sich fiir ein beliebiges Polynom p(t) = va\,{:o ant™ (N € N, ag,aq,...,ay € C)

N N
p(A)z = Z an A"z = Z ap\"x = p(A)x.
n=0 n=0

(Hierbei ist AY := I,, gesetzt.) Also ist = ein Eigenvektor von p(A) zum Eigenwert p(\).

Die Aussage “Eine Matrix B € R™*" besitzt mindestens einen reellen Eigenwert” ist i.a. falsch.

> wegen xg(A) = A2+ 1= (A —4)(A+4) nur

Beispielsweise hat die reelle Matrix B = <(1) 0

die nicht-reellen Eigenwerte 7, —i.
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