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Aufgabe 1

Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix B. Es gilt

det(B − λI) = −2 · 2(1− λ) + (1− λ)[(1− λ)2 − 4] = (1− λ)[λ2 − 2λ− 7].

Die Matrix hat positive und negative Eigenwerte, sie ist nicht positiv definit.

Aufgabe 2

a) Für jedes (x, y) 6= (0, 0) gilt

f(x, y) =
x2 + y2√

x2 + y2 + 1− 1
·
√
x2 + y2 + 1 + 1√
x2 + y2 + 1 + 1

=
(x2 + y2)(

√
x2 + y2 + 1 + 1)

(x2 + y2 + 1)− 1

=
√
x2 + y2 + 1 + 1

und somit ergibt sich (wegen der Stetigkeit der Wurzelfunktion)

f(x, y)
(x,y)→(0,0)−−−−−−−→

√
02 + 02 + 1 + 1 = 2 .

Bemerkung: Da der Grenzwert lim(x,y)→(0,0) f(x, y) existiert, lässt sich die stetige Funktion

f : R2 \ {(0, 0)} → R zu einer stetigen Funktion f̃ : R2 → R2 fortsetzen mit

f̃(x, y) =

{
f(x, y) für (x, y) 6= (0, 0),

2 für (x, y) = (0, 0).

b) Für x 6= 0 gilt

f(x, 0) = 0
x→0−−−→ 0 und f(x, x) =

x2

ex2 − 1

x→0−−−→ lim
t→0

t

et − 1
= 1 ,

d.h. bei unterschiedlicher Annäherung an den Nullpunkt erhält man verschiedene Werte.
Folglich existiert der Grenzwert lim(x,y)→(0,0) f(x, y) nicht.

Aufgabe 3

Auf R2 \{(0, 0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Im Punkt (0, 0) ist f auch stetig:
Für jedes (x, y) 6= (0, 0) gilt

|f(x, y)| = |2x2|
x2 + y2

|x|+ y2 6 2 |x|+ y2 → 0 für (xk, yk)→ (0, 0),

also gilt lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0 = f(0, 0), d.h. f ist stetig in (0, 0).
Die Funktion g ist nicht stetig, weil für xk = yk, xk → 0 konvergiert f(xk, yk) gegen ∞.
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Aufgabe 4

a) Auf R2 \ {(0, 0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Im Punkt (0, 0) ist f auch
stetig: Mit Hilfe von |xy| 6 1

2(x2 + y2) [Diese Ungleichung folgt aus der binomischen Formel:
0 6 (|x| − |y|)2 = x2 − 2|xy|+ y2 ⇒ |xy| 6 1

2(x2 + y2)] ergibt sich für jedes (x, y) 6= (0, 0)

|f(x, y)| = |xy|
x2 + y2

|y| 6 1
2 |y| → 0 für (x, y)→ (0, 0),

also gilt lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0 = f(0, 0), d.h. f ist stetig in (0, 0).

Alternativ: Sei (xn, yn)n∈N eine Folge in R2 mit (xn, yn)
n→∞−−−→ (0, 0) und (xn, yn) 6= (0, 0) für

alle n ∈ N. Dann gibt es für jedes n ∈ N eindeutig bestimmte rn > 0 und φn ∈ [0, 2π) mit
(xn, yn) = (rn cosφn, rn sinφn). Ferner führt (xn, yn)

n→∞−−−→ (0, 0) auf rn
n→∞−−−→ 0. Damit gilt

f(xn, yn) = f(rn cosφn, rn sinφn) =
(rn cosφn)(rn sinφn)2

(rn cosφn)2 + (rn sinφn)2
= rn cosφn sin2 φn ,

also |f(xn, yn)| 6 rn
n→∞−−−→ 0. Es folgt f(xn, yn)

n→∞−−−→ 0 und daher lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0.

b) Die Funktion g ist nicht stetig in (0, 0), denn es gilt (1/n2, 1/n)
n→∞−−−→ (0, 0), aber

g(1/n2, 1/n) =
1/n4

1/n4 + 1/n4
=

1

2

n→∞−−−→ 1

2
6= 0 = g(0, 0) .

Sei nun φ ∈ R fest gewählt. Im Fall cosφ = 0 ist g(r cosφ, r sinφ) = 0
n→∞−−−→ 0 = g(0, 0). Im

Fall cosφ 6= 0 ergibt sich

g(r cosφ, r sinφ) =
r3 cosφ sin2 φ

r2 cos2 φ+ r4 sin4 φ
=

r cosφ sin2 φ

cos2 φ+ r2 sin4 φ

r→0−−−→ 0

cos2 φ+ 0
= 0 = g(0, 0) .

c) Wegen h(x, x) = 1→ 1 6= 0 = h(0, 0) für x→ 0 ist die Funktion h in (0, 0) nicht stetig.

Sei x 6= 0. Dann gilt

h(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
=

y2

y2 + (1− y/x)2
y→0−−−→ 0

0 + 1
= 0 .

Folglich existiert limx→0(limy→0 h(x, y)) = limx→0 0 = 0 = h(0, 0). Wegen h(x, y) = h(y, x)
für alle (x, y) ∈ R2 existiert auch der andere iterierte Limes und hat den gleichen Wert.
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