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Aufgabe 1
Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix B. Es gilt
det(B—X)=—-2-21=A) + (1 =N[(1-=XN?—4] =1 =N\ -21-7].

Die Matrix hat positive und negative Eigenwerte, sie ist nicht positiv definit.

Aufgabe 2
a) Fir jedes (z,y) # (0,0) gilt
f(xy)_ x2+y2 ‘ /x2+y2+1+1_(x2+y2)( /$2+y2+1+1)
R I e RV SRS S (22 +y2+1) -1
=Vt y?+1+1

und somit ergibt sich (wegen der Stetigkeit der Wurzelfunktion)

) (z,4)—(0,0)

fx,y 024+024+1+1=2.

Bemerkung: Da der Grenzwert lim(, ) .(0,0) f (z,y) existiert, ldsst sich die stetige Funktion
£:R2\ {(0,0)} — R zu einer stetigen Funktion f: R2 — R fortsetzen mit

ry _ f(xvy) fiir (Hf,y) 7é <O7O)a
flz,y) = { 2 fir (z,y) = (0,0).
b) Fiir z # 0 gilt
f(x,O)zOﬂH) und fz,x) = EY) lim t =1,

er? — 1 t—>0€t—1_

d.h. bei unterschiedlicher Annidherung an den Nullpunkt erhilt man verschiedene Werte.
Folglich existiert der Grenzwert lim, ,)_,(0,0) f (7, y) nicht.

Aufgabe 3

Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Im Punkt (0,0) ist f auch stetig:
Fiir jedes (z,y) # (0,0) gilt

|227]

x2+y2‘x|+y2<2’x‘+y2_>o fiir (xkvyk)%(ovox

|f(z,y)| =

also gilt lim(, ,y (0,0 f(7,y) = 0= f(0,0), d.h. f ist stetig in (0,0).
Die Funktion g ist nicht stetig, weil fiir ) = yg, xp — 0 konvergiert f(zy,yx) gegen oo.
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Aufgabe 4

a)

b)

Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Im Punkt (0,0) ist f auch
stetig: Mit Hilfe von |zy| < 3(2? + y?) [Diese Ungleichung folgt aus der binomischen Formel:
0 < (2l — [yl)? = 22 — 2lay| + o = |zy] < Lz +y?)] ergibt sich fir jedes (z,y) # (0,0)

]azy\ 1 .
)l = s ol < Elol >0 fir (a,0) = (0.0),

also gilt lim(, ) (0,0) f(z,9) = 0= f(0,0), d.h. f ist stetig in (0,0).

n—o0

Alternativ: Sei (2, yn)nen eine Folge in R? mit (z,,,yn) —— (0,0) und (z,,,y,) # (0,0) fiir
alle n € N. Dann gibt es fiir jedes n € N eindeutig bestimmte 7, > 0 und ¢,, € [0,27) mit

n—o0

(Tny Yn) = (7 COS Py, 'y sin ¢y,). Ferner fiihrt (z,, y,) —— (0,0) auf r, 2729 (0. Damit gilt

(7, cOS ¢ ) (7, Sin @) ?

.2
= 7', COS ¢, Sin
Th COS P )2 + (rpsingy)2 " On on,

f(@n,yn) = f(rn cOS G, T SN ) = (

also |f(xn, yn)| < 7% 0. Bs folgt f(@n,yn) 7% 0 und daher lim, ) (0,0) f(7,y) = 0.

n—0o0

Die Funktion g ist nicht stetig in (0,0), denn es gilt (1/n2,1/n) == (0,0), aber

4
Ut 1n) = gl = 5 5 20 4(0,0).

n—o0

Sei nun ¢ € R fest gewéhlt. Im Fall cos¢ = 0 ist g(rcos¢,rsingp) =0 —— 0 = ¢(0,0). Im
Fall cos ¢ # 0 ergibt sich

3 cos ¢ sin? ¢ _ rcoso sin?¢ 10 0
r2cos? ¢+ risint ¢ cosZ ¢+ r2sin ¢ cos2 ¢+ 0

g(rcos¢,rsing) =

Wegen h(z,z) =1— 1% 0= h(0,0) fiir x — 0 ist die Funktion % in (0,0) nicht stetig.
Sei x # 0. Dann gilt

2.2 2
0
h(z,y) = ——5—0 - Y 0

) —0.
22+ (x—y)? 2+ (1 -y/x)? 0+1

Folglich existiert lim,_,o(limy—o h(z,y)) = lim;—00 = 0 = h(0,0). Wegen h(z,y) = h(y,x)
fiir alle (z,y) € R? existiert auch der andere iterierte Limes und hat den gleichen Wert.
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