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Aufgabe 1

a)

b)

Die partielle Ableitung von f: R? — R nach x im Punkt 2° = (x,%) € R? ist die Richtungs-
ableitung von f im Punkt 2° in Richtung des ersten Einheitsvektors e; = (1,0), also
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Fiir eine feste Zahl y € R ist dies gerade der Grenzwert des Differenzenquotienten der Funktion
R — R, z — f(x,y). Um die partielle Ableitung von f nach x zu berechnen, kénnen wir also
f(z,y) nach z differenzieren, wobei wir y als eine Konstante betrachten.

Entsprechendes erhalten wir fiir die partielle Ableitung nach y.

Die partiellen Ableitungen erster Ordnung sind

felz,y) = 32% — 4ay® + 4° und fylz,y) = —4x%y + 12zy% + 43

Daraus ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
fra(2,y) = 62 — 4%, fuy(@,y) = —4a? 4 24xy + 1247,
Joyla,y) = —8ay + 1247, Foo(@,y) = —8zy + 1247

Bemerkung: Dass fry = fy. gilt, war wegen des Satzes von Schwarz schon vorher klar, denn
die Funktion f: R? — R ist zweimal stetig differenzierbar, weil f, und f, stetig auf R? sind.

Hier haben wir
fe(m,y) = 2ze™ + (2 + y?)ye™ = (a®y + 22 + y°)e™
fy(z,y) = 2ye™ + (:c2 + y2)ﬂse’”y = (953 + zy? + 2y)e™.
Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung lauten
fea(@,y) = oy + 2)e™ + (2®y + y° + 22)ye™ = (2°y® + day + y' + 2)e™
Ty, y 22y + 2)e™ + (23 + zy? + 2y)ze™ = (2t + 2%y + dzy + 2)e™Y
vy
fya(zy) = (32 + y?)e™ + (2° + zy® + 2y)ye™ = (2y + 327 + zy® + 3y?)e™
= facy (.T, y) .

= (
= (

Um die Richtungsableitung % zu bestimmen, stellen wir zunsichst fest, dass f auf R? diffe-

renzierbar ist, weil die partiellen Ableitungen f, und f, von f auf R? stetig sind. Deshalb gilt
fiir alle (x,y) € R?

gi(ac, y) = (Df)(z,y)v= (fx(a:,y) fy(:c,y)) <Z;> — %Y (x2y + 2z +1y3 2+ xy? + 2y) <1>

=" (Py+ 22+ 9’ + 27 + 2y’ + 2) =¥z +y) (2 + 7 +2).
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Wesentlich aufwendiger ist die Berechnung von g—f mit Hilfe der Definition. Danach gilt fiir

die Richtungsableitung von f im Punkt 2° = (z,y) € R? in Richtung v = (v1,vs) = (1,1)

& () = nn%%(f(x‘) + 1) - f(:vo)) = tim < (4 tor,y + 102) — f(a,))

_ hm z+ t’Ul y + t02)2)6(1+tv1)(y+tv2) _ (x2 + y2)exy)

(2? + 2twvy + 207 + y* + 2tyvs + tzfug)eg”yet(yvlﬂ“"“g)etzv“’2 — (2 + y2)emy)

= lim —

lim = ( (2 +y* + 2t(zvy + yv2) + 2 (v + v ))e:”yet@”’l““’2)et%l”2 — (2% + y2)e‘ry)
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_ hm z2 + y (yvl+xv2)et2v1v2 _ 1) + 275(.%1)1 + yv2)emyet(yvl—i-zvg)et%wg

+ ¢2 (01 + 112)€xyet(y”1+x”2)et2”1”2) )

2 .
Zur Berechnung von %(et(y”ﬁx”)et v1v2 — 1) setzen wir «a := yvy + zve und S := vive und

betrachten die durch g(t) := et +BE? gegebene Funktion ¢g: R — R. Dann ist g differenzierbar
auf R mit ¢/(t) = (o + 26t)e® P Nun gilt

1
lim f(et(yvlJr”'“"w)et%l”2 —1) =1lim ~(g(t) — g(0)) = ¢'(0) = a = yv1 + zvs.
t—0 ¢t t—0 t

Also erhalten wir

0
875(%, y) = (.562 + y2)6xy(y7)1 + JI’UQ) + 2(331;1 + yUQ)e:vy 140
— (2 4+ ) (y+ )+ 2z +y))

=e(z+y)(2®+y*+2).

Aufgabe 2

Alle partiellen Ableitungen von f sind stetig, so dass f differenzierbar ist mit

ye’ +sinhy e¥ 4+ xcoshy
(Df)(z,y) = 6x sinzy 4y + 3z%cosy |, (z,y) € R2.
—3x 4

Aufgabe 3

a) AufR%\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Stetigkeit von f in (0,0):
Sei (zk, Yk )ken eine beliebige Folge in R?\ {(0,0)} mit (z,yx) — (0,0) fiir k — co. Dann gilt

auch my := max{|zg|, lyx|} k2200, und dies liefert dann

‘yk‘ + ’xkyk‘ mi + m% k—oo
2 + S m: 2my —— 0.
k yk k

| f (e, yn)| <

Das bedeutet f(zg,yr) — 0= £(0,0), womit die Stetigkeit von f auf ganz R? bewiesen ist.

b) Fiir jedes (z,y) # (0,0) erhalten wir mit Hilfe der Quotientenregel

—2zy(2® +y*) — (v* —2%y)2e _ day’

(22 +9?)? o @)

fw(xvy) =

und
(By* —a?)(@® +¢%) — (v —2’y)2y _ oy’ — a2t 4y
(22 +y?)? (22 +12)2

fy(x’y) =



Im Punkt (0,0) dagegen miissen wir auf die Definition der partiellen Ableitung zuriickgehen:

t _ —
£2(0.0) = 1 LED SO0 _ 1y 070,
t—0 t t=0
e £(0.8) = (0,0 :
_f(0,t)—f(0,0) . 1 -0 .
OO = T e T T
1 1y k—oo
c) Wegen (z,7) — (0,0) und
4k k—o0
fx(%=%):—m:—1—>—17é0=fz(0,0)
sowie (7,0) LmiN (0,0) und
0—k*+0 k
fy(%,O)Zmz—lﬁ*_l#l:fy(o’o)

sind die partiellen Ableitungen von f in (0,0) nicht stetig.
d) Esseiv = (vi,v2) € R?\ {(0,0)} eine beliebige Richtung. Dann gilt

9 0,0) + tv) — £(0,0 toy .t
97 0.0y = tim LU00 +10) = J0.0) _ | f(tvn, tv2)
v t—0 t P n
1o ()’ — (to)’tvs 903 —tPofvy w3 —vfva _ vf —vivy
=0t (tvr)?+ (tvg)? =0 B(v+0d) =50 vi+03 ol 40}

(Insbesondere existiert die Richtungsableitung %(O, 0) fiir jede Richtung v € R?\ {(0,0)}.)

Dies soll nun mit
(e 10.00) = (1) (1)) = v

verglichen werden. Es gilt %(0,0) = (grad f(0,0),v) genau dann, wenn

3 2

_ 3,2, _ 2, .2 2
s = U2 = Uy —vjv2 =v2(v] +v3) = 2vjv2=0.
vy + 35

Gleichheit gilt also genau dann, wenn vy = 0 oder vo = 0 ist.

e) Nicht fiir alle Richtungen v € R?\ {(0,0)} ist die Gleichung %(0, 0) = (grad f(0,0), v) erfiillt.
Folglich kann die Funktion f in (0,0) nicht differenzierbar sein, denn sonst miisste diese
Gleichung fiir alle Richtungen v gelten.

Da die partiellen Ableitungen von f auf R?\ {(0,0)} stetig sind, ist f auf R?\ {(0,0)} stetig
partiell differenzierbar, also auch differenzierbar. Fiir jeden Punkt (x,y) € R\ {(0,0)} gilt

(Df)(z,y) = (grad f(z,y))" = —dzy®  —at + 42y + o).

(

Wir bestimmen zunéchst (D f)(xo,y0). Da f in (zo,yo) differenzierbar ist, gilt

(D)o, w0)u = S (o) = =1 wnd  (Df)ao, o = o (0, 0) = 2.

Setzen wir abkiirzend a = fi(xo,y0) und B := fy(xo0,y0), so ist (Df)(xo,y0) = (a B), also
(Df)(xo,y0)u = (« B)(;) =a+ 28 und (Df)(xo,y0)v = (« B)(_ll) = —a + (. Obige Gleichungen
liefern daher

a+28=-1 und —a+pB=2.



Hieraus erhélt man durch Addieren 38 = 1, also 8 = %, und damit o = —%

(Df)(z0,y0) = (—5 %) und aufgrund der Differenzierbarkeit von f in (zo,yo) ergibt sich

o (o ) = (PN 0wy = (-F 4 (1) =4

Wie wir aus der Vorlesung wissen, ist die gesuchte Richtung h gegeben durch

_ _grad f(zo,50) 1 (—5)
lgrad f(zo,y0)l2  v26 \ 1 /)~

. Infolgedessen ist
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