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Aufgabe 1

Offensichtlich besitzen alle drei Funktionen auf R? stetige partielle Ableitungen und sind damit auf
R? differenzierbar.
Fiir f mit den Komponentenfunktionen fi(z,y) := 22 und fo(z,y) := y? gilt

/ _ ((f)e(zy) (F)y(zy)) _ (22 0
Jlew)= ((fz)x(w,y) <f2>y<m,y>> - (0 gy) )

und ebenso ergibt sich

ycos(zy) xcos(zy) y
g/(:p, y) = ( ex_'_y €I+y > und h,(;p’ y) = 2 0
0 e

Mit Hilfe der Kettenregel kommen wir dann auf

y? cos(z?y?) 22

(9o ) (xy) =g (fz,y) - f'(x,y) = ( e Zziiiiy2)> (25 20y)

222 cos(z?y?) 222y cos(x?y?)
- 2ze” v 2yer+° '

Fiir die Ableitung der Funktion h o g erhélt man

et sin(zy)
(o)) =1 (aten)) e = [ 2 0 ) (

ycos(zy) COS(:vy)>

0 et ettty
e"tY (y cos(zy) + sin(zy)) e**Y(z cos(zy) + sin(zy))
= 2y cos(zy) 2x cos(zy)
ex+yeem+y ex_;_yeeﬂc-!-y

Wegen

(9o )z y) = g(f(z,y)) = 9(z,4?) = (sin(z?), e H°) = (wi(2,y), uz(,y))
erhalten wir

X 2COS 1'2 2 ZUZ COS 272 2
(g0 F)(y) = <(U1)m(w,y; (m)y(m’,y)) _ (2 y~cos(z7y) 2x7y cos(zy )> .

(UZ)x(gj’y (UZ)y(JUuy) 21:€I2+y2 2yegj2+y2

AuBlerdem ist

z+y

(hog)(x,y) = h(sin(xy), exﬂ’) = (sin(my)ex+y,2sin(xy),ee ) =: (vl(x,y),vg(m,y),vg(x,y))

und fiir die Ableitung von h o g ergibt sich

(1), y)  (v1)y(z,y) et (y cos(zy) + sin(zy)) €Y (x cos(zy) + sin(zy))
(hog)'(z,y) = | (v2)a(z,y) (vo)y(z,y) | = 2y cos(zy) 2x cos(wy)
(v3)e(z,y)  (v3)y(2,y) ety Tty ee™ Y
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Aufgabe 2

a) Der Umkehrsatz liefert die Behauptung, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: Die Funktion
g ist stetig differenzierbar, es gilt g(In2, %) = (0, 2) und die Matrix Dg(In2,T) ist regulir.
Wir iiberpriifen diese Voraussetzungen: Die Funktion g ist stetig differenzierbar, weil alle
partiellen Ableitungen von g stetig sind (vgl. ()). Weiter ist

oy _ (cosh(In2) cos T\ 0 (0
9(n2,3) = <sinh(ln2) sin} ) \sinh(ln2)/ — \3/4)"’
denn sinh(In2) = 1(eM? — e~ m2) = 2(2 — 1) = 2. Schlieflich gilt
' _ (sinhz cosy —coshx siny
g (z,y) = (coshm siny sinhz cosy > ’ (+)
und damit ist (In2)
0 —cosh(In2
/ Ty —
g(In2,3) (Cosh(ln 2) 0 >
reguliir, denn det Dg(In2, %) = cosh?(In2) # 0 wegen cosh(In2) = 3(2+ 4) = 2 #0.
Nach dem Umkehrsatz gilt
-1
-1 3 -1 3 -1 -1 0 —5/4 0 4/5
b) Die Funktion g ist auf R? stetig differenzierbar (siehe a)) und fiir alle (x,7) € R? ist
det ¢'(x,y) = (sinhx cosy)? + (coshz siny)?.
Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinhx cosy = 0 und coshx siny = 0 gilt.
Fiir x > 0 ist dies wegen sinhz # 0 und coshx # 0 gleichbedeutend mit cosy = 0 und
siny = 0, kann also nie eintreten. Folglich ist fiir x > 0 die Matrix Dg(x,y) stets regulér. Der
Umkehrsatz liefert nun die lokale Invertierbarkeit von ¢ in jedem Punkt (z,y) € (0,00) x R.
Trotzdem ist die Funktion g auf (0,00) x R nicht injektiv wegen g(z,y + 27) = g(z,y) fiir
(z,y) € (0,00) x R.
Aufgabe 3
a) Betrachte die Funktion f: R® — R, (z,y, 2) — 23 + 222 — 3zyz + 23 — 3. Dann ist f auf R?

stetig differenzierbar mit
[y, 2) = (=3yz + 3z* —3zz —3y* 322 + 4z — 3ay),

also 2L (z,y,2) = 32% + 42 — 3xy. Die Auflésbarkeit der Gleichung f(z,y,2) = 0 nach z in

einer%mgebung von (0,0, —2) folgt mit dem Satz iiber implizit definierte Funktionen, wenn
f(0,0,—2) =0 und g‘z (0,0,—2) #0
erfiillt sind. Es gilt £(0,0,—2) = (-=2)3 4+ 2(-2)? = 0 und
g‘i (0,0,—2) =3(—=2)2 +4(-2) =4 #0,
womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Fiir die Ableitung von g gilt
-1
g (z.y) = —(gi(x,y,g(sﬂ,y))) 3(?{3/) (2,9, 9(2,y))

1
= - —3yg(z,y) + 322 —3zg(x,y) — 3y?) .
39(x,y)* +4g(z,y) — 3zy (=3v9(@9) (@) )

2



b) Wir miissen zeigen, dass in der Nihe von (0,0, 1,1) durch die Gleichung

(0 : . 2?4+ y? —u? +0?
f(CU,y,UW) — <0) ; mit f(x,y,u,v) T <$2+2y2 —3U2+4’U2 -1

implizite Funktionen v und v definiert werden. Offenbar ist f: R* — R? stetig differenzierbar;
zudem sieht man sofort, dass f(0,0,1,1) = 0 gilt; die ersten beiden Voraussetzungen des
Satzes iiber imphzlt definierte Funktionen sind also erfiillt. Jetzt miissen wir nur noch priifen,
ob die Matrix a( ) (0,0,1,1) regulér ist. Wegen

_(2z 2y —2u 2v . of _(—2u 2w
Df(m,y,u,v)—<2x 4y —6u 8v> ist 0(u,v) (;c,y,u,v)—(_ﬁu 8“)

und damit % (0,0,1,1) = (2 2). Diese Matrix ist tatsichlich regulir, denn det(~232) =
—4 #0.

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber implizit definierte Funktionen erfiillt. Danach
gibt es offene Umgebungen U C R? von (0,0), V C R? von (1,1) und eine stetig differen-
zierbare Funktion g: U — V mit g(0,0) = (1,1) und f(z,y, g(x,y)) = 0 fiir alle (z,y) € U.
Definiert man w als die erste Komponentenfunktion von g und v als die zweite Komponen-
tenfunktion von g, dann leisten u,v: U — R das Gewiinschte. Auflerdem ergibt fiir sich fiir

(z,y) €U
g'(,y) = ( L@y, g(x y))) T 5l (w,y, g(w Y))
= a ((L‘ Yy, u ,U x,y )) .’E y Y, U (m,y),v(az,y))

< e ézéi N zz)-

Insbesondere fiir (x,y) = (0,0) ist der zweite Faktor die Nullmatrix, so dass dann

4(0,0) = (8 8)

ist. Dies bedeutet, dass u;(0,0) = u,(0,0) = v,(0,0) = v,(0,0) gilt.

Dieses Ergebnis kann man auch folgendermafien herleiten: Bilden wir in den beiden Gleichun-
gen 22 4+ 92 —u? +v? = 0 und 22 + 2y? — 3u? + 4v? = 1 die partielle Ableitung nach z,
wobei wir u = u(x,y) und v = v(x,y) jetzt als die implizit definierten Funktionen auffassen,
so ergibt sich

2x — 2uug + 2vv, =0 und 2x — buug + 8vv, = 0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen u(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) +20,(0,0) =0  und  — 6uz(0,0) + 8v,(0,0) = 0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.

Um die partiellen Ableitungen nach y der implizit definierten Funktionen v = u(z,y) und
v = v(z,y) zu berechnen, gehen wir analog wie eben vor. Wir bilden in beiden Gleichungen
22 +y? —u? 4+ 0% = 0 und 22 +2y? — 3u® +40? = 1 die partielle Ableitung nach y und erhalten

2y — 2uuy + 2vv, =0 und 4y — 6uuy + 8vvy, = 0.
Einsetzen von x = y = 0 liefert wegen u(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) + 2v,4(0,0) =0 und — 6uy(0,0) + 8v,(0,0) =0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.
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