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Aufgabe 1

Die Funktion f ist auf der Menge B stetig. Da B abgeschlossen und beschréinkt ist, besitzt f auf B
sowohl ein Maximum als auch ein Minimum.
Wir betrachten zuerst alle Punkte im Inneren von B, in denen f differenzierbar ist. Das sind alle

7= (2,9,2) € R mit ||7]? = 22 + y?> + 2% € (0,1). Nimmt f an solch einer Stelle ein lokales
Extremum an, so muss gelten

0\ | 1 (22 -1z
o) Lvi@=—L | -1y

0 1] 22|02 + 23 — 2

Wegen 22 < 1 sind die ersten beiden Zeilen genau fiir = y = 0 erfiillt. Mit diesen Werten von x
und y ist |]|? = 2% und damit 2z||7]| + 2% — 2 = 2(32% — 1). Also gilt die dritte Zeile genau fiir
z = 1/v/3 oder z = —1//3 (Beachte: z = y = z = 0 wird in diesem Fall nicht beriicksichtigt).
Daher miissen wir im Inneren die Punkte (0,0,1/v/3) und (0,0, —1/+/3) untersuchen sowie den
Nullpunkt, den wir zuvor ausgeschlossen haben:

£(0,0,00=0,  f(0,0,-1/V3) = £(0,0,1/V3) = _2\9/3

Nun bleibt noch der Rand 0B von B zu untersuchen. Dort gilt 22 + 32 + 22 = 1 und damit
flx,y,2) = (22 = 1) =: g(2) fiir z € [~1,1]. Wir sehen sofort, dass die Funktion g fiir z = —1 oder
z = 1 ihr Maximum 0 und fiir z = 0 ihr Minimum —1 annimmt, welche damit auch die Extrema
von f auf dem Rand von B sind. Es folgt: —1 ist das Minimum von f auf B und 0 das Maximum.
Ohne die Vereinfachung kénnten wir auch folgendermaflen vorgehen:

Ist h: R® = R, h(z,y, 2) := 22 + 9% + 22 — 1, definiert, so gilt 0B = {(z,y, z) € R3: h(z,y, z) = 0}.
Wir berechnen die Extrema von f auf B unter Verwendung der Multiplikatorenregel von Lagran-
ge: h ist auf R? stetig differenzierbar, f hingegen nur auf R®\ {0}, allerdings erfiillt 0 die Neben-
bedingung h(0) = 0 nicht. Weiter gilt h/(z,y,2) = (2z 2y 2z), damit ist rg ' (z,y,2) = 1 fiir alle
(z,y,2) € OB. Setzen wir L(z,y,z,\) := f(z,y,2) + M\h(x,y, 2z), so gibt es nach der Multiplikato-
renregel von Lagrange fiir jeden Punkt ¢y = (o, y0, 20), in dem f ein Extremum auf 0B hat, ein
Ao € R mit

0 fx + Aol (Zg — 1)3?0/”170” + 2 ox0
0 fy + Xoh (23 — Dyo/|1Toll + 200
= VL(x0,v0, 20, \o) = | °Y vl = A0 .
0 (0,0, 20, 20) = 7 3 3 220]1T0]l + (22 — 20)/ ]| + 2X0%0
0 h g+ yg+ 25— 1

Dieses Gleichungssystem in xg, yo, 20, Ao muss man nun lésen. Die globalen Extrema erhilt man
durch Vergleich der Funktionswerte an den Punkten (zg, yo, o), die das Gleichungssystem erfiillen.

Aufgabe 2

a) Die Funktion f ist als Komposition stetiger Funktionen stetig. Da S abgeschlossen und be-
schrankt ist, nimmt f auf S Maximum und Minimum an. Zu deren Bestimmung verwenden
wir die Multiplikatorenregel von Lagrange: Ist

h:R* 5 R, hz,y) =2 + 9> — 1,
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b)

definiert, dann gilt S = {(x,y) € R? : h(x,y) = 0} sowie

Wie) = (20 2)
und rgh/(z,y) < 1 ist dquivalent zu x = y = 0, was jedoch fiir (z,y) € S nicht vorkommt.
Also gilt rgh/(z,y) =1 fiir alle (z,y) € S.

Wir betrachten die Lagrangefunktion
L:R3 =R, L(z,y,\) =z +zy + \Nz? +y* — 1).

Dann gilt
1+y+2X\z
grad L(z,y,\) = x4 2\y
a? +y*—1
und grad L(z,y, \) = 0 ist dquivalent zu:
l+y+2 =0 (1)
42 \y =0 (2)
> +y*—1=0 (3)

1. Fall: y = 0. Dann folgt aus Gleichung (2): z = 0; jedoch geniigt (z,y) = (0,0) der Gleichung
(3) nicht.

2. Fall: y # 0.

Gilt z = 0, so fithrt (1) auf y = —1. Fiir (x,y) = (0,—1) sind sowohl Gleichung (2) (mit
A =0) als auch (3) erfiillt.

Sei nun x # 0. In diesem Fall liefern (1) bzw. (2)

1
)\:—y+ sowie )\:—i.
2x 2y
Also ist +1
T
Y = — — y2+y:ac2.
2z 2y

Setzt man dies in (3) ein, so erhdlt man
1
(> +y)+y P —1=0 — 2% +y—1=0 — y=—1 oder y=_.

Fiir y = —1 hat man wegen (3): 22 = 0, d.h. 2 = 0. Fiir y = 3 gilt nach (3)

1
2?4+--1=0 — x2:§ = xzéoder z:—ﬁ.

4 4 2
Aufgrund von

V3 1, 3V3 V31 3v3

—_— ) = — _— ) = —1 =

FOE =0 FES == wd f0,-1) =0
besitzt f auf S das Maximum % und das Minimum —%.
Es gilt
2z +
gradg(%w)—( . y)

Ist grad g(x,y) = (0,0), so folgt wegen der zweiten Komponente x = 0 und daher y = 0.
Demnach ist (0,0) der einzige kritische Punkt von g, also der einzige Kandidat fiir eine lokale
Extremstelle von g. Die Hessematrix

H,(0,0) = G é)

ist indefinit, weil det H,(0,0) = —1 < 0 gilt. Daher besitzt g in (0,0) einen Sattelpunkt und
kein lokales Extremum.



Aufgabe 3
Schreibe ¢ = fU mit

fa =TI AT : o302 = [
T, 2) = = — v(x,y, z) =
s (@2 +12+222  a2+y?+22 (a2 +y?+22)%) Y i

Mit der Produktregel aus 19.21 erhalten wir rot§ =V x § =V x (fv) = f(V x0) + (Vf) x ©.
Offenbar ist V x @ = 0 und 01 f(z,y,2) = —2z(z% + y? + 22) 72 + 8z(2% + y? + 22)~3; die anderen
partiellen Ableitungen berechnet man genauso und erhélt

8 —2(2z +y> + 22
(22 + y2 + 22)3

x
Vf(z,y,z) = yl, also (Vf)xﬁzﬁ.
z

Folglich ist rot § = 0. Fiir die Divergenz ergibt sich
divg=V-g=V-(ft)=f(V-0)+(Vf) T

8 —2(z% + y* + 2?)
(22 +y% 4 22)3

2, .2, .2
9 9 oy T +y 422+ 2
(@ +y"+27) = (22 +y2 4+ 22)2 7

=3f+

Aufgabe 4
a) Firr>0und ¢ € (—m, ) gilt
v(r, @) = u(rcos ,rsinp) = u(g(r,p)) = uog(r,¢)
mit g: (0,00) X (—m,7) — R2, g(r, @) = (rcos g, rsin p). Anwendung der Kettenregel ergibt

() = gl 0) o 1:9) = (a0 wylatre) - (Gnd ).

Mit v'(r, @) =: (vr(r, @) vy(r, p)) erhdlt man fiir die partiellen Ableitungen
Uy (7, ) = €os Y ug (1 cos @, rsin ) + sin p u, (r cos @, rsin ),
Vo (7, ) = —rsin g ug(rcos @, rsin ) + 1 cos @ uy (r cos ¢, rsin ).
b) Es gilt
Upp (1, ) = €08 ¢ (Ugg (7 COS , 78I ) €OS P + Uy (1 COS , 7 8IN ) sin Q)
+ sin @ (uzy(r COS (p, T 8IN ) €OS @ + Uyy (7 cos @, rsin @) sin go)

= €08% Uy (7 COS @, 78IN Q) + 281N COS P Ugy (7 COS P, 7 8i0 ) 4 8in? P 1y, (7 cos @, 7 sin @)

sowie
Vi (1, ) = —7 €08 Y Uy (1 cos @, rsin @)
— 1 8in ¢ (Uge (7 cos @, 7 sin ) (—r sin ) + uy, (r cos ¢, rsin ) 7 cos )
— rsin@u,(rcos p, rsingp)
+ 1 €08 ¢ (Usy (7 cOS @, 7SI @) (=7 8in ) + uyy (r cos p, rsin @) r cos )
= —7COS @ Uy (7 COS @, T sin ) — 78N Y uy (1 cos @, rsin )
+ 12 8in® 0 Uy (7 COS p, T8I0 Q) — 217 SN P COS P Uy (7 COS P, T 5IN )
+ 12 cos® @ Uy, (r cos p, Tsin ).
Daher ist
2 2
58 (19 150 (10 + 5555 (1) = () + L 0n(r ) + g )

= (sin® ¢ + cos® ) (U (7 cOS @, 78I @) + Uy (r cos @, 7 sin p))
= uxz(xa y) + Uxx(xa y) = Au(xv y)

mit x = rcosy und y = rsin .



Aufgabe 5
a) Mit 4(t) = (cost —tsint,sint + tcost, 1) ergibt sich fiir jedes ¢ € [0, 27]

15(t)|| = \/(cost — tsint)2 + (sint + tcost)? + 1
= \/COSQt — 2tcostsint + t2sin?t + sin?t + 2tsintcost + t2cos2t + 1 = \/2—1—152.

Nach Definition des Kurvenintegrals ist dann

2m 2w
/fds = Fy@®) |5 @) dt = / (2t — V2 cos?t + 12 sin2t> V2 + 2 dt
0 0 0
2
2m
- / 2+ 12dt = [%(2 +752)3/2]0 _ %((2 + 4772)3/2 _ 23/2)

0
=2V2((1 +27%)3? - 1).

b) i) Definitionsgemif ist

o 2 cost 1
o B - e [ —sint
/yv -ds = /0 (v(t)) - () dt = /0 (costsin t) ( cost ) dt

2w
= /0 (—eStsint + sint cos® t) dt = [ecost — %cos3 t] gﬂ =0.

=1l

ii) Auch hier benutzen wir die Definition des Kurvenintegrals:
In2 In2 [ cosht cosht
/17- ds = / (y(t)) - ~y(t) dt = / —sinht | - | sinht | dt
v 0 0 sinh ¢ cosh ¢
In2 In2
= / (cosh?t — sinh?t + sinh t cosht) dt = / (1 + sinht¢cosht)dt
0 0

=2+ [Lsinh?¢]"? =2+ Lsinh?(In2) =2+ L (32 —e %)  =m2+ 2.
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