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Aufgabe 1

Zunéchst berechnen wir f7 U - d§ direkt mittels der Definition des Kurvenintegrals:
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Definiere die regulidren Kurven
i [0,1] = R, m(t) = (£,0),
V2 [172] —>R27 72(75) = (2_tat_ 1)7
v3:[2,3] = R?, 43(t) = (0,3 —t).

Dann haben 71, 72,73 die in der Skizze gekennzeichneten Tréger und es gilt 71 (1) = (1,0) = y2(1)
sowie 2(2) = (0,1) = ~3(2). Der positiv durchlaufene Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten
(0,0), (1,0) und (0,1) ist gegeben durch v := 41 + 72 + 73 (im Sinne von Bemerkung 20.1 (d)).

Deshalb ist
/17-d§’:/ ?7~d§'+/ U-d§+/ v -ds.
vy 71 Y2 3

Fiir die drei Kurvenintegrale auf der rechten Seite ergibt sich

[ vas= [y mwa= [ (L 400) - (5) ae= [ =g
fra= [ ST () = [ (omaiios) (7)) @
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-6t + 11t -7 dt:[7t4—2t3 —t2—7t] ==
/1( + ) 1 + 5 ) 1

o= [ (ot (5) = [o-oras[gu-07 -5

Zusammen folgt

und

Unter Verwendung des Gaufischen Integralsatzes in der Ebene lésst sich das Kurvenintegral folgen-
dermaflen ausrechnen:
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G C R? sei das Innere des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Dann ist G offen und
konvex und somit ein Gebiet. AuBlerdem seien vy (x,y) := 2% +zy sowie va(z,y) := z2y —y? gesetzt.
Offenbar ist 7 = (v1,v2) auf R? stetig differenzierbar, so dass die Voraussetzungen des GaufBischen
Integralsatzes 20.6 erfiillt sind. Dieser liefert

[7-t5= [[ sty - rte.) den) = [[ oy —2)dten).
K G G

Da der Integrand stetig ist, gilt nach Satz 2 in 20.5

1 pl-z 1
:/ / (2zy — x) dyda::/ [a:y2—xy]1:gda:

0o Jo 0 y=
_/1(33(1—37)2—Jr(l—a:))dx—/l(x3—x2)da;—1—1—_1
~Jo o 13 12

Aufgabe 2

a) Fiir (z,5,2) € A gilt nach Definition der Menge = € [1,2] sowie 0 < 22 — y?, also 3? < 22
d.h. |y| < |z| = = wegen = > 0. Mit

)

Ag = {(z,y) € R? : ze[l,2], —z <y < z}
ldsst sich A folgendermaflen schreiben
A= {(:U,y,z) eR?: (x,y) € Ag, 0 < z < 22 —yz}.

[In der Notation von Abschnitt 21.2: By = Ag, a =1, b = 2, u(x) = —z, v(z) =z, g(z,y) =0,
h(z,y) = 2% — y2.] Da der Integrand f(x,y,2) = 1 stetig ist, erhiilt man nach 21.2

2 prx z2—y? 2 prx
Vol(A):/// d(a:,y,z):/ / / dzdydx:/ / (2% — y?) dy dx
M 1 -z J0 1 —T
2 2
2 31 3 472
:/1 E y—éy]y:_wdfn:/l %1: daz:[%x]mzlzé(w—l):&

b)

Die Menge B wird von den Koordinatenebenen und von der Ebene durch die drei Punkte
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) begrenzt (siche Skizze). Damit ist (z,y, 2) € B dquivalent zu

0<z<l, 0<y<l—ux, Oézé%(l—x—y).
Bei B handelt es sich also um

B:{(x,y,z)e]R3 : (x,y) € By, 0< 2z <
0

wobei BO::{(x,y)ER2 02 <1,



Da (x,y, z) > sin(z) auf B stetig ist, ergibt sich fiir das Integral nach 21.2

1 pl—z p(l—z—y)/2
///sinzd(m,y,z):/ / / sin z dz dy dx
0 Jo 0
B
1— :E 1— x
/ / —cosz],_ dyd:c—/ / — cos(

- [ {2sm<“+ﬂ>+y};;§dw: [ (o= 2en(i)) o

= [z —32* — 4005(%)]916_ = (1—3—4cos0) +4cos(3) = —Z +4cos(d).

=57Y) 4+ 1) dyda

Aufgabe 3

Seien a,b,c¢ > 0. Um

vol(B) = / / d(z,y, 2)
E

p= {2+ (' () <)

zu berechnen, fithren wir die Substitution (z,y, z) = (au, bv, cw) durch. Die Substitutionsfunktion
lautet also ®(u,v,w) = (au, bv, cw) und hat die Ableitung

fiir die Menge

& (u, v, w) =

O O
o O O

0
b
0

mit det &' (u, v, w) = abe > 0. Ist K := {(u,v,w) € R3: u?24+0v2+w? < 1} gesetzt, so gilt ®(K) = E,
denn

(v,v,w) e K <= <%>2 + (b—v>2

cw\ 2
5 + (—) <1 <= (au,bv,cw) = P(u,v,w) € E.
a

Cc

Daher erhalten wir mit Hilfe der Transformationsformel 21.3

/// d(m,y,z)Z///abcd(u,v,w):abc/// d(u, v, w).
E 4 J

Nach Beispiel 21.2 (1) (mit » = 1) betrdgt das Volumen von K: %ﬂ, so dass

/// d(z,y,2) :abc%r
E

folgt. Alternativ liefern Kugelkoordinaten (u,v,w) = (rcosp cos?,rsing cosd,rsind) mit r €
[0,1], ¢ € [0,27], ¥ € [-F, §] fiir vol(K') ebenfalls

2 2m A7
/// (u, v, w) / / / r cosﬁch?dgpdr—/ / 2r? d(pdr—/ Ar? dr—?
s 0
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