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Aufgabe 1

~N sei stets die Einheitsnormale auf ∂K, die ins Äußere von K gerichtet ist. Für den Fluß des
Vektorfeldes ~w durch die Oberfläche ∂K des Kegels K nach außen gilt∫∫

∂K

~w · ~N do.

Die Oberfläche ∂K besteht aus dem Kegelmantel und dem Grundkreis. Wir parametrisieren zunächst
den Kegelmantel

M :=
{

(x, y, z) ∈ R3 : z = 2−
√
x2 + y2, z > 0

}
durch xy

z

 =

r cosϕ
r sinϕ
2− r

 =: ~g(r, ϕ) mit (r, ϕ) ∈ [0, 2]× [0, 2π].

Dann ist

∂r~g(r, ϕ)× ∂ϕ~g(r, ϕ) =

cosϕ
sinϕ
−1

×
−r sinϕ
r cosϕ

0

 =

r cosϕ
r sinϕ
r

 .

Dieser Vektor zeigt nach außen. Weiter gilt

~w(~g(r, ϕ)) ·
(
∂r~g(r, ϕ)× ∂ϕ~g(r, ϕ)

)
=

 2− r
r sinϕ
3− r

 ·
r cosϕ
r sinϕ
r

 = (2− r)r cosϕ+ r2 sin2 ϕ+ (3− r)r

= (2r − r2) cosϕ+ r2 sin2 ϕ+ (3r − r2).

Für den Fluß von ~w durch die Mantelfläche M nach außen erhält man∫∫
M

~w · ~N do =

∫∫
[0,2]×[0,2π]

~w(~g(r, ϕ)) · ∂r~g(r, ϕ)× ∂ϕ~g(r, ϕ)

‖∂r~g(r, ϕ)× ∂ϕ~g(r, ϕ)‖
‖∂r~g(r, ϕ)× ∂ϕ~g(r, ϕ)‖ d(r, ϕ)

=

∫∫
[0,2]×[0,2π]

~w(~g(r, ϕ)) ·
(
∂r~g(r, ϕ)× ∂ϕ~g(r, ϕ)

)
d(r, ϕ)

=

∫ 2

0

∫ 2π

0

(
(2r − r2) cosϕ+ r2 sin2 ϕ+ (3r − r2)

)
dϕ dr

=

∫ 2

0

(
πr2 + (3r − r2)2π

)
dr =

[
π
r3

3
+
(3

2
r2 − r3

3

)
2π
]2
0

=
28

3
π.

Eine Parametrisierung des Grundkreises

G :=
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 6 4, z = 0
}

ist gegeben durch xy
z

 =

r cosϕ
r sinϕ

0

 =: ~g(r, ϕ) mit (r, ϕ) ∈ [0, 2]× [0, 2π].
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Dann ist

∂r~g(r, ϕ)× ∂ϕ~g(r, ϕ) =

cosϕ
sinϕ

0

×
−r sinϕ
r cosϕ

0

 =

0
0
r

 .

Dieser Vektor zeigt nach innen. Wegen

~w(~g(r, ϕ)) ·
(
−∂r~g(r, ϕ)× ∂ϕ~g(r, ϕ)

)
=

 0
r sinϕ

1

 ·
 0

0
−r

 = −r

ergibt sich für den Fluß von ~f durch die Grundfläche G nach außen∫∫
G

~w · ~N do =

∫∫
[0,2]×[0,2π]

w(~g(r, ϕ)) ·
(
−∂r~g(r, ϕ)× ∂ϕ~g(r, ϕ)

)
d(r, ϕ)

=

∫ 2

0

∫ 2π

0
−r dϕ dr = −

∫ 2

0
2πr dr = −4π.

Der Fluß von ~w durch die gesamte Oberfläche ∂K des Kegels K nach außen beträgt somit∫∫
∂K

~w · ~N do =

∫∫
M

~f · ~N do+

∫∫
G

~w · ~N do =
28

3
π − 4π =

16

3
π.

Bemerkung: Alternativ kann man
∫∫
∂K ~w · ~N do auch mit dem Divergenzsatz im R3 (Diesen nennt

man auch den Gaußschen Integralsatz.) berechnen:∫∫
∂K

~w · ~N do =

∫∫∫
K

∇ · ~f dτ =

∫∫∫
K

2 d(x, y, z),

wobei wir hier dτ für d(x, y, z) geschrieben haben. Mit Zylinderkoordinaten

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z

lässt sich K charakterisieren durch

r ∈ [0, 2], ϕ ∈ [0, 2π], z ∈ [0, 2− r],

so dass folgt∫∫
∂K

~w · ~N do = 2

∫∫∫
K

d(x, y, z) = 2

∫ 2

0

∫ 2−r

0

∫ 2π

0
r dϕ dz dr

= 4π

∫ 2

0

∫ 2−r

0
r dz dr = 4π

∫ 2

0
(2r − r2) dr = 4π

[
r2 − 1

3 r
3
]2
0

=
16

3
π.

Aufgabe 2

Die Fläche F =
{

(x, y, f(x, y)) : (x, y) ∈ R2, x2 + y2 6 1
}

liegt in expliziter Darstellung vor mit
f(x, y) = x2 + y2 bzw. in Parameterdarstellung F = {~g(x, y) : (x, y) ∈ R2, x2 + y2 6 1} mit

~g(x, y) =

 x
y

f(x, y)

 .
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Wir setzen B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 1}. Dann ist

A(F) =

∫∫
F

do =

∫∫
B

‖∂x~g(x, y)× ∂y~g(x, y)‖ d(x, y) =

∫∫
B

‖

 1
0

∂xf(x, y)

×
 0

1
∂yf(x, y)

 ‖ d(x, y)

=

∫∫
B

‖

−∂xf(x, y)
−∂yf(x, y)

1

 ‖ d(x, y) =

∫∫
B

√
(∂xf(x, y))2 + (∂yf(x, y))2 + 1 d(x, y)

=

∫∫
B

√
4x2 + 4y2 + 1 d(x, y).

Mit Polarkoordinaten ergibt sich

A(F) =

∫∫
[0,1]×[0,2π]

√
4r2 + 1 r d(r, ϕ) = 2π

1∫
0

√
4r2 + 1 r dr = 2π

[
1
12 (4r2 + 1)3/2

]1
0

= π
6 (53/2 − 1).

Aufgabe 3

Eine Parametrisierung der Fläche F ist gegeben durch

~g(u, v) =

 u
v

v2 − u2

 , (u, v) ∈ U := { (x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 3 } .

Der Stokessche Integralsatz liefert∫
∂F
~v · d~s =

∫∫
F

(
∇× ~v

)
· d~o =

∫∫
U

(
∇× ~v

)(
~g(u, v)

)
·
(
∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v)

)
d(u, v) .

Nun ist

∂u~g(u, v) =

 1
0
−2u

 , ∂v~g(u, v) =

 0
1
2v

 , also ∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v) =

 2u
−2v

1

 ,

und es gilt

∇× ~v =

∂1∂2
∂3

×
v1v2
v3

 =

∂2v3 − ∂3v2∂3v1 − ∂1v3
∂1v2 − ∂2v1

 =

1− (−3)
1− (−2)
9− (−5)

 =

 4
3
14

 .

Folglich ergibt sich

∫
∂F
~v · d~s =

∫∫
U

 4
3
14

 ·
 2u
−2v

1

 d(u, v) =

∫∫
U

(8u− 6v + 14) d(u, v) ;

und mit Polarkoordinaten (U ist die Kreisscheibe um (0, 0) mit Radius
√

3 ) erhält man unter
Berücksichtigung von

∫ 2π
0 cosϕdϕ =

∫ 2π
0 sinϕdϕ = 0:

=

∫ √3
0

∫ 2π

0
(8r cosϕ− 6r sinϕ+ 14) r dϕ dr =

∫ √3
0

28πr dr

= 28π
[
1
2r

2
]√3
r=0

= 28π · 32 = 42π .
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Aufgabe 4

a) Die Oberfläche F des Zylinders Z besteht aus drei Teilen, nämlich aus der Bodenfläche F1,
der Mantelfläche F2 und der oberen Deckfläche F3.

Die Bodenfläche F1 können wir durch die Parametrisierung ~g(u, v) := (u cos v, u sin v, 0) mit
(u, v) ∈ U := [0, 1]× [0, 2π] darstellen. Es gilt

∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v) =

cos v
sin v

0

×
−u sin v
u cos v

0

 =

 0
0

u cos2 v + u sin2 v

 =

0
0
u

 .

Es ergibt sich ~N = (0, 0,−1) als äußere Einheitsnormale. (Man teilt ∂u~g(u, v) × ∂v~g(u, v)
durch die Norm ‖∂u~g(u, v) × ∂v~g(u, v)‖ und wählt dann noch das Vorzeichen so, dass der
Vektor nach außen weist.) Also ist

∫∫
F1
~v · ~N do = 0, denn(

~v(~g(u, v))
)
·
(
~N(~g(u, v))

)
= v3

(
~g(u, v)

)
(−1) = 0 .

Die Mantelfläche F2 wird durch ~g(u, v) := (cosu, sinu, v) mit (u, v) ∈ U := [0, 2π] × [0, 1]
parametrisiert. Wir erhalten

∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v) =

− sinu
cosu

0

×
0

0
1

 =

cosu
sinu

0

 .

Dies ist auch schon die äußere Einheitsnormale ~N . Wegen

(
~v(~g(u, v))

)
·
(
~N(~g(u, v))

)
=

 cos3 u
cos2 u sinu
v cos2 u

 ·
cosu

sinu
0

 = cos4 u+ cos2 u sin2 u = cos2 u

folgt∫∫
F2

~v · ~N do =

∫∫
U

cos2 u ‖∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v)‖︸ ︷︷ ︸
=cos2u+sin2u=1

d(u, v) =

∫ 2π

0

∫ 1

0
cos2 u dv du =

∫ 2π

0
cos2 u du = π .

Es bleibt noch die Deckfläche F3: Die Parametrisierung ~g(u, v) := (u cos v, u sin v, 1) mit
(u, v) ∈ U := [0, 1] × [0, 2π] liefert ∂u~g(u, v) × ∂v~g(u, v) = (0, 0, u). Es ist ~N = (0, 0, 1) und
damit (

~v(~g(u, v))
)
·
(
~N(~g(u, v))

)
= v3

(
~g(u, v)

)
= u2 cos2 v .

Somit erhalten wir∫∫
F3

~v · ~N do =

∫∫
U

u2 cos2 v ‖∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v)‖︸ ︷︷ ︸
=|u|=u, da u > 0

d(u, v) =

∫ 1

0

∫ 2π

0
u3 cos2 v dv du

=

(∫ 1

0
u3 du

)(∫ 2π

0
cos2 v dv

)
= 1

4π .

Insgesamt ergibt sich schließlich∫∫
F

~v · ~N do =
3∑

k=1

∫∫
Fk

~v · ~N do = 0 + π + 1
4π = 5

4π .

b) Nach dem Gaußschen Integralsatz bzw. dem Divergenzsatz ist∫∫
F

~v · ~N do =

∫∫∫
Z

(∇ · ~v ) d(x, y, z) .
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Nun gilt (∇·~v)(x, y, z) = ∂x(x3)+∂y(x
2y)+∂z(x

2z) = 3x2 +x2 +x2 = 5x2 und mit Zylinder-
koordinaten x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z, wobei r ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π], z ∈ [0, 1], folgt∫∫

F

~v · ~N do =

∫∫∫
Z

5x2 d(x, y, z) =

∫∫∫
[0,1]×[0,2π]×[0,1]

5(r cosϕ)2 r d(r, ϕ, z)

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ 1

0
5r3 cos2 ϕdz dϕ dr =

∫ 1

0

∫ 2π

0
5r3 cos2 ϕdϕdr

= 5

(∫ 1

0
r3 dr

)(∫ 2π

0
cos2 ϕdϕ

)
= 5

4π .
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