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Aufgabe 1

N sei stets die Einheitsnormale auf 9K , die ins AuBere von K gerichtet ist. Fiir den FluB des
Vektorfeldes @ durch die Oberfliche 0K des Kegels K nach auflen gilt

//1[1’-]\7(10.
oK

Die Oberfliche 0K besteht aus dem Kegelmantel und dem Grundkreis. Wir parametrisieren zunéchst

den Kegelmantel
M = {(z,y,2) e R® : z:2—\/m,z>0}

durch
x 7 COS
y| =|rsing | = g(r o) mit (r, ) € [0,2] x [0, 27].
z 2—r
Dann ist
cos —rsinp 7 COS
0rg(r, ) X 0pG(r,p) = | sing | x [ rcosp | = | rsing
-1 0 T
Dieser Vektor zeigt nach auflen. Weiter gilt
2—r T COS
w(g(r,e)) - (&«Q’(T, ©) X Opg(r, go)) = |rsing |- |rsing | =(2—r)rcosp+ r?sin? o + B—r)r
3—r r

= (2r — %) cos ¢ + 12 sin’ o + (3r — 12).

Fiir den Flufl von @ durch die Mantelflache M nach auflen erhalt man

// -/ w@@@ﬁmiﬁﬁﬁiiﬁi 257 100,9) % 0,12 0 9

[0,2][0,27]
= [ @) @00 x .30, )) dr )
[0,2][0,27]
2w
= / / ((2r - %) cos o + 2 sin® o + (3r — 7”2)) dedr
0o Jo
2 3 3 3 2 28
:/0 (7rr2+ (37“—7“2)27r) dr = [77% + (27“2 — %) 2%}0 =3
Eine Parametrisierung des Grundkreises
G:= {(x,y,z) eR? : 2?4942 < 4, z:()}
ist gegeben durch
x T COS
y| =|rsing | = g(r, o) mit (r,¢) € [0,2] x [0, 27].
z 0
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Dann ist

cos ¢ —rsingp 0
Org(r, ) X 0pG(r,p) = | sing | x | rcosp | =1[0
0 0 T
Dieser Vektor zeigt nach innen. Wegen
0 0
W(g(r, ) - (=0:(r, @) x 0pg(r, ¢)) = [ rsing | - | 0 | =—r
1 —r

ergibt sich fiir den Flufl von f durch die Grundfliche G nach auflen

/ / G Ndo— / / w(Gr, ¢) - (~0,G(r, @) x 0p(r,0)) d(r, )
G ]

[0,2]x[0,27

2 pom 2
—/ / —rdpdr = —/ 2mrdr = —4m.
0o Jo 0

Der Flufl von & durch die gesamte Oberfliche 0K des Kegels K nach auflen betrigt somit
//tﬁ-ﬁdo=//f-ﬁd0+//tﬁ-]\7d0:23877—47r:1;77.
oK M G

Bemerkung: Alternativ kann man || ox W+ N do auch mit dem Divergenzsatz im R3 (Diesen nennt
man auch den Gaufischen Integralsatz.) berechnen:

//w-ﬁdo:// V-dez///?d(x,y,z),
oK K K

wobei wir hier dr fiir d(z,y, z) geschrieben haben. Mit Zylinderkoordinaten
T = TrCos, Yy = rsin g, z=2z
lasst sich K charakterisieren durch
r € [0,2], e € [0, 27], z€10,2—r],

so dass folgt

2 pr2—r 27
//ﬁ-ﬁdo=2///d(m,y,z)z2// / rdpdzdr
0o Jo 0
oK K
2 21 2 . 16
:477// rdzdr:47r/ (2r—r2)dr:4w[r2—%r3]0:Eﬂ.
0o Jo 0
Aufgabe 2

Die Fliche F = {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € R? 2* + y* < 1} liegt in expliziter Darstellung vor mit
f(z,y) = 22 + y? bzw. in Parameterdarstellung F = {g(z,y) : (z,y) € R?, 22 +y? < 1} mit



Wir setzen B = {(z,y) € R? : 2% 4+ y* < 1}. Dann ist

F) = / [ o= / [ 10.:dt0.) x 0,5(.)] ) = / [ (axf(tl)x’y)) x (Wéy)) d(z,y)
//( )dxy //\/8fxy + (@ (@) + 1d(a.y)

= / VAax? + 4y + 1d(z,y).
B

Mit Polarkoordinaten ergibt sich
// VAar2 + 1rd(r,¢) —277/\/41"2 17‘d7‘—27r[12(47‘ —|—1)3/2] %(53/2 1).
[0,1] % [0,27]

Aufgabe 3

Eine Parametrisierung der Fliache & ist gegeben durch

u
g’(u,v)( v ), (u,v) €U :={(z,y) e R?: 2? + 4> < 3}.
02 — 2

—Uu

Der Stokessche Integralsatz liefert
/ v-ds = //(V ) -dé':/ (V x 0)(G(u,v)) - (8ug(u,v) x Oyg(u,v)) d(u,v).
oF
F U

Nun ist

1 0 2u
Ougu,v)y=1{ 0 |, hgu,v)=111, also Oug(u,v) X Oyg(u,v) = [ —2v |,
—2u 2v 1
und es gilt
81 U1 821)3 - 837)2 1-— (—3)
V x 1= 82 X | v2 = (93’1)1 — 81’03 = 1-— (—2)
03 U3 O1v — Oqu1 9—(-5)

Folglich ergibt sich

/ //( ) <2v) d(uav)://(8u—6v+14)d(u7p);

U

Ut

und mit Polarkoordinaten (U ist die Kreisscheibe um (0,0) mit Radius v/3) erhiilt man unter
Beriicksichtigung von fo% cos pdp = f027r sin p dp = 0:

V3 p2m V3
:/ / (8Tcosg0—6rsin<p+14)7“dcpdr:/ 287r dr
o Jo 0

_ 1.27V3 3 _
= 287 [5r°] ", =287 - § =427



Aufgabe 4

a) Die Oberfliche F des Zylinders Z besteht aus drei Teilen, ndmlich aus der Bodenfliche F,
der Mantelflache F5 und der oberen Deckflache Fs.

Die Bodenfliche F; kénnen wir durch die Parametrisierung g(u,v) := (ucos v, usinv,0) mit
(u,v) € U :=[0,1] x [0, 27] darstellen. Es gilt

COs v —usinv 0 0
Oug(u,v) X Oyg(u,v) = [ sinv | X | wcosv | = 0 =10
0 0 wecos? v + usin? v U

Es ergibt sich N = (0,0,—1) als &uiere Einheitsnormale. (Man teilt 8,(u,v) x 8,3 (u,v)
durch die Norm |[0,§(u,v) x 9yg(u,v)|| und wéhlt dann noch das Vorzeichen so, dass der
Vektor nach aulen weist.) Also ist [ f3, 7+ Ndo=0, denn

—

(#(g(u,v))) - (N(g(u,v))) = vs(g(u,v)) (1) = 0.

Die Mantelfliche F5 wird durch g(u,v) := (cosu,sinu,v) mit (u,v) € U := [0,2x] x [0, 1]
parametrisiert. Wir erhalten

—sinu 0 cosu
Oug(u,v) X Oyg(u,v) = [ cosu | x 0] = | sinu
0 1 0
Dies ist auch schon die &uBere Einheitsnormale N. Wegen
cos? u cosu
(3(g(u,v))) - (N(G(u,v))) = | cos?u sinu | - | sinu | = cos® u + cos? u sin? u = cos® u
veos?u 0

folgt

27 pl o
// N do //COS u [[9ug(u, v) X ug(u, v)| d(u,v):/ / COSQUdUdu:/ cosludu=T.
0 0 0
Fa U

=cos2u+sin?u=1

Es bleibt noch die Deckfliche F3: Die Parametrisierung §(u,v) := (ucosv,usinv,1) mit
(u,v) € U :=[0,1] x [0, 27] liefert 9,,g(u,v) X dpg(u,v) = (0,0,u). Es ist N = (0,0,1) und
damit

(U(g(u,v))) - (]\7(§'(u, v))) = v3(g(u,v)) = u? cos® v

Somit erhalten wir

2
//v Ndo-//u cos® v ||0uF(u, v) x pG(u,v)| d(u,v) = // u cos? v dv du

=|u|=u, dau >0

1 27
:</ u3du) </ COSQUdU>:}l7T.
0 0

Insgesamt ergibt sich schliellich

3
//17- Z//v Ndo=0+m+ 7['—%71’
T k=1g,
b) Nach dem Gaufischen Integralsatz bzw. dem Divergenzsatz ist

// N do //vU (2,5.2).




Nun gilt (V- 0)(z,y, 2) = 0,(x3) + 0y (2%y) + 0, (2?2) = 322 + 2% + 2? = 522 und mit Zylinder-
koordinaten x = rcos p, y = rsinp, z = z, wobei r € [0,1], ¢ € [0,27], z € [0, 1], folgt

// Nd :///5xda:y, [l steoserraee.z)

[0,1]x[0,27] x[0,1]

27 2
/ / / 573 cos gpdzdgodr—/ / 5r3 cos <pd<pdr
—5</ r dr) (/ cos godgo)-i
0 0
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