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Aufgabe 1

Das System

v = 8u — 6v,

v =9u —Tv

-6 90

=A

ist dquivalent zu

Wir zeigen, dass A diagonalisierbar ist. Dazu berechnen wir das charakteristische Polynom von A

8—A —6

det(A — \Iy) = det ( 9 _7_

> =B8=N(=T=N+9-6=X-A-2=A+1)(A—2).
Damit sind A\ = —1 und A\ = 2 die Eigenwerte von A. Die zugehorigen Eigenrdume lauten
9 —6 3 -2 . 2
EA(—1) = Kern(A + I3) = Kern <9 —6) = Kern (O 0 ) = lin{ (3>}

e E4(2) = Kemn(A — 2Iy) = Kern <S :S) — Kern ((1) _01> = lin{ G) -

Da die Eigenvektoren (2,3),(1,1) von A eine Basis des R? bilden, ist A diagonalisierbar und fiir

die Matrix
2 1
S = (3 1)

e (MO (-1 0\
sas= (3 2)= (1 9)=n.

woraus A = SDS~! folgt. AuBlerdem ist

ergibt sich

Nun gilt

genau dann, wenn

bzw. wenn
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erfiillt ist. Sind w := —u + v und v := 3u — 2v, also (g) = (Z), gesetzt, so erhélt man

'\ (-1 0\ (u ~ ot o
(5,>—<0 2> <5> = =—u und v =2
<~

IS

x

u(x) =cie”® und v = ce®®  fiir ¢1,¢0 € R.

G)=o0) = ()=0)-GE5)

Wegen

sind

mit ¢, co € R die Losungen des Systems (1).

Aufgabe 2

Zunéchst zur Matrix A: Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x4(\) = det(A — A\I3). Dieses lautet

22 — A\ -2 —4 18— —18+ A 0
det 4 16 — A —4 :[Z1—>Z1—Z2] det 4 16 — A —4
2 -1 16 — X\ 2 -1 16 — A
0 —184+ A 0
20 — A —4
:[51—>51+SQ] det 20 — A 16 — A —4 :[Entw. n. Zl] (].8 — )\) det < 1 16 — )\)
1 -1 16 — A

= (18 = A)((20 — A)(16 — A) +4) = (18 — ) (A% — 36A + 324) = —(\ — 18)".

Wegen y4(\) = 0 <= X\ = 18 besitzt die Matrix A nur den Eigenwert 18; dieser hat die algebraische
Vielfachheit 3. Der zugehérige Eigenraum E4(18) ist die Menge aller € C? mit Az = 18z bzw.
(A —181I3)x = 0, also genau Kern(A — 1813). Zur Berechnung des Kerns von

4 -2 —4
A—18I3=|4 -2 —4
2 -1 =2
verwenden wir Zeilenumformungen
4 -2 —4 4 -2 —4 1 1 —1/2 -1
_ Zi—tz
4 —2 4| B2t g o o | 225 [0 0 o
9 1 —9) ZZ3Z \og o 0 0 0 0
und lesen mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks ab
~1/2 -1 1\ /1
Es(18) =Kern(A—18I3) ={s| —1 | +t| 0 | |s,teC}=lin(|[2],[0]).
0 -1 0 1

Der Eigenwert 18 hat die geometrische Vielfachheit 2, weil der Eigenraum E4(18) zweidimensional
ist. Jetzt zur Matrix B: Wir berechnen das zugehorige charakteristische Polynom

1-x 1 0 0 1 —A1-2X
XB(A) = det(B — )\.[3) = det 2 —A 2 =[Z1—Z1+(1-\)Z3 det 0 —A 2 — 2\
-1 0 -\ [ Lo—Zo+273 ] —1 0 _)\

—(Entw. 0. 5] — det <_1A —;(i ;ﬁ)) = (22 - N2 (1-)) = (A2 —2)(1 - ).



Wegen xg(A\) = 0 <= X € {1,v/2, -2} hat die Matrix B die drei Eigenwerte \; = 1, Ao = /2
und A3 = —/2. Diese haben jeweils die algebraische Vielfachheit 1.
Wir bestimmen nun den Eigenraum Eg(1) zu A\; = 1, also die Menge aller z € C? mit (B—1I3)z = 0:

0 1 0 1 0 -1 101
B-ILi=[2 -1 2| 22225, 1 ) Zs 225t 22 010
-1 0 -1) Z2o® 0 1 o) A7AETR o 0 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergéinzungstricks lesen wir ab
1
Ep(1)=1lin(| 0 |).
-1

Der Eigenwert 1 besitzt die geometrische Vielfachheit 1, weil der zugehorige Eigenraum eindimen-
sional ist.

Schliefllich miissen wir noch die zu den beiden Eigenwerten Ao 3 = ++/2 gehorenden Eigenriume
bestimmen. Analoges Vorgehen wie eben ergibt

V2 NG
Ep(vV2)=1lin(|v2-2]) und Ep(—V2) =lin(| —v2-2).
1 1

Die geometrische Vielfachheit von v/2 bzw. —v/2 betrigt jeweils 1. Die Matrix B ist diagonalisierbar,
weil fiir jeden Eigenwert von B geometrische und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen.

Aufgabe 3
Es gilt
_0)\ a_—a)\ 8 8 A 0 0
det(A — \Iy) = det =[Entw.Z] (a—=XN)det| 2 a—X 2
2 1 a—A 2 2 0 0 Y
0 2 0 —-A

-X 2
=Entw.zy] (@ — A) (=) det (O‘ 0 A> = (@ — A)*\2

Fall 1: & = 0. Dann ist A = 0 einziger Eigenwert von A mit der algebraischen Vielfachheit 4. Fiir
den zugehorigen Eigenraum E4(0) ergibt sich

0000 1 0 01 0 1

0000 0100 .10 0
E4(0) = Kern(A — 014) = Kern 5 10 2|~ Kern 000 o0l lin( o ).

0200 0000 0 -1

Also ist dim F4(0) = 2 # 4 und somit ist A in diesem Fall nicht diagonalisierbar.

Fall 2: « # 0. Dann sind Ay = 0 und Ay = « jeweils Eigenwerte von A mit der algebraischen
Vielfachheit 2. Um dim E4(0) zu ermitteln, kénnte man wie im vorigen Fall F4(0) explizit angeben
und die Dimension ablesen. Alternativ schliefen wir aus

0O —a 0 O 00 0 0
o= om0 0 2] <200 2] o
0O 2 00 01 0 O

mit der Dimensionsformel dim E4(0) = dim Kern(A—01I) = dim C*—dim Bild(A—01I) = 4—2 = 2.
Somit stimmt fiir den Eigenwert 0 geometrische und algebraische Vielfachheit {iberein.



Ferner ist

—a —a 0 0 110 0
dim Bild(A — aly) = rg(A — aly) =rg g (1) 8 (2) aéorg (2) (1) 8 (2)
0 2 0 —« 020 —a
1 1 0 0 1 1.0 0
000 0 _ foo 0 o |_ 3 fir a# 4,
“8lo -1 0 2| 7®lo -1 0 2 [T) 2 firazq,
0 2 0 -« 0 0 0 4—a

woraus

dim Fp(a) =4 — =
al@) {2 fira=4 2 fira=4

folgt. Also ist nur fiir « = 4 geometrische und algebraische Vielfachheit des Eigenwerts « identisch.

3 fir o #4, {1 fiir o # 4,

Fazit: A ist genau fiir o = 4 diagonalisierbar.

Aufgabe 4
Wir berechnen das charakteristische Polynom von A: x4(\) = det(A4A — Aly)

3—A 1 -1 1 3—=A 1 -1 1
1 3—A 1 —1 1
= det 1 1 3\ 1 :[Z3—>Z3+Z2] det

Z44)Z47Z2 0
0

2
:[Sz—hgg-i-s;d det 0 4

3-X 3 —1 5y 3
—[S2—S2—53] (4 - A) - det 1 1= 1 — [Entw.Z3] (4 - A)2 - det < 1 1— )\)
0 0 4-2)
=(A-=N2(B=N1 =X =3)=(4—-N> N —4)) =\ —4)%.

Die Matrix A besitzt also die zwei Eigenwerte A1 = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und Ao = 4
(mit algebraischer Vielfachheit 3). Wir bestimmen nun die Eigenrdume:
Fiir Ay = 0 miissen wir das lineare Gleichungssystem (A — 0I4)z = 0, also Ax = 0 lésen:

3 1 -1 1 0 -8 —4 4 0 0 4 4
1 3 1 -1 zi-2,-32, 1 3 1 =1 zi=2.+225 1 3 1 -1
—1 1 3 1 Z3—Z3+Za 0 4 4 0 Za—Za+73 0 4 4 0
1 -1 1 3) %742 \g —4 0 4 00 4 4
Wihlen wir x4 € C beliebig, so folgt aus der ersten/letzten Zeile x5 = —x4, aus der dritten x9 = x4
und aus der zweiten dann z; = —x4. Wir haben also den eindimensionalen Eigenraum
—XT4 —1
Ty . . 1
E40)={ - | 24 € C} =lin(e1), wobei ¢ 1= 1
24 _
Ty 1
Jetzt zu Ay = 4:
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1
o 1 -1 1 —1 Zo—Zo+71 0 0 0 0 Z1\—~—2Z1 0 0 0 0
A-dli=| 4 1 5 4 Zeozszi | 0 0 0 0 "lo 0 0 o
1 -1 1 —1) #7%4t2 \g o0 0 0 0 0 0 O



Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab

-1 1 —1

. -1 0 0

E4(4) =lin(ca, c3,¢4) , = | e= | ] a=|
0 0 —1

Die Matrix A ist als reelle, symmetrische Matrix diagonalisierbar (Alternativ kénnte man mit den
geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte argumentieren). Da ¢; eine Basis
von E4(0) und ¢, c3, ¢4 eine Basis von F4(4) ist, gilt fiir die Matrix S mit den Spalten c1, ¢2, c3, ¢4

0000
e |0 400
STAS=10 04 0
000 4

Da A € R**4 symmetrisch ist, gibt es sogar eine orthogonale Matrix P € R**4 mit

0000
0400
T _
PrAP = 0040
00 0 4
Bemerkung: Um ein solches P anzugeben, bestimmen wir jeweils eine Orthonormalbasis der Ei-
-1
. . . . 1 111
genrdume. Eine Orthonormalbasis von F4(0) ist z.B. gegeben durch by := W a=; 1
C1 -
1
Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von E4(4) verwenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren:
-1
b 1 1 | -1
D = 5 C) = ——=
ezl V2| 0
0
1 -1 1
0 -1 1 |-1 11-1
V3 = 63—<03,b2>b2_ 1 —572 0 — 5 _9
0 0 0
1
b 1 1 [ -1
3 = (U3 = ——=
[vs]| V6 | —2
0
-1 -1 1 -1
0 1 1 | -1 -1 1 | -1 111
Vg = C4 — <C4,b2>b2 - <C4,b3>bg = 0 — ﬁ . 72 0 — % . 76 9 — § 1
-1 0 0 -3
-1
b 1 1 1
= Vg = ———
P el T 2vB | 1
-3

Somit bildet by, b, by eine Orthonormalbasis von E4(4).



Aufgabe 5

a)

b)

5 0 0
i) Setze zum Beispiel A:= [0 5 0| € R3*3. Wegen
00 5

det(A—Mz)=det[ 0 5-X 0 |=6-1*20 < I=5

ist 5 der einzige Eigenwert von A.

a 0 0 O

. . 0 b 0O . . .

ii) Setze zum Beispiel B := 00 ¢ 0 mit paarweise verschiedenen a,b, c,d € R.
0 0 0 d

Dann sind a, b, ¢, d die Eigenwerte der Diagonalmatrix B. Nach Voraussetzung sind diese
reell und paarweise verschieden.

iii) Esist xoc(A\) = =N +5X3 —4x = - A(A2 = 1)(A2 —4) = - XA+ DA = 1) (A +2)(\A —2).
Wegen yco(A) =0<= X €{0,-1,1,—-2,2} sind 0, —1, 1, —2,2 die Eigenwerte von C.

0 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
Somit hat zum Beispiel C:= [0 0 1 0 0| € R>*5 die geforderte Eigenschaft.
0 0 0 -2 0
0 0 0 0 2

Sei A € C™™ und A ein Eigenwert von A, d.h. es gibt x € C" \ {0} mit Az = A\z. Dann gilt
(A2 +51,)x = A%x + 51,0 = A(Az) 4+ 52 = A(\x) + 5z = Mz + 52 = Mz + 52 = (A2 +5)x,

d.h. A\? + 5 ist ein Eigenwert von A% 4 5I,, und « ein zugehériger Eigenvektor.

Bemerkung: Ist = ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so gilt A™x = \"x fiir jedes n € N.
Dies bestétigen wir mit vollstdndiger Induktion nach n € N:

IA (n =1): Az = Az gilt nach Voraussetzung.
IS: Sei n € N beliebig. Es gelte A”x = A"z (IV). Dann folgt:

Ay = A(Az) Y AO) = NP Ar = A"z = A

Damit ergibt sich fiir ein beliebiges Polynom p(t) = va\,{:o ant™ (N € N, ag,aq,...,ay € C)

N N
p(A)z = Z an A"z = Z ap\"x = p(A)x.
n=0 n=0

(Hierbei ist AY := I,, gesetzt.) Also ist = ein Eigenvektor von p(A) zum Eigenwert p(\).

Die Aussage “Eine Matrix B € R™*" besitzt mindestens einen reellen Eigenwert” ist i.a. falsch.

> wegen xg(A) = A2+ 1= (A —4)(A+4) nur

Beispielsweise hat die reelle Matrix B = <(1) 0

die nicht-reellen Eigenwerte 7, —i.
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