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Aufgabe 1

a,b) Wir berechnen das charakteristische Polynom

d)

1—A 2 -1 1—A 2 —1
Xm(A) =det(M —Al3)=det | =2 5—-X -1 | =det|-3+X 3—X 0
-3 4 1—A -3 4 1—A
1-Xx 3—-Xx -1
=det[-3+X 0 0 :(3—)\)det(31)\ 1__1A)
-3 1 1—A

=B - N\ —4r+4)=(3-N(\—2)>%.
[Schritte: erste Zeile von der zweiten abgezogen, erste Spalte zur zweiten addiert, dann nach
der 2. Zeile entwickelt]

Wegen xpr(\) = 0 <= X € {2,3} besitzt M die Eigenwerte 2 mit zweifacher algebraischer
Vielfachheit und 3 mit einfacher algebraischer Vielfachheit.

Eigenraum zu 2: Wegen

12 -1 1 2 -1 1 0 1
M—23=|-2 3 —1| 22220 (¢ 1 1 | 52522, 11
3 4 1 Zs—Z3—371 0 _9 9 W —Z1+4275 0 0 0
ist
1 1
Ey(2)=Kern(M —2I3)={t| —-1]: teC}=1lin{|1]}.
1 1

Eigenraum zu 3: Eine &hnliche Rechnung ergibt

0 0
Ey(3)=Kern(M —3I3)={t|1|: teC}=1ln{|1]}.
2 2

Da beide Eigenrdume eindimensional sind, haben beide Eigenwerte die geometrische Vielfach-
heit 1.

1 0
M Dbesitzt maximal zwei linear unabhéingige Eigenvektoren, etwa: | 1], | 1
1 2

M ist nicht diagonalisierbar, weil fiir den Eigenwert 2 die geometrische Vielfachheit ungleich
der algebraischen Vielfachheit ist.

Alternative Begrindung: M ist nicht diagonalisierbar, sonst miifite M drei linear unabhéngige
Eigenvektoren haben. ODER AUCH: M ist nicht diagonalisierbar, weil es keine Basis des C3
aus Eigenvektoren von M gibt (vgl. c¢)-Teil).
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Aufgabe 2

Fiir jedes « ist die reelle Matrix A, symmetrisch; nach dem Satz in 16.8 gibt es eine orthogonale
Matrix P so, dass PTA, P Diagonalgestalt hat. Wir wissen zudem: Bei jedem derartigen P stehen
in der Diagonale von PTA, P die Eigenwerte von A. Die Frage lautet also: Fiir welche o besitzt A,
die Eigenwerte 1, 2 und 3?7 Die Matrix

1 —14+a 0 11—« P —14+a 0 1—«
Aa—Ty=3 0 2 0 %5 0 2 0
l—a 0 —1+a 0 0 0

ist (unabhéngig von «) singulir; somit ist 1 stets ein Eigenwert von A,. Wegen

—-34+a 0 1—-«
Aa—2I3:§ 0 0 0
l-a 0 -3+«

ist 2 stets ein Eigenwert von A, (unabhiingig von «). Schliefilich haben wir noch

1 -5+a 0 1 -« degrg 1 —5S5+a 0 11—«
Ao =3I =5 0 2 0 3*—3*%5 0 2 0
11—« 0 -5+« —4 0 —4

Diese Matrix ist genau dann singulér, wenn die erste und dritte Zeile linear abhéngig sind, wenn
also =5+ a =1— «a gilt, d.h. « = 3. Somit hat A, nur im Fall « = 3 den Eigenwert 3.
Bemerkung: Nachdem wir gezeigt haben, dass 1 und 2 Eigenwerte von A, sind, kénnen wir bei der
Untersuchung, wann die Matrix A, die Eigenwerte 1,2,3 besitzt, auch auf die Betrachtung von
A, — 313 verzichten und stattdessen mit Hilfe der Spur von A, argumentieren. Da die Spur einer
Matrix gleich der Summe ihrer Eigenwerte (gemifl ihrer algebraischen Vielfachheiten wiederholt,
vgl. Folgerung in 16.9) ist, erhalten wir

3 ist Eigenwert von A, <= Spur(4,) =6 <= 3((1+a)+4+(1+a)) =6 <= a=3.

1 00
Fazit: Genau fiir v = 3 gibt es eine orthogonale Matrix P mit PTA,P = [0 2 0
0 0 3

Setzen wir o = 3 in die Matrizen ein, die wir oben erhalten haben, so konnen wir ablesen:

1 0 1
Ea)=1lin{[0]}, Eqn@=In{{1]},  Eaq@G) =tn{| 0 |}.
1 0 -1

Die Spalten der Matrix P sind dann normierte Eigenvektoren zu den drei Eigenwerten:
V2 0 3V2
P= 0 1 0
V2 0 =32
Aufgabe 3

a) Wir berechnen zunichst die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume von A. Fiir das
charakteristische Polynom von A ergibt sich

2—A 1 1 2—A 1 1
xXA(A) = det(A — AI3) = det 1 2-Xx 1 =(Zs—75—2,) det 1 2-=-A 1
1 1 2—A 0 A—=1 1=
2-x 1 2 N
=[S5—S2+S53] det 1 2—X 3-2A =[Entw. Z3] —()\ - 1) det < 1 3 _ A)
0 A—1 0

=-A-D(2-NB-X)—2)=-A=1)(N =5 +4)= —(A - 1))(A —4).



b)

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von y 4, also 1, 4. Die zugehotrigen Eigenrdume

lauten
1 11 1 1
Eas(l)=Kern(A—I3)=Kern |1 1 1) =lin({-11],{ 0 ]),
1 11 0 -1
-2 1 1 1
Ea(4)=Kern(A—4I3)=Kern | 1 -2 1 | =ln(|1]).
1 1 -2 1

Da A € R3*3 symmetrisch ist, ist A diagonalisierbar. Aus dem gleichen Grund gibt es eine
orthogonale Matrix S € R3*3 so, dass S~'AS Diagonalgestalt hat. Um ein solches S zu
bestimmen, muss man eine Orthonormalbasis des R aus Eigenvektoren von A angeben.

Setze
1 1
v = | 1] € Ex(4) sowie ve = | =1 ] € E4(1).
1 0

Da A € R3*3 symmetrisch ist, stehen Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal
aufeinander, also gilt v; L vy. Ist

1
V3 1= V] X Vg = 1
-2

definiert, so sind v3 Lv; und v3 Lvs. Wegen vy, ve,v3 € R?\ {0} folgt, dass die Vektoren
v1, V2, v3 linear unabhiingig sind und somit eine Basis des R? bilden. Aufgrund von vy € E(4),
dim F4(4) =1 und dim E4(1) = 2 ergibt sich E4(1) = lin(vg, v3).

Folglich ist eine Orthonormalbasis des R aus Eigenvektoren von A gegeben durch m V1,
1

1
—= Vg, — v3, also durch
Toall 27 Tws]] ©3

Deshalb ist die Matrix

11 1
V3 V2 V6
g— | L -1 L
e V2 V6
1 0 _2
V3 V6
orthogonal und es gilt
11 1
V3 V3 V3 4 0 0
st=5"=|5 -5 O sowie  ST'AS=(0 1 0
41 2 0 01
V6 V6 V6

Das lineare Gleichungssystem Ax = 2x hat die triviale Losung x = 0. Wiirde Ax = 2z fiir ein
x € R3\ {0} gelten, dann wiire 2 ein Eigenwert von A, was aber nach a) nicht der Fall ist.
Folglich ist = 0 die einzige Losung von Az = 2x.

4 0 0
Ist D:= [0 1 0] gesetzt, so gilt gemiB a): ST*AS = D bzw. A= SDS™! (x).
0 01

Hieraus folgt A*¥ = SD*S~! fiir jedes k € N. Beweis durch Induktion:



TA: Al = SD1S~1 gilt nach (x).
IS: Sei k € N beliebig. Es gelte A¥ = SD*S~! (IV). Dann folgt:

ARt = gak DY) (gpg-1)(9pkS1) = SD(S7LS)DES! = SDFHLS L,

4k 0 0
Fiir jedes k € N erhiilt man D¥ = [ 0 1 0| und somit
0 01
1 1 1 4k 4k 4k k42 4k—1  4k—1
V3 V2 NG 3 3 3 3 3 3
AF=gpkgt=| L L L 11 g o2 22 4
V3 V2 V6 V2 V2 3 3 3
L 0 _2 11 2 4k—1  4k—1  4ky2
V3 V6 V6 V6 V6 3 3 3
Aufgabe 4
-2 2
Firz=| 1 |undy=1| 0 | gilt
1 -2
—2-0 -2
rxy=|2—-4 |=1-2],
0—-2 -2
-2\ /-2
(xyz)y=([-2], ({1 )=-2-(-2)+(-2)-1+(-2)-1=0
-2 1

[dieses Ergebnis war zu erwarten, weil stets 2 X y sowohl orthogonal auf z als auch orthogonal auf
y steht]. Fiir den Winkel 6, den die Vektoren x und y einschlieflen, gilt

cosg— Y =2:241-041-(=2) 6 __\ﬁ__\/g
Izl lyll  VA+T+1-v4+0+4 V6-V8 8 2
Hieraus folgt 0 = %’T. Der Flacheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms lautet

-2
lexyll = | | =2 | | = V=2 + (22 + (—2)° = VA+ 4+ 4= 2V3.
-2

Aufgabe 5

Fiir die symmetrische Matrix Ag verwenden wir das Kriterium von Hurwitz aus 16.10. Es gilt

1 -2

1>0 und det (_2 3

> =8—-4=4>0;
die ersten beiden Hauptunterdeterminanten sind also positiv. Die Matrix Ag ist somit genau dann

positiv definit, wenn ihre Determinante > 0 ausfillt. Wegen

1 =20 1 -2 0

4
det [ =2 8 B | =(z,5z5422) det |0 4 B | =[Eatw.n.5,) det (5 B) =4- B
0 B8 1 0 8 1

ergibt sich: Ag ist positiv definit <= 0<4—-p%? < [f|<2 <= —-2<B<2.



Nun zur Matrix B: Fiir n = 1 ist B = (1) positiv definit. Im Fall n > 2 ist

1 2 0 B (]
1 2 0 0
0 2 1 2
2 1 2 0
0 2 1
0 0 1

Fiir x :=e; = (1,0,...,0) € R™ gilt

1 1
2 2
Bzx= 1|0 sowie 2" Bz = (1 00 --- 0) 0l =1> 0,
0 0
wihrend sich fiir y :==e; — ey = (1,—1,0,...,0) € R"

-1 -1

1 1

-9 - -2

By=1 o sowie yBy=(1 -1 00 -~ 0)| o |=-2<0
0 0

ergibt. Somit ist die Matrix B indefinit.

Bemerkung: Um zu zeigen, dass B nicht positiv definit ist, kann man auch mit dem Kriterium von

1 2
Hurwitz argumentieren: Da fiir die zweite Hauptunterdeterminante det (2 1) =1-4=-3<0

gilt, ist B nicht positiv definit.
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