HM2ETIT Formelsammlung

Lineare Algebra

Eigenraum: E4()\) = {7 € C": AT = \7}.
geometrische Vielfachheit von A\: dim E4(A).
algebraische Vielfachheit von \: Vielfachheit
von A als Nullstelle des Charakteristischen Poly-
noms pa.

A € R™" symmetrisch < A = AT

Gram-Schmidt Seien wy, . ..

,wy € R™ linear unabhéngige Vektoren. Wir definieren b; =

A € C™™ hermitesch (oder selbstadjun-
giert) & A= A* = AT

A ist orthogonal < ATA =1

A ist unitar < A*A =1

A orthogonal bzw. unitér < Zeilen bzw. Spalten
bilden Orthonormalbasis

und
IIw [

fir n=2,..,N ¢, = w, — 20 (b, w,) bi, b, = ”c: . Dann bilden by, ...by ein Orthonormalsystem
und lin{by, ...,bx} = lin{wy, ..., wy}
Definitheit von A € R™" mit A = AT
positiv definit
_ semi . = _p > >
A st E 9 Ve R\ {0}: 7 A% 0= VAeE EW(A): A 0
< <
negativ definit
semi < <
Ansonsten ist A indefinit.
Fiir n = 2: Sei A € R?**? symmetrisch. Dann A indefinit < det (A) < 0.
Kriterium von Hurwitz: Ist A = AT = (aj;);, € R™"
aii aim
A ist positiv definit < >0 VYm=1,2,...,n
Am1 Qmm
Ableitungen
Richtungsableitung f : D — R" in 7, € D Gradient f € CYD,R) = grad f(Zo)

7 e R\ {0}:
a'y t—>0 t

. . of (= .__ Of (=
Partielle Ableitung 87{;(90) = %(x)
Differenzierbarkeit: Sei f : D — R™, wobei

D C R” offen. f heiﬁt differenzierbar in ¥y € D,
falls A € R™" m

o (@)~ ( o) — AT — 7o)

= 17 = Zoll

Bezeichnung: f'(#) = A.

S (@o)

=0.

Kriterium: Sind alle partiellen Ableitungen 7 af’

stetig in Zy, so ist f in 7y differenzierbar.

Satz fiir Richtungsableitung: f differenzierbar in 2y — %L(Zy) =

f: D — R differenzierbar in 27 = g£ (%) =

V(i) v

steht senkrecht auf der Niveaumenge {Z € R" :

f(Z) = f(Zo)}-

Kettenregel (go f) (7o) = ¢'(f(Z0)) f'(Zo).
——
GRPX" ERPXW GRan

Der Satz iiber implizit definierte Funk-
tionen Sei f : R? — R. Um f(z,y) = 0
bzgl. y zu lésen nahe bei (xg,70). Bedingung:

f(xo,90) =0, %(zo,yo) £ 0. Es gilt fir die Lo-
sung y(),
o) — (9507340)
y( 0) ( 07?/0)
OL(7o) = f'(To)7 Vo e R\ {0}.

Vo € R\ {0}.
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Matrix der Ableitung: Ist f = (f1,..., f), f; = fj(z1,...,x,) dann

o ) O (zy) ... (i)
(7o) = (8x;<*>)jzlk21: U | (1)
Ol (i) Om. (%)

. N — k . — +1 = .
Taylorformel f(Z)+h) =Y} _o & (h : V) f(Zo) + ﬁ (h : V) f(&), wobei

(h‘ V (]z::l ]8%) 0) = ' Z hjlhj2 o hjk al,jlamh .

~ al‘jk (xo)

Optimierung

Hesse Matrix f € C*(D,R), D C R" offen, &, € D

fxlwl(fo) fan(fo)

N B N S
HylFa) = <a$ja$k (:BO))j,k:l N
fznwl(fo) fxnzn(fo)

Satz iiber lokale Extremstellen: Sei f € C?(D,R), D C R" offen, und #, € D mit grad f(Z,) = 0.

positiv Minimum
. definit o lokales
Hy(Zo) § |negativ = fhat in &) ein Maximum
indefinit Sattelpunkt

Multiplikatorenregel von Lagrange S = {Z# € R" : h(Z) = 0} und VA # 0 auf S. S beschrénkt
& abgeschlossen = f nimmt Max und Min auf S an. Wenn Extremum von f auf S in zp, dann

gilt V f(20) = AVh(2p). Lagrangefunktional L(Z, \) = f(Z) + A (Z).

Integralsatze
Rotation, Divergenz v = (v;...v,)", 9; = %, VX (fo)=f(Vx0)+(Vf)xv (n=23)

A(fg) = (AfNg+2Vf-Vg+f Ag (f,g€C?).
rot(grad f) =0, f e C?

Oov3 — D309 div (rot %) =0, @€ C>

div (grad f) = Af, f e C>

divt =V -0 := 0101 + ...+ v,

n=23: rotv:=V X7 :=| 030, — 0105
61?}2 — (921)1

Kurvenintegrale von Skalarfeldern
Laplace f(z1,..,z,) Skalarfeld: Af = 37, Jf

Rechenregeln /., < ! vilat) o R [ fds= [ GEI @)
V(fg) =gVf+ fVg Bogenlinge von Raumkurven
b
V-(fo)=f (V-0)+(Vf) -0 v:la, b = R" : L(v) ::/a 1Y/ ()] dt
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Kurvenintegrale von Vektorfeldern

v a,b] = R™ : Aﬁ-d§:: /abU(’y(t)) ' (t) dt
Kurvenintegral Gradientfelder:

Tilad] SR [ Vids= f(0) - (@)

Vertriaglichkeitsbedingung: Sei v =
(v1, ..., v,) C Vektorfeld. Dann ¢ Potentialfeld
= Oju, = Opv;, Vi, k =1, ...,n. Ist Definitions-
menge von v einfach zusammenhéngend so gilt
die umgekehrte Richtung.

Satz von Green/Gauf3scher Integralsatz

7517- ds = // (Ova(z,y) — Oy (z,y)) d(z,y).

Wobei G ’links’ von v liegt und G einfach zu-
sammenhéangend.

Integralsatz von Stokes in R?

j({ﬁﬁ. dgzl/(v X T) - dg.

Orientierung mit der Regel der rechten Hand.
Divergenzsatz in R® (N: duflerer Normalen-
einheitsvektor)

// V-ﬁdT://fﬂﬁdo,
G oG

Fliacheninhalt von F = {§(u,v): (u,v) € U}

// do = //|8u§(u,v) % Dy, v)| d(u,v).
F U

Normaleneinheitsvektor: (u,v) € U

L 0uG(u, v) X Oyg(u,v)
N(g(u,v)) == - gl
(g( )) |aug(u7’(]) X ayg(% U)|

Oberflachenintegrale von F = {g(u,v): (u,v) € U}

Jrod ]

F do:=|0,g(u,v) X0y g(u,v)| d(u,v) U

//w- 45
~—~—
F

do'=(0ug(u,v) X0 g(u,v)) d(u,v

)

Koordinatentransformationen

f(G(u,v)) 10ug(u, v) x 9ug(u, v)| d(u,v)

g(uv U)) ’ (aug(uu U) X av§<u7v)) d(u7 U)

Transformationsformel A, B C R" abgeschlossen und beschrankt, ® : A — B surjektiv, injektiv
auf A/0A und det ' # 0 auf A/0A dann [, f(z)dx = [5 f(P(y))|det (P'(y))| dy.

Polarkoordinaten

rsin(eh----57

%

r cols(go)

7 COS
D(r, ) = ( ' )
rsin

det @' (r, ) = 7.

Zylinderkoordinaten

O(r,p,2) =

det ®'(r,p,2) =7

Kugelkoordinaten

7 COS 7 cos @ sin ¥
7 sin @ O(r,p, ) = | rsingsind
z r cos U

det ®'(r, p, ) = r?sind
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Allgemeines
Arkusfunktionen:

arcsin: [—1,1] — [-F,F] arccos: [~1,1] — [0,7] arctan: R — (=7, %)

272
s s s s 21 3 5w
1’ 05 ¥ 5 3 3 4 % 7 o
S 7 > 1 cos(z £ y) = cosxcosy Fsinxsiny
sinz | 0 jg Z ? ! 71 7\@ 5\/5 0 sin(z £ y) = sinx cosy £ coszsiny
COST 1 5 Y5 5 0 —3 —Y5 T3 —1 tan(a:j:y) — tan zttany
tan ¢ O ? 1 \/g :too _\/g _1 _@ 0 lFtanztany
9(x) J g(x)dx
: In ||
sin?(z) + cos?(z) = 1 L tan
sin(2z) = 2sin(z) cos(z) 1 aresin 2
cos(2x) = cos?(z) — sin®(z) 1_1‘E2
N 7—9@2 arccos T
sin?(z) = 1 — cos(2x) 11
2 a2 arctan
1 2
cos?(r) = W cos T sin z
sinx —CoSZ
" n# —1 ‘f::f
i (LY _ fa-tg
Quotientenregel: (g) =5 B
partielle Integration: [ f'gdx = fg— [ f¢'dz a b = L d —b
aa—oc
Substitution: [’ f(u(z))u'(z)dz = f;f((;)) f(t)dt c d —c a

Erginzung zu den Integralsitzen

duBerer Normaleneinheitsvektor N in 2 Dimensionen: G Gebiet, G durch eine regulére

x(t)

positiv orientierte Kurve y(t) = ,t € [a, b] parametrisiert. Dann
y(t)

N y'(t)
NO=Tan | e

.t € a,bl.

Divergenzsatz in 2 Dimensionen: G, 9G wie im letzten Absatz, ¥ ein C* Vektorfeld in G U 0G,
dann

*.Nd://d'*, d(z,y).
j{an S . ivi(x, y)d(z,y)
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