
HM2ETIT Formelsammlung

Lineare Algebra
Eigenraum: EA(λ) := {~x ∈ Cn : A~x = λ~x}.
geometrische Vielfachheit von λ: dimEA(λ).
algebraische Vielfachheit von λ: Vielfachheit
von λ als Nullstelle des Charakteristischen Poly-
noms pA.
A ∈ Rn×n symmetrisch ⇔ A = AT

A ∈ Cn×n hermitesch (oder selbstadjun-
giert) ⇔ A = A∗ = ĀT

A ist orthogonal ⇔ ATA = I
A ist unitär ⇔ A∗A = I
A orthogonal bzw. unitär⇔ Zeilen bzw. Spalten
bilden Orthonormalbasis

Gram-Schmidt Seien w1, . . . , wN ∈ Rm linear unabhängige Vektoren. Wir definieren b1 = w1
‖w1‖ und

für n = 2, ..., N cn = wn −
∑n−1
i=1 〈bi, wn〉 bi, bn = cn

‖cn‖ . Dann bilden b1, . . . bN ein Orthonormalsystem
und lin{b1, ..., bN} = lin{w1, ..., wN}
Definitheit von A ∈ Rn×n, mit A = AT

A ist



positiv


semi

 definit

negativ


semi

 definit


⇔ ∀~x ∈ Rn \ {~0} : ~xTA~x



>

≥

<

≤


0⇔ ∀λ ∈ EW(A) : λ



>

≥

<

≤


0

Ansonsten ist A indefinit.
Für n = 2: Sei A ∈ R2×2 symmetrisch. Dann A indefinit ⇔ det (A) < 0.
Kriterium von Hurwitz: Ist A = AT = (ajk)jk ∈ Rn×n

A ist positiv definit⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1m
... . . . ...

am1 · · · amm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0 ∀m = 1, 2, . . . , n

Ableitungen
Richtungsableitung f : D → Rn in ~x0 ∈ D
~v ∈ Rn \ {~0}:

∂f

∂~v
(~x0) := lim

t→0

f(~x0 + t~v)− f(~x0)
t

Partielle Ableitung ∂f
∂xk

(~x) := ∂f
∂~ek

(~x)

Differenzierbarkeit: Sei f : D → Rm, wobei
D ⊂ Rn offen. f heißt differenzierbar in ~x0 ∈ D,
falls ∃A ∈ Rm×n mit

lim
~x→~x0

‖f(~x)− f(~x0)− A(~x− ~x0)‖
‖~x− ~x0‖

= 0.

Bezeichnung: f ′(~x0) := A.

Kriterium: Sind alle partiellen Ableitungen ∂fj

∂xk

stetig in ~x0, so ist f in ~x0 differenzierbar.

Gradient f ∈ C1(D,R) =⇒ grad f(~x0)
steht senkrecht auf der Niveaumenge {~x ∈ Rn :
f(~x) = f(~x0)}.

Kettenregel (g ◦ f)′(~x0)︸ ︷︷ ︸
∈Rp×n

= g′(f(~x0))︸ ︷︷ ︸
∈Rp×m

f ′(~x0)︸ ︷︷ ︸
∈Rm×n

.

Der Satz über implizit definierte Funk-
tionen Sei f : R2 → R. Um f(x, y) = 0
bzgl. y zu lösen nahe bei (x0, y0). Bedingung:
f(x0, y0) = 0, ∂f

∂y
(x0, y0) 6= 0. Es gilt für die Lö-

sung y(x),

y′(x0) = −fx(x0, y0)
fy(x0, y0) .

Satz für Richtungsableitung: f differenzierbar in ~x0 =⇒ ∂f
∂~v

(~x0) = f ′(~x0)~v ∀~v ∈ Rn \ {~0}.
f : D → R differenzierbar in ~x0 =⇒ ∂f

∂~v
(~x0) = ∇f(~x0) · ~v ∀~v ∈ Rn \ {~0}.
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Matrix der Ableitung: Ist f = (f1, ..., fm), fj = fj(x1, ..., xn) dann

f ′(~x0) =
(
∂fj
∂xk

(~x0)
)m
j=1

n

k=1
=


∂f1
∂x1

(~x0) . . . ∂f1
∂xn

(~x0)

. . .
... . . .

∂fm

∂x1
(~x0) . . . ∂fm

∂xn
(~x0)

 . (1)

Taylorformel f(~x0 + ~h) = ∑l
k=0

1
k!

(
~h · ∇

)k
f(~x0) + 1

(l+1)!

(
~h · ∇

)l+1
f(~ξ), wobei

(~h · ∇)kf(~x0) :=
 n∑
j=1

hj
∂

∂xj

k f(~x0) =
n∑

j1,j2,...,jk=1
hj1hj2 · · ·hjk

∂kf

∂xj1∂xj2 · · · ∂xjk
(~x0).

Optimierung
Hesse Matrix f ∈ C2(D,R), D ⊂ Rn offen, ~x0 ∈ D

Hf (~x0) :=
(

∂2f

∂xj∂xk
(~x0)

)n
j,k=1

=


fx1x1(~x0) · · · fx1xn(~x0)

... . . . ...

fxnx1(~x0) · · · fxnxn(~x0)


Satz über lokale Extremstellen: Sei f ∈ C2(D,R), D ⊂ Rn offen, und ~x0 ∈ D mit grad f(~x0) = ~0.

Hf (~x0)



positiv
negativ

 definit
indefinit


=⇒ f hat in ~x0 ein


lokales

Minimum

Maximum


Sattelpunkt


Multiplikatorenregel von Lagrange S = {~x ∈ Rn : h(~x) = 0} und ∇h 6= 0 auf S. S beschränkt
& abgeschlossen =⇒ f nimmt Max und Min auf S an. Wenn Extremum von f auf S in ~x0, dann
gilt ∇f( ~x0) = λ∇h( ~x0). Lagrangefunktional L(~x, λ) = f(~x) + λh(~x).

Integralsätze
Rotation, Divergenz ~v = (v1...vn)T , ∂j := ∂

∂xj
,

div~v := ∇ · ~v := ∂1v1 + . . .+ ∂nvn

n = 3 : rot~v := ∇× ~v :=


∂2v3 − ∂3v2

∂3v1 − ∂1v3

∂1v2 − ∂2v1


Laplace f(x1, .., xn) Skalarfeld: ∆f = ∑n

j=1 ∂
2
j f .

Rechenregeln f, g, ~v ∈ C1

∇(fg) = g∇f + f∇g

∇ · (f~v) = f (∇ · ~v) + (∇f) · ~v

∇× (f~v) = f (∇× ~v) + (∇f)× ~v (n = 3)
∆(fg) = (∆f)g+2∇f ·∇g+f ∆g (f, g ∈ C2).

rot(grad f) = ~0, f ∈ C2

div (rot~v) = 0, ~v ∈ C2.

div (grad f) = ∆f, f ∈ C2.

Kurvenintegrale von Skalarfeldern

γ : [a, b]→ Rn :
∫
γ
f ds :=

∫ b

a
f(γ(t))‖γ′(t)‖ dt

Bogenlänge von Raumkurven

γ : [a, b]→ Rn : L(γ) :=
∫ b

a
‖γ′(t)‖ dt
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Kurvenintegrale von Vektorfeldern

γ : [a, b]→ Rn :
∫
γ
~v ·d~s :=

∫ b

a
~v(γ(t)) ·γ′(t) dt

Kurvenintegral Gradientfelder:

γ : [a, b]→ Rn :
∫
γ
∇f ·d~s = f(γ(b))−f(γ(a)).

Verträglichkeitsbedingung: Sei ~v =
(v1, ..., vn) C1 Vektorfeld. Dann ~v Potentialfeld
=⇒ ∂jvk = ∂kvj , ∀j, k = 1, ..., n. Ist Definitions-
menge von ~v einfach zusammenhängend so gilt
die umgekehrte Richtung.

Satz von Green/Gaußscher Integralsatz∮
γ
~v · d~s =

∫∫
G

(∂1v2(x, y)− ∂2v1(x, y)) d(x, y).

Wobei G ’links’ von γ liegt und G einfach zu-
sammenhängend.

Integralsatz von Stokes in R3

∮
∂F
~v · d~s =

∫∫
F

(∇× ~v) · d~o.

Orientierung mit der Regel der rechten Hand.
Divergenzsatz in R3 ( ~N : äußerer Normalen-
einheitsvektor)∫∫∫

G

∇ · ~v dτ =
∫∫
∂G

~v · ~N do,

Flächeninhalt von F = {~g(u, v) : (u, v) ∈ U}∫∫
F

do =
∫∫
U

|∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v)| d(u, v).

Normaleneinheitsvektor: (u, v) ∈ U

~N(~g(u, v)) = ± ∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v)
|∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v)|

Oberflächenintegrale von F = {~g(u, v) : (u, v) ∈ U}∫∫
F

f do︸︷︷︸
do:=|∂u~g(u,v)×∂v~g(u,v)| d(u,v)

:=
∫∫
U

f(~g(u, v)) |∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v)| d(u, v)

∫∫
F

~w · d~o︸︷︷︸
d~o:=(∂u~g(u,v)×∂v~g(u,v)) d(u,v)

:=
∫∫
U

~w(~g(u, v)) · (∂u~g(u, v)× ∂v~g(u, v)) d(u, v)

Koordinatentransformationen
Transformationsformel A,B ⊂ Rn abgeschlossen und beschränkt, Φ : A 7→ B surjektiv, injektiv
auf A/∂A und detΦ′ 6= 0 auf A/∂A dann

∫
A f(x) dx =

∫
B f(Φ(y))|det (Φ′(y))| dy.

Polarkoordinaten Zylinderkoordinaten Kugelkoordinaten

x

y

ϕ

r

r cos(ϕ)

r sin(ϕ)

x

y

z

r

z

ϕ

x

y

z

ϕ

ϑ

Φ(r, ϕ) :=

 r cosϕ

r sinϕ

 Φ(r, ϕ, z) :=


r cosϕ

r sinϕ

z

 Φ(r, ϕ, ϑ) :=


r cosϕ sinϑ

r sinϕ sinϑ

r cosϑ


detΦ′(r, ϕ) = r. detΦ′(r, ϕ, z) = r detΦ′(r, ϕ, ϑ) = r2 sinϑ
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Allgemeines
Arkusfunktionen:

arcsin : [−1, 1]→ [−π
2 ,

π
2 ] arccos : [−1, 1]→ [0, π] arctan : R→ (−π

2 ,
π
2 )

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6 π

sin x 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0

cosx 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0 −1

2 −
√

2
2 −

√
3

2 −1

tan x 0
√

3
3 1

√
3 ±∞ −

√
3 −1 −

√
3

3 0

cos(x± y) = cos x cos y ∓ sin x sin y

sin(x± y) = sin x cos y ± cosx sin y

tan(x± y) = tanx±tan y
1∓tanx tan y

sin2(x) + cos2(x) = 1
sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)

cos(2x) = cos2(x)− sin2(x)

sin2(x) = 1− cos(2x)
2

cos2(x) = 1 + cos(2x)
2

Quotientenregel:
(
f
g

)′
= f ′g−fg′

g2

partielle Integration:
∫
f ′gdx = fg−

∫
fg′dx

Substitution:
∫ b
a f(u(x))u′(x)dx =

∫ u(b)
u(a) f(t)dt

g(x)
∫
g(x)dx

1
x

ln |x|
1

cos2 x
tan x

1√
1−x2 arcsin x
−1√
1−x2 arccosx
1

1+x2 arctan x

cosx sin x

sin x − cosx

xn, n 6= −1 xn+1

n+1

 a b

c d


−1

= 1
ad−bc

 d −b

−c a



Ergänzung zu den Integralsätzen
äußerer Normaleneinheitsvektor ~N in 2 Dimensionen: G Gebiet, ∂G durch eine reguläre

positiv orientierte Kurve γ(t) =

x(t)

y(t)

 , t ∈ [a, b] parametrisiert. Dann

~N(t) = 1
‖γ′(t)‖

 y′(t)

−x′(t)

 , t ∈ [a, b].

Divergenzsatz in 2 Dimensionen: G, ∂G wie im letzten Absatz, ~v ein C1 Vektorfeld in G ∪ ∂G,
dann ∮

∂G
~v · ~Nds =

∫∫
G
div~v(x, y)d(x, y).
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