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Aufgabe 1 (3 + 3 4+ 4 Punkte)

a)

b)

1

Wir betrachten die Matrix A € R?*2 mit A = ( 5 _22 ) Bestimmen Sie die Eigen-

werte und Eigenvektoren von A.
1—A 2

Losungvorschlag: det(A—AI) = det 5 _9_ )

) = AHA—6 = (A—2)(A+3),

also sind die Eigenwerte 2 und —3.

(@) () = (3 2) () () = v

Also ist die Menge der Eigenvektoren von A zum Eigenwert 2 die Menge lin { (?) }
Ahnlich ist

aen(2)=() = (3 1) =

Also ist die Menge der Eigenvektoren von A zum Eigenwert -3 die Menge lin { <_12) }

1 + 6siny
Gegeben ist das Vektorfeld 7 : R? — R3 mit v/(x,y,2) = | 1+ xe™Ycosy | . Zeigen
2z

Sie, dass v ein Potentialfeld ist, und bestimmen Sie ein zugehoriges Potential.

v v

o or 0-0 B
Losungsvorschlag: rotv = ZBL; — 8—1;3 = 0—-0 =0.

2 — aiyl cos yeSY — cos yesnY

Da dazu R? einfach zusammenhingend ist, ist @ ein Potentialfeld.

Jetzt suchen wir eine Funktion f : R® — R mit Vf = ¢. Dann % = 1+ esinvy

also f(z,y,2) = = + xe"™¥ + h(y, z). Da g—; = vy = 1 + xe’™Y cosy bekommen wir

zes™Y cosy + g—Z =1+ ze™Ycosy — g—Z = 1. Also h(y) = y + ¢(z). Deshalb ist
flz,y,2) = r+zes™Y +y+c(2). Da aber 22 = % = /(z) bekommen wir, dass ¢(z) = 2*
eine Mogliche Wahl fiir die Funktion ¢(z) ist. Deshalb ist f(x, vy, 2) = z+ ze¥"Y +y + 22

ein Potential fiir das Vektorfeld .

1 1 1
Bestimmen Sie die Inverse der Matrix B = 1 2 1
2 2 4

Losungsvorschlag Mittels Zeilenumformungen, bekommen wir (die Zeilen werden mit
Zl7 ZQ, Zg bezeichnet).

1 1 1

1 0 0 11 1 0 0\ , , .,
1 2 1 0 1 0] 2222, (0 1 0 -1 1 o] 22227
9 9 4 0 0 1) #7520 \g 0 2 —2 0 1



1 1.0 2 0 —3 htrmgeizy (L0 03 1 —3
01 0 -1 1 0 >0 1 0 -1 1 0
00 2 -2 0 1 o001 -1 0 1
11\ 3 -1 -1
Deshalbist | 1 2 1 =1 -1 1 0
2 2 4 -1 0 3

Aufgabe 2 (4 + 2 4+ 4 Punkte)

2

a) Sei f:R? = R, (z,y) — %2—|—y2+y—a:, und B = {(z,y) € R* : & 4+ y* < 3}
Bestimmen Sie das Minimum und Maximum von f in B.

Losungsvorschlag: Erst suchen wir die kritischen Punkte, die im Bereich B liegen.

Vg=0 = ( nylll ) = ( 8 ) < (z,y) = (1,—3) und (1, —3) liegt im B da

L (=12 < 3. Also ist die Zahl g(1, —1) = —2 ein Extremwertkandidat.

Jetzt suchen wir die Extremwerte am 9B = {(z,y) € R? : % +y? =3} ={(z,y) €
R? : h(z,y) = 0}, wobei h(z,y) = & +y> — 3. Auf 9B ist f(z,y) = g(x,y), wobei
g(x,y) = 3 4+ y — x. Deshalb reicht es die Extremwerte von g auf 0B zu finden.

Da Vh = ( 2xy ) # 0 auf 0B, bekommen wir mit Hilfe der Multiplikationsregel
—1 T —1 0

von Lagrange Vg = A\Vh — (1 >_)\(2y ).Da<1 )7&(0 >,

bekommen wir A # 0. Deshalb = = }\,y = 5 und da h(x,y)=0 bekommen wir

o7 =3 oder A = £5. Wenn A = —1 (bzw 3) dann ist (z,y) = (2,—1) (baw. (=2,1)).
Aber g(2,—-1) =0 und g(—2,1) = 6. Deshalb sind die 0,6 auch Extremwertkandidaten.

Also max f = max{0,6, -2} = 6, min f = min{0,6, -3} = -2
b) Seig: {(z,y) € R*: 2 >0} - Rmit g(z,y) = 2 und 7 : [1,2] — R? mit v(¢) =
t
( 2 ) . Bestimmen Sie f7 gds.

2
Loésungsvorschlag:

[, gds = [F gy IV Ot = [ g(t, %) (1 >||dt = [ 2t+/1+ £2dt. Mit Hilfe der
Substitution u = 1 + #* bekommen wir [ gds = [ Vudu = (5% — 23),

c) Skizzieren Sie den Integrationsbereich des folgenden Integrals vertauschen Sie die In-
tegrationsfolge und berechnen Sie ihren Wert: f19 f( 1 cos( % )dxdy

Losungsvorschlag: Da fir y > 1 gilt z = (y — 1)5 — y = 1+ 23 ist der
Integrationsbereich

Wl

A={(r,y) eR*: 1<y <9, (y—1)3s <z <2} ={(z,y) eR*:0< 2 < 2,1 <y < 1+2°}

Deshalb

[L (s [ (5o [ ()

Mit Hilfe der Substitution u = %4 wird das Integral f04 cos(u)du = sin(4).

Aufgabe 3 (545 Punkte)



2y () £ (0,0)
0 ,(Jf,y):(0,0) '

Zeigen Sie, dass g stetig ist in (0,0) und berechnen Sie die partiellen Ableitungen
5£(0,0) und ££(0,0).

a) Gegeben sei die Funktion g : R? — R mit g(z,y) = {

Losungsvorschlag: 0 < |g(z,y)| < x2+y2\xl + |yl < 2|z| + |y|, wobei die letzte
Gleichheit gilt weil 22 < 22 + y%. Da 2|z| — 0 und |y| — 0 wenn (z,y) — (0,0)
bekommen wir lim, 4)—(0,0) 9(z,y) = 0 = g(0,0). Deshalb ist g stetig in (0,0).

Jetzt berechnen wir die partiellen Abbleitungen von g an der Stelle (0,0). Es gilt

09 0 o)t 920 ~9(0.0) _ | E
R - e
9 0,0) = 1im 909 =900 _ 5 v
dy y—0 y—0 y—0y
ry
b) Wir betrachten das Vektorfeld ¥(z,y, z) = —% . Die Oberflache von D =
2z +sinw

{(z,y,2) € R3: 2 > /a2 + 42,22 + y? + 22 < 1} wird mit D bezeichnet. Berechnen
Sie mit Hilfe des Divergenzsatzes den Ausfluss von ¢ durch 9D, und zwar das Integral
| fBDU - Ndo, wobei N der Normaleneinheitsvektor ist, der ins Auflere des Bereichs
zeigt.

Losungsvorschlag:
divy = % + % + % =1y —y+ 2 = 2. Deshalb ist wegen des Divergenzsatzes

//BDU-J\_fdo:///DdiVUd(x,y,z):2///Dd(x,y,z)

Wir stellen D mit Hilfe von Kugel Koordinaten dar (z = rsinfcos¢,y = rsinfsin¢, z =
rcosd). Da 2?2+ y?> + 22 < 1 bekommen wir 0 < 7 < 1. Da z > /22 + y2, bekommen

wir rcos(f) < rsin(f) oder 0 < 6 < 7. Dazu gilt 0 < ¢ < 27. Deshalb, da die Jaco-
fo fo fo 2sin Odpdfdr =

bi Determinante r?sinf ist bekommen wir 2 [[[, d(z,y, z) =
4 fol r2dr fog sinf = % (1 — —). Deshalb ist der Ausfluss ¥(1 —

. )
| SUZ}« des Bei’er(c%;
(2¢) e
x= //Z/>
& g1
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